Clasificacion de superficies

por

M. A. de Prada Vicente

Teorema de clasificacién. Cualquier superficie cerrada es homeomorfa a una
esfera, 0 a un espacio obtenido removiendo un nimero finito de discos disjuntos de
una esfera de dimensidn 2, y “tapando” cada uno de ellos con una banda de Moebius
(un bonete cruzado) o un toro con un agujero {un asa}).

Equivalentemente, cualquier superficie es homeomorfa a una esfera, a una suma
conexa de toros 0 a una suma conexa de planos proyectivos.

Comentarios.

La existencia de un teorema de clasificacion de superficies es importante, hace que
nuestro conocimiento de ellas sea mas completo que el de variedades de dimension
superior.

Se sabe que cualquier superficie compacta simplemente conexa es homeomorfa a
S?. No se conoce un resultado similar para variedades compactas de dimension 3

(conjetura de Poincaré).

Existen invariantes topoldgicos faciles de calcular, que permiten determinar si dos
variedades compactas de dimension 2 son equivalentes (homeomorfas) o no.
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.Qué es una superficie?

El concepto topoldgico de superficie es la abstraccién matematica del con-
cepto familiar de superficie en el espacio.

El equivalente natural de una superficie, para dimensiones superiores, es el
de una variedad n-dimensional.

Una variedad n-dimensional, es un espacio topoldgico, localmente homeo-
morfo al espacio euclideo de la misma dimensién R™.

Una variedad n-dimensional con borde, es un espacio topoldgico en €l que
cada punto tiene un entorno homeormnorfo, bien a un disco abierto, E™, en
el espacio euclideo de dimensién n, o bien al subespacio {(z},z2,...,2,) €
E™ : 2, > 0}. El conjunto de los puntos con un entorno homeomorfo a E™,
se llama el interior de la variedad, el conjunto restante constituye el borde
de la variedad. Las variedades sin borde, se llaman cerradas.

Entenderemos por superficie una variedad de dimensién 2, compacta y cone-
Xa.

La esfera, el toro y el plano proyectivo real son ejemplos fundamentales de
superficies, en el sentido de que cualquier superficie cerrada se puede obtener
a partir de ellas, mediante el proceso, que precisaremos mds adelante, de
formar sumas conexas.

Las superficies pueden ser de dos tipos: orientables o no orientables.

Dar una orientacion en el plano, por ejemuplo, o en un pequefia regiéon de
él, es fijar el sentido de rotacidén en el plano, alrededor de un punto, que se
considera como positivo y el que se considera como negativo; es elegir un
sistema de coordenadas como positivo: si la matriz del cambio de base tiene
determinante mayor que cero, decimos que las coordenadas son de la misma
clase.

Si todo camino cerrado preserva la orientacion, es decir, si moviendo un
circulo orientado a lo largo de un camino cerrado, no cambia la orientacion
cuando volvemos al punto de partida, la superficie se dirad orientable, y no
orientable en caso contrario; es decir si existe al menos un camino cerrado
que no la preserva. Un ejemplo de estas iltimas lo proporciona la banda de
Moebius, y naturalmente cualquier superficie que contenga un subconjunto
homeomorfo a elia.
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La banda de Moebius es el espacio topoldgico definido como sigue: Sea X =
{(z,y) € R*: =10 < £ < 10,~1 < y < 1}, y ~ la relacién de equivalencia
que identifica, para cada y € [—1,1], los puntos (10,y) y (-10,—y). El
espacio cociente X\ ~ es la banda de Moebius.

Fig. 1. Construccidén de una banda de Moebius
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Fig. 2. No-orientabilidad de una banda de Moebius

Admitiremos que todas las superficies admiten una triangulacién. (Teorema
demostrado por Rado (1925)).
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Investigaremos las superficies, imaginando que estén cortadas en pequenos
trozos, tridngulos curvilineos, por ejemplo, y considerando la forma en que
estos trozos se pueden pegar, como un puzzle.

Fig. 3. Una superficie cerrada como un conjunto de tridngulos emparejados.
(a) Los tridngulos; {b) la superficie “ensamblada” como un tetraedro.

Fig. 4. Una representacién de la esfera, equivalente a (b)

Topoldgicamente, las superficies de un tetraedro y una esfera son equiva-
lentes.
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Fig. 6. Reunidn de los tridngulos de [a Fig. 3 (a) en una regién poligonal

En este sentido, decir que la superficie es coneza, es decir que se puede pasar
de un tridngulo a otro, recorriendo una sucesion de triangulos adyacentes,
con aristas identificadas. En casc comntrario, nos encontrariamos con dos
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colecciones de tridngulos (cerrados) disjuntas, que contradirian la conexién.

Dada una coleccién de tridngulos, con especificaciéon de los pares de aristas
que se identifican, tendremos que deformar las regiones, para hacer coincidir
las aristas, y pegar los triangulos para construir una superficie.

Es evidente que si dos aristas estan identificadas, también lo estan sus vértices
inicial y final.

Si hay aristas libres no identificadas con otras, como por ejemplo en el disco
cerrado, éstas constituyen el borde. En caso contrario, la superficie se llama
cerrada; por ejemplo: una esfera o un toro.

Si tenemos n tridngulos, para pegarlos, teniendo en cuenta la identificacion
de las aristas, quizés haya que darles la vuelta, o cambiar su forma o su
tamano.

Primero pegamos dos, para obtener una regién cuadrilatera, luego la ter-
cera, y obtendremos una regién pentagonal, etc. Continuando paso a paso,
se obtiene una regién poligonal de n + 2 aristas, algunas de cuyas aristas
exteriores, tendran que identificarse para obtener una superficie.

Esto sugiere la siguiente definicién:
Representacién poligonal

Una superficie es una regién plana, acotada por un poligono, algunas de cuyas
aristas estan identificadas a pares, de acuerdo con direcciones establecidas.

Para ilustrar esta definicion, es suficiente dibujar una region poligonal y
asignar direcciones a sus aristas, un simbolo a cada una (ninglin simbolo
puede estar repetido mas de dos veces). Es fécil ver que la misma superficie
admite representaciones poligonales distintas.

Un simbolo conveniente para una representacién poligonal de una superficie
cerrada, se obtiene como sigue:

1) Se selecciona un sentido positivo.
2) Se selecciona una arista, como primera del simbolo.

3) Se escriben las aristas en orden ciclico, empezando por la primera y recor-
riendo el poligono en el sentido elegido positivo; cada arista llevara un
superindice +1 é —1, dependiendo de su orientacion (omitiremos el signo
+1 en la representacion del simbolo).
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Fig. 7. Representacién poligonal octogonal

@ )

Fig. 8. Dos representaciones equivalentes

Cualquier coleccién de letras, en las que ninguna aparece mas de dos veces, y
los superindices estdn arbitrariamente distribuidos, representa una superficie
(se llama su simbolo poligonal).

Modos permitidos de cambiar los simbolos, sin cambiar las superficies repre-
sentadas (representaciones equivalentes) son:

1) En aristas libres, se puede cambiar el superindice 41 por —1, y viceversa.
En aristas identificadas, cambiar simultaneamente el superindice, en las
dos apariciones de la arista.
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2) Escribir un sitmbolo en orden inverso.
3} Mover bloques de letras, desde el final de un sfmbolo al comienzo.

Dado un simbolo de dos aristas AA™!, se puede imaginar una cremallera a
lo largo de las aristas identificadas, y, al cerrarla, deformar la superficie en
una esfera. Fig. 9

Algunas superficies elementales y sus representaciones poligonales

Fig. 9. La esfera
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Fl toro

El toro de dimensidn dos se puede definir como una superficie homeomorfa
a la superficie de un anillo sdlido o una rosquilla.

De modo mas preciso, como:

(1) Cualquier espacio topoldgico homeomorfo al producto de dos circunfer-
encias S' x S,

(2) Cualquier espacio topoldgico homeomorfo al siguiente subconjunto de R

{(2,y,2) : (22 +y?) — 2} + 22 = 1}.

(rotacién del circulo (z — 2)% + 2% = 1 alrededor del eje OZ).

(3) Cualquier espacio topoldgico homeomorfo al espacio cociente del cuadrado
unidad en R?, obtenido identificando los lados opuestos del cuadrado en la
forma siguiente: Se identifican los puntos (0,y) con (1,y) para 0 <y < 1,
y los puntos (z,0) con (z,1) para 0 < z < 1.

(a)

Fig. 10. (a) Construccién de un toro a partir de un cuadrado.  (b) El toro

El plano proyectivo

El plano proyectivo real no es homeomorfo a ningun subconjunto de R®, por
ello es mds difucil de visualizar.
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El plano proyectivo real se define como €l espacio topoldgico homeomorfo al
espacio cociente de X = R® — {0}, obtenido identificando pares de puntos di-
ametralmente opuestos. Dos puntos de coordenadas (zy,z2,23) e (¥1,¥2,43),
donde una al menos de las coordenadas no es cero, representan el mismo
punto si existe algiin A € R (distinto de cero) tal que z; = Ay; : ¢ = 1,2,3,
es decir si estdn sobre una misma recta que pasa por el origen. Podemos
interpretar un punto del plano proyectivo como una recta en R3, a la que le
falta el origen, que pasa por el origen.

La razén del nombre de plano proyectivo, viene de la geometria proyectiva, en
la que un punto tiene coordenadas homogéneas (1,2, z3), siendo x,, 2,3
ntimeros reales, uno al menos distinto de cero, y €l término “homogénea”
significa que (z, 2, 23} € (y1, Y2, ¥3 ) representan el mismo punto, si se verifica
la condicién anterior, es decir: si existe algin A € R (distinto de cero) tal
que z; = Ay; 11 =1,2,3.

Equivalentemente: Sea H = {z,y,2) € §% : z > 0} el hemisferio superior
cerrado de §?. Es evidente que, de cada par de puntos de S* diametralmente
opuestos, uno al menos se encuentra en H. Si los dos se encuentran en
H, entonces estan sobre el ecuador, que es el borde de H. Por tanto, se
puede definir el plano proyectivo como el espacio cociente de H obtenido
identificando los puntos diametralmente opuestos del borde de H. Como H
es homeomorfo al disco cerrado unidad, E?, del plano, el espacio cociente de
E? obtenido identificando los puntos diametralmente opuestos del borde es
un plano proyectivo.

A

Fig. 11. Representacién poligonal del plano proyectivo



Fig. 12. La esfera con un bonete cruzado

Deformamos el disco C'C hasta obtener una esfera con un agujero. “Hin-
chamos” una parte de la esfera conteniendo el agujero para obtener una
ampolla (Fig. 12 (a)). Identificamos las aristas cpm y cgm del agujero (Fig.

12 (b) y (¢)). Fig. 12 (d), muestra un corte horizontal entre los puntos m y
c.
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La parte de la esfera por encima del circulo X es un bonete cruzado. La
esfera con un bonete cruzado es equivalente al plano proyectivo.

Fig. 14. Una superficie con frontera,
(a) Los triangulos, (b) la superficie “ensamblada”



Fig. 15. Construccién de la botella de Klein a partir de un

SRR

Fig. 16. La botella de Klein
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Fig. 17. Bé,nda de Moebius y bonete cruzado

Cortamnos €l bonete cruzado de Fig. 12 (¢}, y lo extendemos sobre el plano.
Obtenemos la representacién de la Fig. 17 (a). Después cortamos a o largo
de las linea de puntos By y Bs, separando la superficie en las partes I y
II (Fig. 17 (b)), que aparecen deformadas como rectdngulos. Movemos los
rectdngulos para unirlos a lo largo de €. Reemplazamos las aristas By y By
por una Unica arista B. Observamos que las dos aristas B estan identificadas
(mirad sus vértices!). El resultado es una banda de Moebius (Fig. 17 (d)).
Otra representacién se obtiene cortando en (Fig. 17 (c)) por la diagonal A
(Fig. 17 (e)), y pegando como sc indica en la (Fig. 17 (f)).

La Fig. 18 muestra como cortar una botella de Klein, para obtener dos
bandas de Moebius.
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Fig. 18. La botella de Klein como unién de dos bandas de Moebius

Orientabilidad y no orientabilidad

Teorema. Un simbolo poligonal representa una superficie no orientable si
contiene dos aristas emparejadas (identificadas) con el mismo superindice.

Fl plano proyectivo no es orientable, contiene un subconjunto homeomorfo a
una banda de Moebius.

Sumas conexas El teorema de clasificacion enuncia que cualquier superficie
cerrada, se puede obtener a partir de la esfera, del toro y del plano proyectivo
real, mediante sumas conexas.

Veremos como se pueden obtener ejemplos de superficies compactas, for-
mando lo que se llaman sumas conezxas. La suma conexa de dos superficies
se forma cortando un disco en cada una, y pegando las dos superficies a lo
largo de los bordes de estos discos. Hacer una suma conexa con un toro o
un plano proyectivo es lo mismo que pegar un asa o un bonete cruzado en la
frontera de un disco cortado de la esfera.

El teorema de clasificacidn enunciado, dice que todas las superficies com-
pactas, conexas, sin borde pueden obtenerse de este modo.
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Fig. 19. Suma conexa de dos toros o esfera con dos asas.
(a) Dos toros disjuntos T1 y T3. (b) Los toros disjuntos con discos recortados. (c)
Pegados a lo largo de los bordes de los discos

Fig. 20. Suma conexa de tres toros o esfera con tres asas
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Fig. 21. Reduccién a su forma poligonal de una esfera con tres asas. (a) La esfera
con tres asas. (b} Deformada a un toro con dos agujeros.

(¢) Preparacién para eliminar la segunda asa. (d) Separacién a lo largo de A, con
el asa retrafda. (e) Separacién a lo largo de B, (f) Preparacién para eliminar la

tercer asa
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Fig. 22. Reduccion de la esfera con un bonete cruzade a su forma poligonal



Fig. 23. Reduccién de la esfera con tres bonetes cruzados a su forma poligonal.
(Es equivalente a la suma conexa de tres planos proyectivos)
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Fig. 24. Suma conexa de dos planos proyectivos.
(a) Dos planos proyectivos disjuntos. (b) Los planos proyectivos con discos recor-
tados. (c) Pegados a lo largo de los bordes de los discos
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@)

(e)

Fig. 25. Suma conexa de una botella de Klein con un plano proyectivo

Hemos visto ejemplos de superficies obtenidas formando sumas conexas. El
teorema de clasificacién enuncia que todas las superficies cerradas pueden
obtenerse de este modo.

Demostracion del teorema.

Sea S la superficie, que suponemos triangulable, y 71,75,...,7}, los trian-
gulos.

Probaremos que S es homeomorfa a un poligono con las aristas identificadas
a pares, segun alguno de los simbolos de las sumas conexas:

(a) la esfera; AA™L.
(b) la suma conexa de n toros: 4, B1A]'B;' ... A, B, A;'B; .

(¢) la suma conexa de n planos proyectivos: AjA; 4242 ... ApA,.
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Primer paso. S es homeomorfo a una reunidn 7* de n tridngulos 77 en el
plano, siendo Ay T} ~+ T; un homeomorfismo.

Definimos h: T' — S como la aplicacién que cumple: h|T! = h;. Ya que T”
es compacto y S es Hausdorfl, esta aplicacién es una identificacién.

El poligono lo construiremos como un cociente de T', pegando los tridngulos,
de acuerdo con las identificaciones dadas por la aplicacién h, y lo denotamos

D.
Probaremos que D es homeomorfo a un disco.

Cada tridngulo lo es, y pegar dos discos identificando dos subconjuntos del
borde, homeomorfos al intervalo cerrado [0, 1], es claramente un disco.

Repetimos el proceso con todos los tridngulos y el resultado sigue siendo un
disco.

7{
£
a * Yb
Tf
a & [} !
T¢ T, T Ty
. (3 § “ to G as |,
5 & el
7§ T Th |- T(,
d L € 7
Tf
d R ¥
Ti

Fig. 27. Versién simplificada de la Fig. 26.
ga~ ' fob " f e geeT g dd e
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En el poligono del disco, aparecen aristas que han de identificarse para
obtener la superficie.

Diremos que un par de aristas es de primere especie si aparecen con su-
perindices distintos (con distinta orientacidn), y de segunda especie en caso

contrario.
A

Fig. 28. Un par de aristas de primera especie

Segundo paso. Eliminacién de un par de aristas adyacentes de primera
especie (con distinta orientacién), en un poligono que tenga al menos cuatro
aristas.

Fig. 29. Ilustracion del segundo paso
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Tercer paso. Transformacién en un poligono en que todos los vértices estén
identificados en uno solo.

()

Fig. 30. Tlustracién del tercer paso

Cuarto paso. Transformar en adyacentes todo par de aristas de segunda
especie (con la misma orientacion)

Fig. 31. llustracién del cuarto paso

Quinto paso. Transformar en consecutivos dos pares de primera especie
que se separen uno al otro.
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(b ()

Fig. 32. Nlustracién del quinto paso

Continuamos el proceso hasta que todos los pares de primera especie estén
en grupos adyacentes de cuatro aristas.

51 tras estas operaciones no hay pares de segunda especie, tendremos un
simbolo de la forma: alblaflbl_lazbgal_‘?bfz v arbpatb7! que es la suma
conexa de n toros.

Si hubiera pares de primera y de segunda especie, resolvemos la situacion
con el siguiente

Lema. La suma conexa de un toro y un plano proyectivo es homeomorfa a
la suma conexa de tres planos proyectivos.

Es suficiente probar que la suma conexa de un toro y un plano proyectivo es
homeomorfa a la suma conexa de un plano proyectivo y una botella de Klein
(ya que la suma conexa de un toro y un plano proyectivo es homeomorfa a la
suma conexa de dos planos proyectivos y ésta es homeomorfa a una botella
de Klein). Ver Fig. 33, 34 y 35 para la ilustracién de este lema.
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Fig. 33. Suma conexa de un toro y un plano proyectivo (a)
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(c)

(b)Y

(a)

(e)

(d}

D
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</

Ilig. 34. Suma conexa de un toro y un plano proyectivo {b)
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(a)
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Fig. 35. Suma conexa de tres planos proyectivos
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Fig. 36. (a) Suma conexa de una banda de Moebius y un toro. (b) Suma conexa
de una banda de Moebius y una botella de Klein

Ultima Cuestién. ;Puede ocurrir que para m # n sean homeomorfas las
sumas conexas de m y n toros?

La misma cuestion en el caso de planos proyectivos.

Los invariantes, faciles de calcular, a los que aludiamos al principio, prueban
que esto no es posible.

Ya hemos hablado de la orientacién. La caracteristica de Euler, x(M), de
una superficie M, es un invariante numérico definido como (M) = v ~a+1,
siendo v el mimero de vértices, a el nimero de aristas y t el numero de
tridngulos, en la triangulacién.

Es facil probar que, dadas dos superficies Sy v 53, ¥ su suma conexa, 5, la
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relacidn entre sus caracteristicas de Euler es la siguiente: x(S) = x(S1) +
x{(52) — 2. Para ello, basta quitar el interior de un tridngulo de cada una de
las superficies, identificar las aristas y vértices de los bordes de los tridngulos
suprimidos, y contar los vértices, aristas y tridngulos antes y después de
formar la suma conexa.

Por induccion, y conocidas las caracteristicas de Euler de la esfera, el toro y
el plano proyectivo, obtenemos los siguientes valores:

Superficie Caracteristica de Euler
Esfera 2

Surma conexa de n toros 2-2n

Suma conexa de n planos proyectivos 2-n

Obsérvese que la caracteristica de una superficie orientable es siempre par,
mientras que la de una superficie no orientable puede ser par o impar.

Se deduce el siguiente resultado:

Teorema. Dos superficies son homeomorfas si tienen la misma caracteristica
de Euler y ambas son orientables o no orientables.
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