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Dedicado a todos los que viven en Planilandia con la esperanza de que algiin
dia puedan tener el placer de descubrir la tridimensionalidad. CA.

Bienvenidas y bienvenidos a este humilde paseo geométrico por la tridimen-
sionalidad, un lugar hermoso de la matematica donde atin se puede experimentar
la maravillosa sensacion de sorprenderse. En la investigacién matemdtica, en la
ensefanza, o en la vida en general, resulta fundamental no perder nunca el interés
por descubrir cosas curiosas y dejarse sorprender por los resultados. Las matema-
ticas no son solo una produccién rigurosa de teoremas sino el resultado de muchos
razonamientos plausibles, intuiciones diversas y grandes dosis de creatividad. Por
esto las matemdticas son también una forma singular de pensar y de mirar al mun-
do que nos rodea con una mirada especial.

Mi objetivo esencial en esta conferencia es compartir una serie de hechos geo-
métricos en 3D que creo pueden sorprender a pesar de ser elementales y faciles
de entender.

Algunos son viejos conocimientos repartidos en mil referencias dispersas.
Otros provienen de mis indagaciones personales. En cualquier caso todas las sor-
presas que aqui mencionaremos son una defensa apasionada del estudio geométri-
co sintético, una invitacion a redescubrir la visualizacidn, la experimentacion, el

'La denominacién “sorpresa matemdtica” es ciertamente ambigua y en tiltima instancia deberia
relativizarse al nivel de conocimientos de cada uno. Lo que para unos puede parecer normal,
esperable o de sentido comtin para otros puede resultar novedoso, inesperado o extraordinario.
Nos gustaria que aqui estas sorpresas fueran una forma amable de descubrir hechos geométricos
atractivos o utiles.
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uso de los modelos geométricos y sus aplicaciones rompiendo con la tradicional
formalizacién que ahoga con expresiones formales o generalizaciones audaces la
encantadora aventura de vivir la geometria tridimensional.

1. Sorpresas de la tridimensionalidad

Empecemos pues nuestro sorprendente paseo.

Sorpresa 1. Las dificultades de la dimension 3.

Desde un punto de vista estrictamente matematico el estudio de la dimensién 3
parece presentar dificultades, inusuales en otros espacios. Para empezar el espacio
R? es algebraicamente pobre.

R es cuerpo conmutativo, C = R? también lo es y H = R* es el cuerpo no con-
mutativo de los cuaterniones... sin embargo R* no admite la estructura de dlgebra
normada (teorema de Hurwitz). R es un espacio vectorial y es un dlgebra de Lie al
considerar el producto vectorial, es un espacio normado de Banach y es un espacio
de Hilbert... pero no deja de ser, sorprendentemente, mas pobre algebraicamente
que sus espacios vecinos R, R? y R?.

El hecho de que no haya isometrias entre esferas en R? y planos tiene enorme
repercusion en las representaciones planas de esferas: o se logran mapas (con-
formes) conservando dngulos o se conservan dreas (proyeccion cilindrica). Las
proyecciones estereograficas merecen también especial atencion.

La enorme complejidad de la teoria de nudos y su clasificacion segun cruces,
la famosa conjetura de Poincaré de 1904 (“si una variedad compacta y conexa
de dimension 3 tiene grupo fundamental trivial entonces es homeomorfa a S*”);
la complejidad de la topologia en dimensién 3 o del estudio de superficies desde
diversos puntos de vista (diferencial, topoldgico, algebraico,...) nos lleva a la con-
clusién de que es precisamente el espacio tridimensional uno de los objetos mate-
maticos mds sorprendentes y dignos de investigacion. La Geometria Computacio-
nal aborda hoy nuevos problemas de representacion y nuevas disciplinas, como
el reconocimiento de patrones e imdgenes, tienen hoy en la tridimensionalidad su
gran reto.

Sorpresa 2. Cuatro colores no son suficientes.

El famoso teorema de los 4 colores establece que en el plano 4 colores son
suficientes para colorear un mapa (grafo poligonal) de forma que caras con fron-
teras comunes (no puntuales) tengan color diferente. ;Qué ocurre en 3D?... pues
que se necesitan infinitos colores. Descubri esta propiedad inventando una secuen-
cia de formas poliédricas de manera que cada una toca a las anteriores y de forma
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recurrente van necesitindose mas y mds colores.

Sorpresa 3. El niimero pldstico en 3D, el niimero de oro en 2D.

El numero de oro 1.618... es esencialmente plano. El nimero pléstico 1.3214
es esencialmente tridimensional (C. Alsina y J. Garcia-Roig).

1+ 5

Nuestro querido nimero de oro @ = — lo obtenemos como solucion de
la ecuacién x? = 1+x o como limite de las razones entre cada término y su anterior
de la sucesién de Fibonacci 1,1,2,3,5,8,...(ap =a; =1, a;41 = a;+a;_1,i > 1).

El rectingulo de proporcion a : b = ® puede caracterizarse como el tnico
donde la propiedad de la siguiente figura vale (a > b)

il

(Como se generaliza esta propiedad al espacio, con cajas? La siguiente figura
nos da una version posible (a > b > ¢):

(Como son las cajas que verifican esto? Esta es una versiéon genuinamen-
te tridimensional. La sorpresa es que las cajas deben ser con medidas del tipo
a = cP? b = cPy c arbitrario (note que b = +/ac), siendo P el nimero
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plastico P = 1,3214... solucién de la ecuacién x* = 1 + x. ;Se fija en el “37?
Este ndmero fue considerado por el arquitecto Van der Laand como limite de las
razones de cada término por su anterior en la sucesién 1, 1, 1,2, 2,3,4,5,7,9,...
(ap = ay =a, = 1,a;2 = a;+a;_1,i > 1). ;Se fija en los “tres” unos y en el
salto? Y en dimensién N con N > 4 las hipercajas que resultan estan ligadas a la
ecuacion x¥ =1 + x.

Sorpresa 4. Poliedros con vértices enteros.

En el plano tenemos interesantes familias de poligonos cuyos vértices tienen
coordenadas enteras (poligonos en cuadriculas) y algunas férmulas sorprendentes
como la de Pick. Consideremos una cubicacién del espacio y en ella poliedros
primitivos convexos cuyos vértices tengan siempre las tres coordenadas enteras
(£p, £q, £r) y no tengan puntos de este estilo ni en el interior ni en la frontera.
El drea de los poligonos primitivos convexos no puede sobrepasar el valor 1 pero
los tetraedros con vértices (0,0, 0), (1,0,0), (0,1,0) y (1, 1,m) son primitivos y
convexos con volumen %, nimero tan grande como se quiera.

Sorpresa 5. Duplicacion del cubo.

Imposible la duplicacién del cubo con regla y compds al ser V2 no construi-
ble con dichos instrumentos. Sin embargo la duplicacién es posible con diversos
mecanismos tridimensionales [14].

Sorpresa 6. Inscripcion del poligono regular de 7 lados.

Otro problema clasico irresoluble con regla y compas que se resuelve con car-
tulinas, tijeras, regla y compads y lapiz (Alsina). Construido un circulo de radio R

) ) ) 8R . .
en una cartulina, en otra se traza semicirculo de radio r = - en el cual se inscribe

un octégono regular, trazando sus tridngulos interiores desde el centre a los lados.
Se recorta uno de estos tridngulos y se forma un cono cuya circunferencia base
mide 2R y tiene una divisién exacta en 7 partes. Al colocar como sobre circulo de
partida se podrd marcar el heptagono regular en el circulo de partida.

Sorpresa 7. Reparticion justa de un pastel 3D.

Dado un pastel en forma ortoédrica con chocolate en la cara de arriba y mante-
quilla en las caras laterales ¢ se puede repartir el pastel entre n personas de manera
que cada una reciba la misma cantidad (peso) de pastel, la misma cantidad de
chocolate y la misma cantidad de mantequilla? Si no se dice nada mas trituren el
pastel en el pimer y repartan a cucharadas segtin peso (y con cortes de cuchillo?
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Hay infinitas maneras de hacerlo pero no se conoce una solucién donde cada trozo
sea conexo e igual a los demas.

Sorpresa 8. La tetraedrizacion de poliedros.

La triangularizacién de poligonos es una operacion clave en muchos estudios
y aplicaciones poligonales. ; Pueden dividirse los poliedros en tetraedros? Muchos
si... pero no todos. Con convexos no hay problema pero se conocen céncavos que
no admiten tal diseccion.

Sorpresa 9. Vértices, caras, aristas e igualdades.

Los vértices en el espacio no determinan en general los mismos poliedros.
Diferentes poliedros pueden tener todas sus caras situadas en los mismos planos.
Idénticos vértices e igual conjunto de planos conteniendo las caras tampoco dan
poliedros iguales.

Sorpresa 10. En los poliedros convexos vale la formula de Euler C +V = A + 2
pero hay relaciones subyacentes entre Cy V.

Como con menos de 4 vértices no tiene poliedro es 4 < V' y como en cada
vértice necesita al menos 3 aristas 3V < 2A = 2C+2V -4 yresultad <V <2C-4.
Andlogamente resulta 4 < C < 2V — 4. Asi pues los valores de V' y C tienen
notables restricciones.

Sorpresa 11. En todo poliedro convexo siempre tendrd al menos una cara trian-
gular o una cara cuadrangular o una cara pentagonal.

Si C, indica el nimero de caras con n aristas y V, el nimero de vértices con
n aristas y se combinan las relaciones C + V = A + 2, 2A = 3C5 +4C4 + ...,
2A = 3V3 + 4V, + ... resulta una nueva presentacion de la férmula de Euler sin
aristas y sin Cg:

3C3+2C4+C5 = 12+(2V4+4V5+...)+(C7+2Cg+...)

Como la suma de la derecha es mayor o igual que 12 los términos C3, C4 y
Cs no pueden ser nulos a la vez y la sorpresa 2 queda justificada. Nétese que la
relacion 3C5 + 2C4 + Cs > 12 le da ya maravillosas e inesperadas relaciones, por
ejemplo, si no hay ni tridngulos ni cuadrilateros (Cs = C4 = 0), al menos hay 12
pentagonos (!).

Sorpresa 12. No puede existir un poliedro convexo donde todas las caras tengan
un niimero diferente de aristas.

Parece que la “repeticién” es algo ligado al espacio.
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Sorpresa 13. Sdlo hay tres tipos de poliedros donde ninguna cara se repite tres
veces.

_J i>' — 2
N \::w, - Rx Lo

Sorpresa 14. Si un poliedro convexo P tiene n vértices v,,v,,...,v,y D; indica
el defecto angular de v; (0 sea la diferencia en 2r 'y la suma de los dngulos
concurrentes en v;) entonces la suma D de todos los defectos angulares de P
siempre vale 4r.

La férmula de Euler (1707-1783) nos da la relaciéon C + V — A = 2 para polie-
dros convexos. Para estos animales Descartes (1596-1650) mostré que el defecto
angular total era D = 4nx. Estos resultados se relacionan con la curiosa igualdad
D = 2n (C +V — A) que los hace equivalentes. Cabe notar que el resultado de
Descartes no se publicé hasta 1883, cien afios después de la muerte de Euler.

Sorpresa 15. Todo poliedro regular o es una pirdmide o es un antiprisma o es
reunion de un antiprisma con pirdmide o troncos de pirdmides.

(Cémo diseccionaria el cubo en un antiprisma y dos pirdmides?

Sorpresa 16. Ningiin cubo puede diseccionarse en un niimero finito de cubos
todos ellos diferentes.

Note que algunos cuadrados si admiten diseccién en cuadraditos todos dife-
rentes.

Sorpresa 17. En dimension 2 hay infinitos poligonos regulares,... en dimension
3 solo hay 5 tipos de poliedros regulares... en dimension 4 solo hay 6 tipos de
“politopos” regulares... en dimension n con n > 5 hay... 3 tipos de “politopos”
regulares.

Asi pues los n-cubos, los n-tetraedros y los n-octaedros son politopos regula-
res omnipresentes en los diferentes “espacios”, lo cual permite contemplar en el
mundo tridimenisional a icosaedros y dodecaedros como objetos singulares del
espacio.

Al ir aumentando las dimensiones las sorpresas también aumentan. Resulta
sorprendente, por ejemplo, la evolucion creciente al principio de los volimenes
de las n-esferas de radio unidad para luego cambiar el cardcter monétono inicial.
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También hay sorpresas derivadas del desconocimiento, del no saber, atin hoy,
las soluciones posibles a un problema:

Sorpresa 18. Las cajas perfectas.

( Puede existir una caja (ortoedro) con las aristas de longitudes enteras y las
diagonales de las caras y la diagonal principal también con valores enteros?

jEsta es la caja mds buscada desde hace décadas!

Hay infinitos rectdngulos perfectos con lados y diagonales enteras (ternas pi-
tagoricas) pero no se conoce ni una caja con tal perfeccion. Sin embargo otros
poliedros si que son perfectos sin ser cajas. B.E. Peterson y J.H. Jordan encon-
traron un hexaedro con 8 vértices y 6 caras que son cuadrildteros con todas las
aristas, diagonales de las caras y diagonales interiores enteras. Los dobles tetrae-
dros de H. Harboth y A. Kenniz o las pirdmides de A. Millar y M. Mdéller son
otras criaturas perfectas.

Sorpresa 19. Pitagoras en 3D.

;Hay un teorema de Pitdgoras en 3D?

La pregunta es totalmente ambigua y admite diversas respuestas segin se va-
ya matizando lo que se persigue. Para muchas personas el teorema de Pitdgoras
clasico permite el cdlculo de la distancia euclidea entre dos puntos del plano

d((a,b), (c,d)) = V(a—c)* + (b - d)?

expresion que en el espacio lleva a la férmula

d((x1, %2, %3), (1,2, ¥3)) = V(x1 = y1)2 + (x2 = y2) + (x3 — 3)>

y se considera a esta formula como la versiéon 3D de Pitdgoras: el cuadrado de la
diagonal principal de una caja (ortoedro) es igual a la suma de los cuadrados de
las otras aristas principales de la caja.

Para otras personas, la figura espacial que debe generalizar al tipico tridngulo
rectangulo plano es la pirdmide de base triangular en cuyo vértice superior inciden
las tres aristas perpendiculares dos a dos y en este caso, es facil verificar, que el
cuadrado del 4rea del tridngulo de la base es igual a la suma de los cuadrados de
las areas de las tres caras triangulares laterales... otra versién posible.

Una tercera alternativa es pensar que si el teorema de Pitdgoras del plano per-
mite “sumar dos cuadrados” para obtener un tercer cuadrado cuya drea es la suma
de la de los dos de partida, la versién 3D deberia dar un procedimiento para “sumar
dos cubos”, para obtener un cubo cuyo volumen fuese la suma de los volimenes
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de los cubos de partida. Pero una relacién del tipo z* = x* + y* no es tratable con
reglay compas (six =y, z = V2x y la duplicacién del cubo es imposible). Con
otros instrumentos adecuados puede construirse z = +/x3 + y3... pero no es obvio
que exista una version de dicho procedimiento via disecciones de cubos.

Sorpresa 20. El significado geométrico de la asociatividad.

Considérese una operacion binaria continua F' : I X I — [ siendo [ un inter-
valo real ([0, 1], R*, R,...) y asociemos a dicha operacidn la superficie z = F(x,y).
Si se sabe por cédlculo que F es asociativa (F(x, F(y,z)) = F(F(x,y),2)), F es
conmutativa, no decreciente con unidad y con elemento nulo (o incluso que F sea
diferenciable) ;qué influencia tiene la asociatividad en la geometria de la superfi-
cie? ;Podria concluirse la asociatividad a partir de alguna propiedad geométrica?
Esta cuestion sigue abierta después de muchos afios, con contribuciones parciales
de C. Alsina, M.J. Frank, B. Schweizer y A. Sklar.

2. Sorpresas de la geometria cotidiana

Recientemente Raul Ibédfiez ([22]) ya ofrecié un magnifico paseo por las for-
mas geométricas en arquitectura. Una de mis dreas de investigacion es la geome-
tria de Gaudi pero les remito a los escritos que puedan encontrar, por ejemplo en
(Giralt-Miracle, 2002) para conocer los secretos tridimensionles de la geometria
gaudiniana.

Lo que aqui en la dltima parte de la conferencia quisiera compartir a través de
imagenes es el tema que he tratado en la publicacion [6] sobre geometria cotidiana.

Nuestro entorno, y por tanto nuestra vida, estd llena de formas geométricas.
Algunas son naturales pero una enorme cantidad de dichas formas son el resultado
de un inteligente proceso de disefio.

El diseiio busca soluciones geométricas optimas para dar formas y medidas
a objetos que deben cumplir determinadas funciones. En esta busqueda para dar
respuestas a las relaciones formas-funciones surge la geometria aportando figuras
o transformaciones. Pero el disefio no se reduce a la creatividad geométrica sino
que debe conjugar la dimension geométrica con las consideraciones ergonémicas,
econdmicas, perceptivas, las texturas, los colores, etc. La geometria cotidiana no
es, en consecuencia, un corolario de la geometria euclidea sino una componente
de un proceso creativo mas complejo.

Entre las curvas mds relevantes en disefio encontraremos las conicas, las espi-
rales, la catenaria, las hélices, las sinusoides... Entre las superficies las planas, las
cuadréticas y ciertas superficies regladas, minimas y de revolucién. Las formas
poliédricas también tienen su papel. Y también en la geometria cotidiana encon-
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tramos un mundo de sorpresas que en primera aproximacion podriamos describir
asi:

3. Sorpresas en las formas

Podriamos citar, por ejemplo, las espirales en las mecedoras de Thonet, el uso
de catenarias en arcos, €l uso del tridngulo de Reuleaux en motores, taladros y en
las pastillas de menta SMINT®), conos para helados, espirales en discos de vini-
lo, hiperboloide de una hoja en gramé6fonos, campanas y trompetas, paraboloide
hiperbdlico en patatas fritas, etc., etc., etc.

4. Sorpresas en las soluciones

El disefio minimalista, el tecnolégico avanzado o el mds creativo nos puede
sorprender con soluciones (propuestas) inesperadas: las escaleras plegables teles-
cOpicamente, las estructuras plegables de mesas, los paraguas super-plegables, las
nuevas llaves de habitaciones de hotel basadas en bandas magnéticas, la tecnolo-
gia Wifi, los lapices digitales, etc.

Objetos como los clips, las pinzas de tender la ropa o las tradicionales hueve-
ras contienen en su minimalismo, su economia y su funcionalidad duradera esta
perfeccion de disenio donde se tiene una forma dptima para una solucién estupen-
da.

5. Conclusion

A través de veinte pequenas sorpresas geométricas y la coleccion de resultados
de disefio no gustaria haber suscitado un cierto interés puro o aplicado por trabajar
en 3D.

Quedan invitados a visitar el apartado “Un viaje al espacio” en mi web

hitp://www.upc.edu/ea-smi/personal/claudi/materials.html

iMuchas gracias por dejarse sorprender! Y si se dedican a la ensefianza de 1a mate-
matica ojald que sepan transmitir interés hacia nuestra disciplina con las sorpresas
como estrategias docentes.
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