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1. Introduccion

No vayan a decirme ustedes que no es éste un titulo comercial. Ya sea porque
a la vista estd que el mundo anda cada vez mds loco, o bien porque el caricter
de inmanejable que acompaia a cualquier fendmeno que se desarrolle de manera
“poco ordenada”, no hace prever que explicarlo cientificamente vaya a ser una
tarea precisamente sencilla.

Empecemos por el principio: si buscamos en nuestro diccionario el significado
exacto de la palabra caos, encontraremos ademaés de la acepciéon comun de con-
fusion y desorden, que esta palabra se utiliza para designar el estado indefinido
y amorfo que se supone anterior a la ordenacion del cosmos, definicion directa-
mente heredada de la mitologia griega: espacio vacio e infinito anterior a todas
las cosas del que nacieron Erebo y la Noche, padres del Eter y el Dia y que se
corresponde también, bajo el prisma judeo-cristiano, con la confusion inicial que
reinaba en el Universo antes de la creacion. Leyendo esta definicién, me aterra
pensar en el compromiso al que me obliga mi titulo; entender origen del univer-
so, jcasi nada!. Es un alivio comprobar que aparece un significado mds, y que
se refiere al ambito de las matemdticas y de la fisica y dice del caos que es el
comportamiento errdtico e impredecible de algunos sistemas dindmicos aunque
su formulacion matemdtica sea en principio determinista.

Seria interesante hacer un ejercicio de reflexion y pensar que la aparicion de
semejante definicion en nuestro diccionario de la Real Academia Espafiola de-
ja constancia de que las confluencias de esta rama de las matemadticas con otras
ciencias no deben ser, ni escasas, ni inventadas. En efecto, la llamada Teoria del
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Caos se nutre sobre todo de los intentos de comprension de fendmenos muy com-
plicados que provienen de la fisica, la meteorologia, la economia, la biologia,
las ciencias sociales...y todos estos intentos apuntan siempre a la bisqueda de un
punto de vista abstracto y globalizador. Esta es la razén esencial por la que el
descubrimiento y formalizacién de esta teoria haya sido y sea competencia de las
matematicas.

Ademas del apasionante desarrollo de la misma, en el que han intervenido
muchas personas provenientes de los mas diversos campos, descubrimos que no
menos apasionantes resultan los multiples conceptos y ejemplos particulares que
constituyen el corazén matemadtico del caos, la mayor parte de ellos, con amplia
resonancia geométrica: los billares, la herradura de Smale, los atractores extraiios,
los fractales...seria muy ambicioso pretender presentar en profundidad cada uno
de estos objetos en estas notas, asi pues, humildemente, nos limitaremos a situar
algunos de ellos en el lugar que ocupan “dentro del caos”.

2. Pero...;qué es este caos?

En palabras de Stephen Smale (medalla Fields 1966), Caos es una nueva cien-
cia que establece la omnipresencia de la impredecibilidad como rasgo fundamen-
tal de la experiencia comun.

Nos resultard util bucear un poco en la historia para comprender lo que esta
definicidn lleva consigo. Situémonos en los siglos XVI y XVII, durante los cuales
tiene lugar un cambio sustancial de la concepcidn que el hombre tenia de si mismo
y del lugar que ocupaba en el cosmos. Este cambio es debido en gran parte a los
descubrimientos y teorias sobre la estructura del Sistema Solar y la comprension
cientifica de algunos fendmenos elementales y cotidianos como la caida de los
cuerpos y la sucesion de los dias y las noches. Estamos ante un proceso conoci-
do como revolucion copernicana. Las observaciones y teorias desarrolladas en-
tre 1550 y 1700 por Copérnico, Giordano Bruno, Tycho Brahe, Kepler, Galileo,
Newton,...daban explicacion a los movimientos de los planetas usando leyes sen-
cillas que ademds permitian explicar la existencia de las mareas, la caida de los
cuerpos y multitud de fenémenos antes aparentemente desconectados. Newton es-
cribid en sus Principia: “Las leyes que hemos explicado abundantemente sirven
para dar cuenta de todos los movimientos de los cuerpos celestes, y de nuestro
mar”. Producto de estas teorias fue una inmensa confianza en el saber objetivo
y el reconocimiento del Universo como materia en movimiento regido por leyes
naturales. Asi, como consecuencia de esta revolucion, el pensamiento cientifico
permanecié dominado durante dos siglos por una fe ciega en el determinismo: “el
estado presente del mundo determina de manera precisa cualquier estado futuro ya
que su comportamiento obedece a leyes cognoscibles y es, por tanto, predecible’.
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Este credo estaba basado en ciertas leyes de la fisica, en las ecuaciones newto-
nianas del movimiento, que pueden describir las variaciones de la naturaleza con
el paso del tiempo. Estas ecuaciones tienen la propiedad matemaética de que las
condiciones iniciales determinan la solucién para cualquier tiempo considerado.
Sobre estos principios fisicos y matematicos descansa la filosofia determinista,
una de cuyas manifestaciones es el rechazo total a la libre voluntad e incluso res-
ponsabilidad humana.

Pero hoy, aquellos esfuerzos generalizadores que caracterizaron a la revolu-
cién copernicana han perdido fuerza; lejos de pensar que existe una relacion trans-
parente y lineal causa-efecto que gobierne todos los fenémenos naturales, desde
diversos dmbitos y disciplinas, se vislumbra la necesidad de estudiar mds bien los
aspectos inestables, no predecibles, desordenados, cadticos, de los mismos [1].

A principios del siglo XX, con la llegada de la mecdnica cudntica y los resul-
tados obtenidos por los cientificos alemanes, Heisenberg, Planck y Schrodinger,
resulta evidente constatar que el determinismo era sélo una ilusiéon. Al menos
al nivel de los electrones, protones y dtomos, se comprobd que la incertidum-
bre dominaba. Las ecuaciones del movimiento de la mecénica cudntica producen
soluciones que son probabilidades que evolucionan con el tiempo.

A pesar de esta nueva vision de la mecdnica cudntica, las ecuaciones de New-
ton siguen describiendo el movimiento del péndulo, el comportamiento del sis-
tema solar, la evolucion del tiempo y muchas situaciones de la vida cotidiana. La
revolucién cudntica deja intactos muchos postulados deterministas, y después de
la segunda gruerra mundial, todavia muchos cientificos albergaban la esperanza
de que si aumentase la capacidad de los ordenadores, seria perfectamente factible
hacer predicciones meteoroldgicas a largo plazo.

En los afios 70 la comunidad cientifica reconocia otra revolucién llamada
teoria del caos, que acabaria con el paisaje newtoniano y laplaciano del deter-
minismo: es necesario tratar con la incertidumble para comprender la experiencia
comun. El reclamo: sensibilidad respecto de las condiciones iniciales se establece
como distintivo de la nueva ciencia, que va mucho més all4 de la impredecibili-
dad. El conocimiento profundo de las dindmicas cadticas ha tenido implicaciones
en cada rama de la ciencia, desde el andlisis de un electrocardiograma, pasando
por la hidrodindmica, hasta la construccién de recursos computacionales.

Un aspecto novedoso es que la teoria del caos no se desarrolla con el des-
cubrimiento de nuevas leyes fisicas, sino con el andlisis profundo de las ecua-
ciones que subyacen a la fisica newtoniana. El caos es una revolucién cientifi-
ca basada en Matemadticas. La metodologia es deduccion mas que induccién. La
teoria del caos toma las ecuaciones de Newton, las analiza con matematicas y usa
este andlisis para establecer la impredecibilidad que acompaina a los fenémenos
descritos por dichas ecuaciones. Via matemdticas, se establece la fragilidad del
determinismo newtoniano usando...jlas propias ecuaciones de Newton!.
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3. Descripcion matematica del caos

El desorden lleva consigo la variacién y el cambio. A nuestro alrededor, la
politica, el clima, la economia... todo se encuentra en permamente evolucion.
Todo fendmeno natural experimenta cambios constantemente. Algunos de estos
cambios son de facil percepcion: el dia y la noche, las fases de la luna, las esta-
ciones... Otros son infinitamente mds complicados: las enfermedades, la evolucion
econdmica, el clima... Para poder organizar y sistematizar todas estas formas de
cambio con el objetivo de estudiar y predecir, seria deseable poder realizar repre-
sentaciones de los cambios de manera comprensible, poder clasificar y entender
los distintos tipos de cambio asi como disponer de métodos para identificarlos, en
definitiva, poder controlar este universo cambiante. Es aqui donde las matemati-
cas, y en particular la rama de los sistemas dindmicos, ofrecen vias eficaces que
permiten realizar este tipo de andlisis. Para trasladar el estudio de cualquier fen6-
meno al dmbito matematico es necesario realizar un proceso de modelado que
consiste esencialmente en:

= Detectar las variables que influyen en un fenémeno dado.

= Analizar su comportamiento relativo, es decir, determinar cémo influyen
unas sobre otras y como se comportan a lo largo del tiempo.

Como resultado, obtendremos un modelo matemaético del fendmeno, que podra
ser una ecuacion diferencial, si se logran estudiar variaciones instantdaneas, 0 una
transformacion iterativa si las variaciones son discretas. Esto nos permitird mirar
con “ojos matemdticos” desde el movimiento de los planetas, las moléculas de un
gas o las bolas de un billar hasta los latidos del corazén o las variaciones de los
precios en la Bolsa.

Una vez conseguido el modelo matemadtico, en particular, las férmulas o ecua-
ciones que lo regulan, es posible estudiar su evolucion en el tiempo e incluso hacer
previsiones. Si ademds hemos conseguido aislar el fendmeno que nos interesa de
los efectos del resto del universo...jpodremos prever su evolucién con total se-
guridad!...este es el punto de vista determinista o laplaciano. ;Qué lugar ocupa
entonces el azar, el desorden, el caos?. La respuesta es que a pesar de poder cono-
cer perfectamente la evolucion de cada elemento, el movimiento global puede
ser muy desordenado, es decir, dos sujetos que en un determinado momento es-
tén infinitamente proximos, pueden estar muy lejos en un instante posterior. Esta
es, grosso modo, la definicién matemadtica de caos. (Es interesante observar que
este término “caos” aparece por primera vez en 1975, en un articulo de L. Li y
J. Yorke titulado Period three implies chaos, aunque el fendmeno que los autores
estudiaban no se corresponde con la definicién actual de caos).

Cualquier proceso en el que hay movimiento, variacién a lo largo del tiempo,
puede ser considerado como un sistema dindmico. De manera formal llamaremos
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sistema dindmico a una terna (M, T, ¢) donde M serd un espacio topoldgico, métri-
co o una variedad con alguna estructura diferencial que llamaremos el espacio de
fases o espacio de estados, un conjunto de tiempos T (generalmente un subgrupo
aditivo de R) y el flujo del sistema (proceso) ¢ que es una aplicacion de M X T en
M con las propiedades siguientes:

1. La aplicacion ¢ es continua.
2. ¢(0,x) = x paratodo x € M.
3. ¢(t,p(s, x)) = ¢t + s, x) paratodo t,s € T y todo x € M.

SiT =N 6T = Z tendremos un sistema dindmico discretoy si T = R* U {0} 6
T = R, un sistema dindmico continuo.

Si aplicamos la transformacion ¢ (solucion del sistema dindmico) a un punto
inicial (condicidn inicial), al punto resultante se le vuelve a aplicar ¢, y asi sucesi-
vamente, obtendremos una sucesion de puntos ordenados que llamaremos drbita
o trayectoria del punto inicial bajo la accién de ¢. Uno de los principales objetivos
es describir el comportamiento asintético de las trayectorias, es decir, el modo en
el que éstas evolucionan en tiempos prolongados. Conocidas las propiedades de
casi todas las trayectorias de un sistema dindmico, estaremos en condiciones de
decir algo sobre el comportamiento asintético de todo el sistema, es decir, de su
evolucién global (como un todo), y de manera més particular, de saber si hay varia-
ciones sustanciales que dependan de las condiciones de partida. Cuando el com-
portamiento asint6tico de las trayectorias de un sistema dindmico sea inestable en
el sentido de que unas se comportan independientemente de las otras, diremos que
el sistema dindmico es cadtico. Aunque no hay una definicion matemética de caos
universalmente aceptada, en un conocido articulo de R.L. Devaney [4], se aislan
tres propiedades esenciales del caos: Consideremos un sistema dindmico continuo
dado por un sistema de ecuaciones diferenciales

x = f(x)donde f € C"(Q2), Qabierto de R"

llamemos ¢(¢, x) al flujo asociado (recordemos que ¢(¢, x) recoge toda la infor-
macion del sistema). Diremos que X = f(x) es cadtico en un conjunto compacto
A C R" ivariante por ¢(t, x) si se dan las condiciones siguientes:

1. Existe sensibilidad respecto de las condiciones iniciales en A , es decir, si
existe € > 0 (una constante de sensibilidad) tal que para cada x € A y cada
entorno U de x, existe y € U y t > 0 tales que |¢(z, x) — ¢(t,y)| > €.

2. El sistema es topoldgicamente transitivo en A, es decir, si para cada pareja
de abiertos no vacios V, W C A, existe ¢t > 0 tal que ¢(¢, V) N W = 0.
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3. El conjunto de los puntos periddicos de ¢ es denso en A.

Para més detalles sobre esta definicidn, ver [4], [3]. Observemos que un sistema
dindmico lineal nunca podra ser cadtico. La no linealidad es una condicon nece-
saria, aunque no suficiente para obtener caos.

4. ;Una partidita de billar?

Aunque parezca llamativo, quizds una buena forma de comprender este caos
matematico sea echando una partida de billar. ;Jugamos?. Comencemos por con-
siderar una mesa de billar, es decir, rectangular, con bordes, y en cuyo centro
vamos a colocar un circulo (ver figura). Supongamos ahora que disponemos de
una bola de masa despreciable, un punto, que se puede mover sobre nuestra mesa
sin ningun tipo de rozamienzo y rebotando sobre los bordes de la mesa, es decir,
los lados del rectangulo y el borde circular del centro con la particularidad de que
el choque con los bordes es eldstico: el angulo de salida debe ser igual al dangulo
de entrada. Asi, al empujar la bola con nuestro palo de billar, podremos predecir
con exactitud la trayectoria que seguird, ya que cada vez que tropiece con los bor-
des sabremos exactamente como continuara el movimiento, que seré casi siempre
eterno pues no existe rozamiento. Las tnicas trayectorias que no continuan son
las que van a parar a las esquinas del rectingulo, una cantidad despreciable en
relacion al total. Asi las cosas, nuestro juego resulta ser un modelo determinista,
porque dada una posicién y velocidad inciales para la bola de billar es posible
saber con exactitud donde se encuentra después de cualquier intervalo de tiempo.

P

b

Figura 1: Billar de Sinai

Ahora bien, una observacion detallada del nuestro sistema del billar nos revelara
que hay trayectorias muy diferentes. Si golpeamos nuestra bola perpendicular-
mente desde el punto P, trazard una trayectoria periddica entre las bandas superior
e inferior. Hay dos tipos de trayectorias especiales, como hemos dicho, las que se
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clavan en los vértices y no contindan y las que salen de los vértices y no tienen
pasado. Las trayectorias mds interesantes, que a su vez son las que describen un
movimiento mas complicado, son las que rebotan en el borde circular del centro.
Observemos que la mayor parte de las trayectorias son de este tipo, porque casi
todas acabardn chocando con el circulo antes o después dependidendo del angulo
de salida. Observando el comportamiento de este tipo de trayectorias se llega a la
conclusion de que estamos ante un sistema dindmico cadtico, ya que dos trayec-
torias que llegan muy cercanas al choque con el disco central, se separan mucho
después de la colision con este obsticulo (también les sucede esto a algunas que
tiene un dngulo de salida ligeramente diferente desde el borde rectangular).

Este sistema que hemos descrito se conoce con el nombre sistema dindmico
del billar de Sinai, por haber sido Jakob Sinai (1935-) matematico y fisico ruso,
el primero en estudiar este tipo de sistemas en la década de los 70. Propiedades
andlogas en lo que se refiere a la inestabilidad de las Orbitas satisfacia el billar
estudiado anteriormente por Hadamard (1868-1963), que es méas bien un billar
alabeado en el que se sustituye la mesa usual por una superficie con curvatura
negativa en todos sus puntos.

5. Las raices encubiertas del Caos

Desde las mds antiguas civilizaciones hasta los tiempos de la teoria de la re-
latividad general, el sistema dindmico por antonomasia ha sido el cosmos y el
encontrar su dindmica, uno de los problemas que mads interés ha suscitado. A par-
tir de Newton, el estudio de la dindmica celeste, y en especial, la prediccion de
los movimientos del sistema solar, constituyeron la ocupacion central de fisicos
y matemaéticos. De entre todos los problemas que obsesionaban a los cientificos
del siglo XIX merece especial atencion el de determinar las posiciones y veloci-
dades de tres cuerpos que se mueven por influencia de la mutua atraccién gra-
vitatoria, mas conocido como problema de los tres cuerpos. Este problema esta
directamente relacionado con las estabilidad del sistema planetario y el material
matematico disponible en aquella época no permitia predecir si alguna conjuncién
de planetas podia dar lugar a una colisién o tal vez a la expulsion de uno de el-
los del sistema. Semejante preocupacion llegé a tener tanto alcance, que el rey de
Suecia instituy un premio para quien resolviese el problema.

El premio fue a parar a uno de los matematicos mas importantes del momento,
Henry Poincaré (1854-1912), a pesar de que el problema sigue abierto en nuestro
dias. Poincaré crey6 haber encontrado la solucidn al problema de los tres cuerpos,
sin embargo, €] mismo se percat6 de que no era asi. Como producto de su busque-
da muchos caminos nuevos se abrieron para las matemadticas, entre ellos, el de la
topologia, que luego tomaria rumbos propios, y el descubrimiento de los puntos
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homoclinicos, concepto precursor de los modernos estudios del caos.

u

\ W
Punto de
corte

Figura 2: Punto homoclinico

Segtn Poincaré en el modelo dindmico de los tres cuerpos existen puntos fijos
cuyas las variedades estables e inestables se cortan. Estos puntos de interseccion
son los puntos homoclinicos y las Orbitas que pasan por un punto homoclinico
se denominan odrbitas homoclinicas. Cualquiera de estas Orbitas tiende hacia el
punto de equilibrio cuando el tiempo avanza y cuando retrocede. Esta definicion,
aparentemente inofensiva, tiene consecuencias sorprendentes: Poincaré descubrié
que las Orbitas proximas a un punto homoclinico tienen un comportamiento muy
complicado; vuelven a cortarse una y otra vez... El propio Poincaré escribiria en
1889:

“Cuando uno intenta visualizar la figura formada por estas dos cur-
vas y su infinidad de intersecciones, [...] éstas forman una suerte de
red, telararia, tejido infinitamente entrelazado; [...]. Uno queda asom-
brado por la complejidad de esta figura que ni tan siquiera me atrevo
a dibujar”

Independientemente de sus implicaciones en el estudio del movimiento pla-
netario, los puntos homoclinicos se han convertido en el distintivo del caos; es
posible detectarlos en cada sistema dindmico cadtico.

En la primera mitad del siglo XX, los trabajos de Poincaré en topologia y
en dindmica tuvieron mucha repercusion en el desarrollo de las matematicas de
los Estados Unidos. El matematico americano G.D Birkhoft (1884-1944) estuvo
fuertemente influenciado por los resultados de Poincaré en sistemas dindmicos.
En sus trabajos, desarrollé muchas de sus ideas, especialmente las propiedades de
los puntos homoclinicos.

Desgraciadamente, los fendmenos no lineales que Poincaré habia comenzado
a vislumbrar con el descubrimiento de los puntos homoclinicos no encontraron
eco suficiente en la comunidad cientifica del momento, demasiado absorta en la
fisica atomica y la relatividad general, y a pesar de ser ideas importantes lanzadas
por uno de los mejores matemdticos de la historia, no se insertaban dentro de
los temas de vanguardia y permanecieron relegadas y olvidadas durante mucho
tiempo.
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6. Una herradura en las playas de Rio de Janeiro

Seria necesario esperar hasta la década de los setenta para ver el renacer de la
dindmica no lineal. En esta ocasion, sin ninguna inspiracion en la fisica, seria por
primera vez de la mano de un matematico puro: Stephen Smale.

Figura 3: Stephen Smale

En en afio 1959, Smale, especialista en topologia, realizaba una estancia post-
doctoral en el recién creado Instituto de Matemadtica Pura y Aplicada de Rio de
Janeiro. Como consecuencia de una conjetura que aparecia en uno de sus traba-
jos en dinamica correspondientes a esta época, se deducia que el caos no podia
existir. Sin embargo, los trabajos de dos matematicos ingleses, Mary Cartwright
(1900-1998) y J. L. Littlewood (1885-1977), sobre ciertas ecuaciones relacionadas
con las ondas de radio (ecuaciones del oscilador de Van der Pol), detectaban un
comportamiento inusual en la solucién de las mismas que hacia prever precisa-
mente lo contrario. Finalmente, analizando estos resultados, Norman Levinson
(1912-1975) 1leg6 a un resultado que constituia un contraejemplo a la conjetura
de Smale. Semejante conclusion llevaria a Smale a trabajar dia y noche (palabras
textuales) para interpretar los argumentos de Levinson en términos cualitativos e
intentar comprender, por fin, lo que verdaderamente sucedia.

Sus esfuerzos no fueron vanos y le llevaron a descubrir, como producto de
su reflexion en las maravillosas playas de Rio (palabras textuales de nuevo), la
famosa aplicacion de herradura que lleva su nombre y que es una consecuen-
cia natural de mirar de una manera geométrica las ecuaciones de Cartwright-
Littlewood-Levinson. La herradura de Smale constituye el modelo paradigmatico
de sistema cadtico y rescata la esencia geométrica y topoldgica de la trayectoria
homoclinica de Poincaré.

Esta aplicacion, que denotaremos por M, se resume esencialmente en dos sen-
cillos movimientos: estirar y plegar. Para describirla, consideremos un cuadrado.
Aplastemos el cuadrado uniformente en la direccion vertical, al tiempo que lo
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estiramos en la direccidn horizontal, también de manera uniforme. El siguiente
movimiento consiste en plegar “en forma de herradura” el cuadrado deformado,
tal como muestra la figura.

Figura 4: Aplicacion de la herradura de Smale

La dindmica de la herradura esta descrita por el movimiento de un punto
del cuadrado hasta un punto de la herradura siguiendo el proceso anterior. Ca-
da movimiento completo (estirar y plegar) corresponde a una unidad de tiempo.
Imaginemos que nuestro campo de vision es exactamente el cuadrado original.
Cuando un punto cae fuera del cuadrado por el proceso descrito, no consideramos
el movimiento. En las franjas verticales coloreadas en el cuadrado original estdn
representados los puntos que no abandonan el cuadrado en una unidad de tiempo
y sus imdgenes respectivas son las lineas horizontales del mismo color.

Figura 5: Aplicacién inversa de M

Si repetimos el proceso un nimero finito de veces y visualizamos sobre el
cuadrado todos los puntos que permanecen en €l después de realizar todos los
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movimientos, obtendremos el conjunto invariante por la transformacion de la he-
rradura de Smale. Para M 'y M~!, en dos iteraciones, serdn los conjuntos que apare-
cen en la siguiente figura.

D)

Figura 6: Aplicamos dos veces M y M~

Observemos que en cada nueva iteracion (para un tiempo positivo o negativo)
sustraemos un franja central de cada una de las franjas (horizontales o verticales
respectivamente) del paso anterior. Es decir, al iterar el proceso de manera in-
definida para tiempo positivo y negativo, obtenemos un conjunto invariante que es
interseccion de las franjas horizontales y verticales, cada vez més finas, que va-
mos obteniendo. Este conjunto, por construccion, es un conjunto de Cantor dentro
del cuadrado, y es invariante por la aplicacion de la herradura de Smale y por su
inversa.

1.0 1.1 11.01 11.11

0.0 0.1

Figura 7: Conjunto invariante

Hasta aqui se puede decir con toda seguridad que esta transformacién sigue un
proceso absolutamente determinista. Sin embargo, y esta fue la vision especial de
Smale, cada una de las regiones que constituyen este conjunto invariante puede ser
“etiquetada” con una sucesion de 0’s y 1’s; en otras palabras, el conjunto A se co-
rresponde con el conjunto de los resultados que se obtienen al lanzar una moneda
al aire sucesivamente y anotar el resultado, jcara o cruz!. Y...;no es este experi-
mento el paradigma del azar puro?. El etiquetado se hace asignando a cada punto
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x € A un numero binario x de la siguiente forma: (indices horizontales).(indices
verticales) X = ...s_25_1.50815>..., donde s; serd 1 6 0 si la imagen M'(x) estd en
la mitad superior del cuadrado o en la mitad inferior respectivamente.

Mis ain, Smale demostré que la aplicacidn que resulta de lanzar una moneda
al aire e ir anotando los resultados de cara o cruz es conjugada a una aplicacién
de la herradura (ver [5]). Estamos ante un sistema dindmico determinista que se
comporta como un experimento cuyo resultado es impredecible: jEsto es el caos!.

El comportamiento cadtico que caracteriza a la transformacion de la herradura
de Smale se debe a que en el junto invariante A aparecen puntos homoclinicos; de
nuevo Poincaré.

7. Marchando una de hojaldres

Es posible obtener caos por un procedimiento mecénico. Basta extraer la esen-
cia de la construccion de la herradura de Smale, mds concretamente, estirar y
doblar, estirar y doblar...;quién iba a pensar que a la bisqueda de caos ibamos a
terminar en la cocina?...

Este proceso (més conocido como Transformacion del Panadero) esta descrito
de una forma muy grafica en el libro de Roberto Markarian [1]: Tomemos masa
de pan. Trataremos de hacer un hojaldre con ella. Para ello, tomamos el rodillo de
amasar y lo pasamos por encima del bloque rectangular obteniendo una primera
placa de masa (jtiene que caber en la bandeja del horno!). Pasamos el rodillo otra
vez y obtenemos una placa del doble de longitud y la mitad de espesor. Ahora
doblamos y colocamos una mitad sobre la otra, de manera que obtengamos la
longitud y espesor originales. Y repetimos este proceso una y otra vez: esta es la
transformacion que se itera.

—

Figura 8: Transformacién del panadero
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Nos interesa seguir el camino de cada particula del bloque original: cada vez
que pasamos el rodillo, se fue separando de las otras particulas proximas a ella,
pero al doblar...los puntos que estdn cerca de la linea de plieque se vuelven a
aproximar, mientras los que estdn del mismo lado del doblez mantiene la distancia
duplicada. Es decir, casi todos los puntos se desordenan. La expresion analitica de
esta aplicacion s si se define en el cuadrado unidad [0, 1] X [0, 1] es la siguiente

B 2x,y/2) x€[0,1/2)
S(x,y) = { 2-2x,1-y/2) xe[l/2,1)

8. ;Qué extrana forma de atraer!

Casi de manera simultdnea al descubrimiento de la herradura de Smale, pero
en otro frente bastante distinto, se abre otra brecha que resucita el interés por
la dindmica no lineal. En el afio 1961 un meteor6logo americano del Instituto
Tecnoldgico de Massachussetts, Edward N. Lorenz, andaba interesado en com-
prender un poco mejor la dindmica del clima como resultado de los movimientos
de la atmésfera. Mds concretamente, se preocupaba por los fundamentos de la
prediccidn atmosférica a largo plazo. Para ello, intentaba conocer en profundidad
el fendmeno de la conveccion atmosférica: las capas inferiores de la atmdsfera se
calientan como consecuencia del calentamiento del suelo por el sol, asi pierden
densidad y al ser mds ligeras se desplazan hacia arriba, mientras que las capas
superiores desciencen por encontrarse mds frias. La conveccion puede ser lenta,
estacionaria, o més rapida dando lugar a torbellinos que tienen cierta periodicidad
y que resultan més interesantes desde el punto de vista meteoroldgico. Pensando
en el aire como un fluido, se podria intentar predecir el tiempo si fuese posible
hacer un anélisis de las ecuaciones que regulan los movimientos de los fluidos.

Conviene ahora situarse en el tiempo; estamos hablando del comienzo de los
aflos sesenta, y en esta época, gracias a la aparicion de los primeros ordenadores
electronicos, el analisis numérico de las ecuaciones gozaba de cierta popularidad.
Sin embargo, la capacidad de cdlculo era aun bastante discreta, y el nimero y
la complejidad de las ecuaciones del modelo que se pretendiese estudiar resulta-
ban cruciales (es importante resaltar que el cdlculo computacional constituira el
principal catalizador del desarrollo de la teoria de caos).

Después de hacer intentos con varios ejemplos, Lorenz decidié probar con
las ecuaciones de B. Saltzman que sirven para describir el flujo de un fluido que
interviene en una situacién de conveccion térmica. Haciendo una truncacién de
las ecuaciones hasta ciertos 6rdenes, consigui6é un modelo muy simplificado, casi
ridiculo, del fendmeno natural que pretendia estudiar. E1 modelo estaba dado por
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el sistema de tres ecuaciones diferenciales con parametros:

X' =0y —x)
Y =px—y—xz
7 =xy—-pz

Para los valores o = 10, p = 28 y 8 = 8/3, Lorenz se encontré con un re-
sultado absolutamente sorprendente que en principio no produjo el mds minimo
interés entre los mateméticos y meteor6logos de aquel momento. Para obtener
soluciones numéricas del sistema anterior, Lorenz recurrié al método de Runge-
Kutta de cuarto orden, es decir, realizando pasos sucesivos de integracion se con-
struyen trayectorias que satisfacen “aproximadamente” la ecuacién diferencial a
partir de cierta posicion inicial. El hecho crucial fue la decision de Lorenz de estu-
diar mas profundamente una solucién particular, para lo cual repitié los cdlculos
considerando como valor inicial un valor intermedio de los que tenia impresos
en los célculos anteriores. Los resultados eran completamente diferentes. En un
primer momento, pensé que esto se debia a errores de la maquina, pero com-
prendi6é que la razén era que los valores con los que trabajaba el ordenador no
eran exactamente los que él tenia impresos, sino que, para apurar las cosas, im-
primia tres digitos de los seis que se obtenian en los célculos. Era este error en
las diezmilésimas el que producia semejante divergencia. La pequefia diferencia
inicial se multiplicaba en cada paso de la integracion y llevaba a que las dos solu-
ciones fuesen completamente diferentes a medida que transcurria el tiempo.

Desde luego, si los fendmenos atmosféricos se comportasen mds 0 menos co-
mo el modelo anterior, jlas previsiones meteoroldgicas a largo plazo serian im-
posibles!.

La sorpresa no iba a quedarse aqui, al representar las trayectoras de las particu-
las, independientemente de sus condiciones iniciales, Lorenz observé que se acer-
caban, cuando el tiempo tendia a infinito, a un objeto de naturaleza “extrafia” pero
perfectamente visible.

Figura 9: Atractor de Lorenz
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Los objetos de esta naturaleza se denominaran atractores, ya que existe una
parte del espacio donde transcurre el sistema que en su evolucion es atraida por
dicho conjunto. Un atractor es un conjunto de puntos, €l mismo constituido por
trayectorias, alredededor del cual se acumulan todas o casi todas las trayecto-
rias que parten de puntos cercanos a él. Dependiendo del sistema dindmico en
cuestion, un atractor puede llegar a ser, desde un punto, una curva cerrada o un
esfera, hasta un objeto de naturaleza extremadamente complicada como en el caso
del atractor de Lorenz.

Es preciso preguntarse ahora en qué consiste su condicion de “extrafio”: re-
sulta que si bien las trayectorias se acercan siempre al atractor, no lo hacen de la
misma manera, mds precisamente dos trayectorias muy proximas en un determi-
nado instante, se separan mucho con el paso del tiempo, a pesar de continuar cerca
del atractor; esto imprime rasgos muy azarosos en el futuro del sistema. Y...;no
era este el distintivo de los fendmenos cadticos?. Se llamaran atractores extrafios
a aquellos en cuyas proximidades el sistema dindmico se comporte de manera
cadtica, es decir, cuando presente sensibilidad a las condiciones iniciales. Este ex-
presion aparecia por primera vez en 1971, en un articulo de F. Takens (1940-) y
D. Ruelle (1935-) titulado “Sobre la naturaleza de la turbulencia”.

Hay muchas otras observaciones interesantes sobre las maravillosas “rarezas
geométricas” de estos objetos:

= Podriamos decir que en las cercanias del atractor, el sistema dindmico tiene
un efecto desintegrador: en la direccion transversal atrae a las 6rbitas mien-
tras que en la direccidn tangencial éstas tienden a separarse.

= El atractor tiene una estructura fractal. Desde luego, no son curvas o su-
perficies lisas, sino que suele tratarse de objetos de dimension de Hausdorff
no entera. Es decir, si miramos con una lupa cada vez de mayor aumento,
focalizandola en regiones cada vez mds pequeiias, observamos que la cur-
va descrita por las trayectorias se autorrepite. En otras palabras, el atractor
tiene una estructura geométrica muy complicada e invariante por escala.

= El atractor permanece si se realizan pequeiias perturbaciones del sistema.

Para ilustrar algunas de las propiedades anteriores, incluimos una figura de otro
atractor extrafio muy conocido, estudiado por el astronomo M. Hénon.
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Figura 10: Atractor de Hénon

Merece la pena insistir un poco mds sobre la propiedad de dependiencia de
las condiciones inciales para extraer algunas conclusiones interesantes: Pensemos
de nuevo en el bellisimo atractor de Lorenz, si consideramos dos particulas que
estdn en la cuenca de atraccion, con el paso del tiempo ellas se irdn acercando al
atractor. El hecho de estar trabajando con un sistema dindmico continuo podria
llevarnos a pensar que deberian permanecer proximas a medida que se acercan al
atractor. Error. En el caso de este sistema particular y de muchos otros que presen-
tan un atractor extraio, estas dos particulas se separardn todo lo posible dentro de
las dimensiones de la region considerada. Y se volverdn a aproximar y de nuevo
a separarse. Esta danza consiste en dos pasos: un movimiento de acercamiento
global y otro simultdneo de desintegracion local [1] y es conocida como efecto
mariposa, apelativo acufiado por Lorenz y cuya esencia se condensa en el hecho
de que el simple aletear de una mariposa en una parte del mundo (por ejemplo en
Brasil, donde son muy hermosas) puede provocar tal vez un huracdn en otro punto
alejado del planeta. El mismo escribio:

“La persona comiin, viendo que somos capaces de prever las mareas
con mucha exactitud y para varios meses, preguntaria: ;por qué no
podemos hacer lo mismo con la atmosfera?. Apenas es un sistema
diferente, las leyes son igualmente complejas. Pero comprendi que
cualquier sistema fisico que se comportase de manera no periodica
seria imprevisible.”

Llegados a este punto, se plantea la cuestion de compatibilizar orden y caos.
(No parecen conceptos contrapuestos?. Los fendmenos cadticos no estian despro-
vistos de leyes o teoremas. Existe un orden en el caos. Y este orden se refiere entre
otras cosas a buscar la armonia que existe dentro de la irregularidad. Los encar-
gados de estudiar el caos se preocupan por detectar cuando un sistema dindmico
presenta sensibilidad a las condiciones iniciales (los exponentes de Lyapunov son
parametros que sirven para detectar esta caracteristica) a comparar cuando hay
mds o menos caos, a medirlo (entropia), medir la velocidad en la que el caos
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es detectable o a buscar propiedades probabilisticas satisfechas por los sistemas
caoticos.

El atractor de Lorenz no es el tnico atractor extrailo que se conoce, existen
otros muy famosos, provenientes de diversos 4mbitos y con nombre propio, co-
mo el de Rossler (quimica), o todos los que proporciona el circuito electrénico
llamado circuito de Chua (representaciones de estos atractores y muchos otros se
pueden encontrar en http://hypertextbook.com/chaos/).

La descripcion de los atractores es uno de los problemas clave en la teorfa de
sistemas dindmicos, ya que, si los hay, la mayor parte de las trayectorias tiende
hacia ellos y, por tanto, en su comportamiento estd resumido el comportamiento
a largo plazo del sistema. Por otro lado, la comprobacién de que un determinado
sistema posee un atractor extrafio es muy complicado y de hecho, se conocen
muy pocos ejemplos en los que la existencia de tales objetos se haya comprobado
de manera rigurosa. La existencia de la mayor parte de los atractores extrafios
que se conocen ha sido sugerida empiricamente. Por tanto, probar la existencia
de atractores extrafios constituye uno de los problemas cruciales de esta teoria
del caos, por la cual hemos intentado, humildemente, como adverti al principio,
pasear un poco.
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