Paseando entre poligonos y circulos
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Al trazar circulos con centros en los vértices o en los puntos medios de los lados
de un poligono regular se obtienen disenos de gran simplicidad y belleza que se
adaptan a diferentes modelos arquitectonicos, decorativos o cotidianos. Esto es lo
que vamos a descubrir paso a paso entre tridngulos, cuadrados, pentagonos... y
circulos en este paseo por la geometria: Paseando entre poligonos y circulos.

Una parte importante de las construcciones que analizaremos a continuaciéon
son los polilébulos, o conjunto de arcos -de circunferencia en este caso- que delimi-
tan una regiéon cerrada. La denominacion polilébulo es una adaptacion de lobulo”,
vocablo que la RAE define como “cada una de las partes, a manera de ondas, que
sobresalen en el borde de una cosa; como en la hoja de una planta o en el intrados
de un arco”.

16-16bulo en medallén decorativo
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1. Tridngulos y circulos

1.1. Vesica piscis

La vesica piscis es la figura plana comprendida
entre dos arcos de circunferencia construidos a par-
tir de un segmento AB con centros en los puntos A
y By radio la longitud del segmento AB (Figura ‘
1). A\

Este trazado aparece en la proposicién primera, L
Libro Primero, de los Elementos de Euclides para . .
la construccion de un triangulo equilatero ABC a Figura 1
partir de un segmento dado AB (Figura 2).

La vesica piscis es uno de las figuras mas importantes de la Geometria sagrada.
Los circulos entrelazados delimitan una zona central en forma de pez, uno de
los monogramas principales de la religion cristiana. También es conocida como
“mandorla” o “almendra”.

El arco ojival equilatero es el medio arco superior de una vesica piscis completa
y el rectangulo de proporcion generado a partir de una vésica es utilizado como
modelo de proporcion en las iglesias goticas (Figura 2).

En el periodo roméanico se utiliza la vesica
en pintura y escultura enmarcando el Pan-
A B ' tocrator u otra representacion, por ejemplo
| ' en la Figura 3(a) observamos un rectangu-
lo de proporcion y la vesica piscis, inscrita
en él, enmarcando un Pantocrator, todo ello
esculpido en el relieve de un sepulcro de San

Figura 2

Martin de Elines (Cantabria). La Figura 3(b) corresponde al conocido Pantocrator
de la cripta de San Isidoro (Leon) y en la tercera fotografia del timpano de la
fachada principal de la Iglesia del Sagrado Corazon (Bilbao) se presenta una vesica
en cuyo interior se sitia la figura del Sagrado Corazon dentro, a su vez, de un
tetralobulo (Figura 3(c)).
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Figura 3 (c)

Figura 3 (b)

Area y longitud de la vesica piscis. Consideramos, por un lado, el sector
circular de radio a (longitud del segmento AB) y &ngulo 27/3 = 120° y, por otro
lado, el tridngulo sombreado en la Figura 4.

El area de la vesica piscis es el doble del area
que se obtiene al restar al area del sector circu-
lar, el area del tridngulo sombreado. Tendremos
por tanto: Area vesica piscis = Q(Area sector —
Area triangulo) = Ag — Ar.

Teniendo en cuenta que: Ag=

_\/ga-a/Q_\/gaz
N 2 4

a’? 2w
2 y

3
Ar

, se obtiene:

2
Area vesica = %(4# —3V3).

La longitud de la vesica piscis es el doble de
la longitud del arco circular de radio a y angulo
27/3 = 120°, resultando el valor:

Figura 4

4
Longitud vesica = %‘

1.2. Tridngulo de Reuleaux

Es el triangulo curvilineo que se forma a partir de un tridngulo equildtero de
lado , trazando con centro en cada uno de los vértices un arco de circunferencia
de radio que une los otros dos vértices opuestos del triangulo (Figura 5).

El triangulo de Reuleaux pertenece a la familia de las curvas de anchura cons-
tante.
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Figura 5

Area y longitud del triangulo de Reuleaux. Para calcular el area del
triangulo de Reuleaux basta sumar al area del tridngulo equilatero de lado a, la
de tres segmentos circulares del mismo radio a y del mismo éngulo 7/3 = 60°.

2
Obteniéndose: Area T. Reuleaux = %(671’ —5V/3).

La longitud de este tridngulo curvilineo se calcula al considerar que es suma de
las longitudes de tres arcos de circunferencia de radio a que abarcan un angulo de
medida 7/3 = 60°, de donde: Longitud T. Reuleaux = 7a.

La vidriera con forma de tridangulo de Reuleaux (Figura 6) cubre un ventanal
de la catedral de Santiago en Bilbao.

Los triangulos de Reuleaux se presentan, a veces, agrupados como podemos
apreciar en las fotografias de la Figura 7, tomadas respectivamente en el interior y
la fachada de la Catedral de Bilbao. En la primera, Figura 7(a), son tres tridngulos
de Reuleaux girados entre si 27/3 alrededor de uno de sus vértices y en la Figura
7(b) los triangulos son cuatro, también girados respecto a uno de sus vértices, pero
en esta ocasion el angulo girado es 7/2.
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Figura 7 (b
Figura 7 (a) (b)

1.3. Trisquel o Triqueta

En el trazado del tridAngulo de Reuleaux se puede resaltar un simbolo celta lla-
mado trisquel. Los “trisqueles” se caracterizan por estar formados por tres cuerpos
que giran alrededor de un punto (Figura 8(a)).

Los tres circulos entrelazados de la Figura 8(a) se rodean en ocasiones con
un cuarto circulo para formar este tipico trisquel, triqueta o triquetra al que se
atribuyen variados poderes esotéricos (Figura 8(b)). Es frecuente encontrarlo re-
presentado sobre piedra formando “runas”.

Figura 8 (a) Figura 8 (b)

Esta forma geométrica aparece también en construcciones arquitectonicas como
en el caso de la ventana del torreon del castillo de Olite (Navarra) (Figura 9(a)),
donde un cuadrado enmarca un tridngulo de Reuleaux circunscrito al trisquel. En
la Figura 9(b) se muestra un dibujo a modo de croquis en el que se incluyen todos
los elementos geométricos que intervienen en el bello ventanal.
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Figura 9 (b)

1.4. Tril6ébulo

Figura 10

En la tabla que aparece mas adelante se detallan las caracteristicas de cada
trazado, asi como los correspondientes valores de area y perimetro.

Figura 11

Las fotografias de la Figura 11 muestran diferentes modelos de trilobulos: los
dos primeros pertenecen a la fachada de la iglesia del Sagrado Corazon y el tercero
a la catedral de Bilbao.
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TRAZADO AREA [¥) PERIMETRO [*}

Tres arcos de circunferenda
con centros en los puntos
medios de los lados del A

¥,

A 2 _
triangulo equilatera v radio 1 3+ g Pl =3mu
2

la mitad del lado de éste.

Tres arcos de circunferenda
con centros en los vertices S S 57T
del triangulo equilatero y A= {“ﬁ‘”?]: ':"E"'Tju' P2 =3 _ =511
radio la mitad del lado de 3
este.

. : El lada v radio del hexagone
Tres arcos de circunferenda

5 : 2

con centros en tres vértices | mide; _-;,{31].

del hexagono regular que B\ETII 7 E

) A 15T
resulta al unir los vértices | La apotema mide 1u . b= — = i

del triangulo equilatero v su 9 3

girado 1307 El radio de los an ax
arcos es el lado el | =2-“l§+3?=[2""§+?]u

hexagono.

(*) Paralos calculos dal drea y perimetro s2 ha tomado &l triangulo equilatero de partida delado L=21

-3

3a|turah=—-2=.\f§u.
2

2. Cuadrados y circulos

2.1. Circulos con centros en los vértices de un cuadrado

P T
C2Y

b |
ST o

Figura 12
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Tomando un cuadrado de lado L y cuatro circunferencias del mismo radio,
centradas en los vértices del cuadrado, se obtienen diferentes composiciones de-
pendiendo de las longitudes de los radios. En la Figura 12 se pueden ver las con-
figuraciones resultantes al variar los valores del radio de los circulos en funcion del
lado del cuadrado.

En la celosias de la Figura 13 se han superpuesto trazados que corresponden a
los casos R = L/2, R =+/2L/2 y R = L, respectivamente.

_ »
+- 1 :; ! 1
v ¥ [" . ‘
. | " v

L

Figura 13

El embaldosado de la Figura 14(a), situado en una zona peatonal junto al
museo Guggenheim de Bilbao, puede interpretarse geométricamente con el modelo
de cuadrados y circulos que se describe a continuacion.

En una red de cuadrados de lado L se trazan circunferencias de radio R < L/2
y centros en los vértices de los cuadrados (punteadas en la Figura 14(b)).

Figura 14 (a)

Figura 14 (b)

Las baldosas en pasos de peatones como la de la Figura 15(a) estan disenadas
siguiendo también un patréon de cuadrados y circulos, segiin puede observarse en
la Figura 15(b).
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Como punto de partida del esquema se toma una red de nueve cuadrados de
lado L y diagonal D, en el cuadrado central se ha trazado un circulo inscrito en ¢l
(radio R = L/2) y cuatro circunferencias con centros en los vértices de radios

oD V2L V2L 3L (4V2-3)L

g T Ty 7T T T T T g

El esquema se conforma finalmente con otros ocho circulos centrados en los

R e

Figura 15 (a)

Figura 15 (b)

2.2. Circulos con centros en los puntos medios de los lados de un cuadra-
do

Tomando un cuadrado y cuatro circunferencias del mismo radio centradas en
los puntos medios de los lados del cuadrado, se obtienen diferentes composiciones
dependiendo de las longitudes de los radios.

ol %\j )

g

O_O

s
A
|

N

Figu;a 16
Figura 16
En los dibujos de la Figura 16 estan representadas tres variaciones sobre un

cuadrado de lado L, en las que los radios de las circunferencias son: R < L/2,
R=L/2y R =+/2L/2, respectivamente. Las dos primeras fotografias de la Figura
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17, tomadas ambas en Bilbao, ilustran fielmente los dos modelos mostrados en la
Figura 16; en el caso de la fotografia de la parte derecha -iglesia de Santiago de
Bembrive (Pontevedra)- el radio de las circunferencias r cumple la condicion L/2 <
R < v/2L/2 y podria tomarse de valor R = /17L/4, para que las circunferencias
pasasen por el punto P, situado a una distancia L/4 del vértice méas proximo del
cuadrado base.

Figura 17

Una situacion interesante se produce cuando las cuatro circunferencias cen-
tradas en los puntos medios de los lados del cuadrado son tangentes, es decir, el
radio mide R = v/2L/4. En la Figura 18 se observa que al unir los centros de
las circunferencias se determina un nuevo cuadrado de lado L' = v/2L/2 y por
tanto se puede considerar que las cuatro circunferencias se han trazado siguiendo
las pautas del apartado anterior, es decir, con centros en los vértices del nuevo
cuadrado y cuyo radio, expresado en funcion de L', es R = L'/2.

Figura 18

Figura 18

2.3. Tetralobulos o cuadrilébulos

De forma anéloga al trilobulo, denominaremos “tetralobulo” a la region cer-
rada por cuatro arcos de circunferencia. Los tetralobulos de la Figura 19 se han
determinado al cortarse cuatro circunferencias trazadas a partir de un cuadrado.
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Figura 19

Figura 19

En las fotografias de la Figura 20 se pueden apreciar tres ejemplos de tetralobu-
los de apariencia y trazado diferentes, las decoraciones del exterior de la catedral
de Santiago en Bilbao, en la primera, y los rosetones de las otras dos en el interior
y exterior de la iglesia de San Severino en Balmaseda (Vizcaya).

Figura 20

En la tabla que aparece mas adelante se especifican con detalle algunas carac-
teristicas geométricas y calculos de area y perimetro de los tetralobulos trazados.

Figura 21 (a) Figura 21 (b)
Es frecuente encontrar disenos cotidianos, como el pavimento de la Figura
21(a), en los que varios tetralobulos tangentes entre si recubren el plano. En esta
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disposicion, los tetralobulos dejan unos espacios intersticiales formados por ocho
arcos de circunferencia.

TRAZADO AREA PERIMETRO (%)
Cuatro arcos de
circunferencia con __.Ll=+_4.'_=l4_gﬁ_|u3 P =4-tu

centros en los puntos E ’ 1
medios de los ladas del
cuadrade y radio la () *)

mitad del lado de éste

Cuatro arcos de

circunferencia conj s =4_4.E=['4_ inluy P, = _1-3_'1T = 6Tu
centros en los verices |~ ° 4 ' i 2 '
del cuadrado y radio la *) &

mitad del lado de éste

Cuatro  arcos  de -

circunferencia con ¥

centros en cuatro ‘x/_{ _42-43
vertices  alternos  del BRI P, - R
octdgono regular que & 180
resulta al unir  los s

vertices del cuadrado y ﬁﬂg 3"::: gk 2 EriE %

de su girado 90° EI| S-———F——*—=5"4 L2

radic de los arcos se a3 =

toma de longitud igual | | ).

al lado del octagono. (™)

(*}) Para el calculo del area y perimetro se ha tomado el cuadrado de partidade lade L =2u
(**) Para el calculo del area y perimetro se ha tomado el cuadrado de parttidade lado L =1u.

3. Pentagonos y circulos

3.1. Pental6bulos

Tomando un pentagono regular de lado L como base de la composicion se
obtienen, desde el punto de vista geométrico, diferentes e interesantes pentalobulos,
por ejemplo los dos dibujados en la Figura 22, con radios de las circunferencias en
ambos casos de medida L/2 y con la unica variacion en la eleccion de los centros
de las circunferencias: en el primero son los vértices del pentédgono inicial y en el
segundo los puntos medios de los lados de éste.
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B

Figura 22

Del trazado descrito se deduce que el perimetro o longitud total del primer
pentélobulo es: P = 5L /2.

El area interior de este pentalobulo se obtiene sumando al area del pentagono
interior las areas de los cinco semicirculos. Utilizando la formula del area de un
pentégono regular en funcion de su lado A(P5) = %cotg (%) L?, resulta que el drea
total encerrada es:

7 (L)?

A = Zcotg (5) L2+5% - Z (%) L2+5§L2 - Z ( 3‘1)_ =+ g) .

Para el segundo pental6bulo, su perimetro es cinco veces la longitud de un arco
de sector circular de radio r = L/2 y angulo o« = 2w — 37/5 = 7m /5, obteniéndose
el valor final: P, = 5(L/2)(7Tr/5) = TnL/2.

El area del pentdlobulo ahora considerado es la suma de las adreas de los cinco
sectores considerados y de la del pentagono regular interior. Teniendo en cuenta
que la formula del area que abarca un sector circular de radio r y angulo « radianes

2 LN*7 7
es % y sustituyendo los valores de r y a, se tiene <§) g/Q = EWL2.

De donde el area total es:

LT 1 s (T 1 )
A5—5407TL +4\/25+10\/3L — <87r+4\/25+10\/5>L.

Figura 23 (a)

Figura 23(c)
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En la Figura 23 se muestran tres fotografias con presencia de pentalobulos,
en la de la Figura 23(a), de una alcantarilla de Londres, se observa el pentédgono
curvilineo interior formado al tocarse tangencialmente las cinco circunferencias
trazadas siguiendo el primer modelo explicado anteriormente. El pentalobulo de
la Figura 23(b) corresponde a un roseton calado del claustro del monasterio de
Iranzu (Navarra) y el altimo, Figura 23(c), sirve de motivo decorativo a la fachada
de la iglesia de San Severino en Balmaseda (Vizcaya).

Otras formas pentalobuladas, muy interesantes por su belleza y simplicidad de
trazado, son las de la Figura 24 y la Figura 25.

En la Figura 24, los cinco circulos tienen su
centro en los vértices de un pentagono regular y su
radio es el lado de éste. Ademas del pentalobulo
exterior, se ha generado un bonito entramado de
mallas concéntricas con cinco pétalos de distinta
anchura.

Los pentalobulos congruentes de la Figura 25 se
han obtenido por métodos diferentes: en el primero
se toma como base un decagono regular y se trazan
cinco arcos de circunferencia cuyos centros se fijan
en cinco vértices alternos del poligono y cuyos ra-
dios equivalen al lado de dicho decagono.

Figura 24

En el segundo se ha considerado un pentagono regular y otro obtenido al girar
éste respecto de su centro. Los cinco arcos que conforman el pentalébulo tienen
sus centros en los vértices del pentagono inicial y por radio la distancia entre un
vértice y su girado.

En la Figura 26 se han superpuesto las dos construcciones para comprobar que
resulta el mismo pental6bulo.

Figura 25

Figura 26

Los pentalobulos bajo los arcos apuntados del claustro gotico de la catedral de
Pamplona se asemejan a los considerados en este apartado (Figura 27).
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Figura 27
3.2. Pentalfa y Pental6bulos

En la Figura 28 aparecen combinados pentalfas y pentalébulos en motivos
decorativos correspondientes a rosetones de la torre de San Andrés en Calatayud
y de la iglesia de San Francisco en Oporto respectivamente.

Figura 28

Proponemos a continuacion varios trazados geométricos de pental6bulos a par-
tir de pentalfas o poligonos estrellados 5/2:

1. Se toman arcos de circunferencia centrados en los circuncentros de los trian-
gulos sublimes de las “puntas” del poligono estrellado 5/2. Obviamente, el radio
es la distancia del circuncentro a cualquiera de los vértices del triangulo (Figura
29(a)).

Tomando la longitud del lado menor del triAngulo sublime igual a una unidad,
la longitud de cada uno de los otros dos lados serd el nimero aureo (Figura 29
(b)). Si aplicamos la férmula que relaciona el drea de un triangulo, de lados a, b

abc
y ¢ con el radio de su circunferencia circunscrita (A = E)’ al triéngulo sublime

10 2 / 1
considerado, se tiene: A = IR fR por otro lado, el area es A = 0 — 7 e

igualando ambas expresiones se obtiene que el valor del radio del radlo en funcion

¢2
de gbes: R=—n—.
492 — 1
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Figura 29 (b)

Figura 29 (a)

2. Se trazan circunferencias con centros en los puntos medios de las alturas de
los tridngulos sublimes considerados en el apartado anterior y radio las distancias
de estos puntos a los vértices superiores de la punta (Figura 30(a)). Los extremos
de los arcos, puntos de corte de las circunferencias con los lados de los tridngulos,
se han unido mediante pequenos segmentos para cerrar el diseno.

Tomando los tridAngulos sublimes de las puntas con lado menor de una unidad,

¢2—i 4% —

h 1
tenemos que la longitud del radio es: R = 5= 5 = 1 . Ver Figura
30(b).

Figura 30 (b)
Figura 30 (a)
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3. En la Figura 31 se ha trazado un tercer
modelo de pentalébulo a partir de una pentalfa,
sin més que centrar los arcos de circunferencia en
los vértices superiores de los tridngulos sublimes y
considerando un radio igual a la longitud del lado
mayor de dichos tridngulos, es decir, si tomamos
los tridngulos congruentes con los de los dos mo-
delos anteriores, tenemos que este radio es: R = .

4. Hexagonos y circulos

4.1. Roseta de seis pétalos

Uno de las figuras mas simple y basica de la
geometria sagrada, Figura 32, consiste en trazar
seis circunferencias centradas en los vértices de un
hexagono regular y con radio el lado de éste.

El entramado de arcos determina una flor de seis
pétalos, llamada roseta de seis pétalos, en el detalle
del mueble rustico de la Figura 33(a); en el relieve
de la iglesia visigotica de Santa Maria de las Vinas
en Quintanilla de las Vinas (Burgos), Figura 33(b),
la roseta aparece inscrita en un circulo del mismo
radio que las circunferencias que la originan.

Figura 33 (a)

Un precioso ejemplo de la roseta en pintura aparece en el cuadro “Adan y Eva”
del pintor ruso Baranov Rossiné, Figura 34. Obsérvese que en este caso el pintor
ha dibujado varias circunferencias concéntricas dando relieve a la roseta y a toda

51

Figura 31

L
(6

Figura 32

Figura 33 (b)
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la pintura.

Figura 34

4.2. Flor de la vida

El mandala de la Figura 35(a) esta generado por diecinueve circulos del mismo
radio entrelazados; seis de ellos son los trazados en la roseta de seis pétalos. El
detalle del arcon de madera fotografiado en la Figura 35(b) presenta un diseno
derivado de esta forma geométrica, dibujada en la Figura 35(c).

Figura 35 (a) Figura 35 (b)

Figura 35(c)
4.3. Hexal6bulos

Doce de los diecinueve circulos de la flor de la vida dispuestos como en la Figura
36, han sido la base de los disenos hexalobulados situados en la parte superior del
ventanal de la iglesia de San Severino en Balmaseda (Vizcaya), Figura 37.

Las seis circunferencias interiores delimitan, al intersecarse, una superficie cuya
forma se adapta con bastante precision a la de los hexaldébulos laterales.
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En el croquis de la derecha, a los doce circulos
se ha anadido uno més para mejor representar el
modelo geométrico de los hexalobulos superior e
inferior del ventanal.

Si tomamos el lado del hexagono inicial de me-
dida L, los radios de los doce circulos seran V3L /2
y el del altimo circulo sera el doble, es decir, v/3L;
ademas el centro de este nuevo circulo coincide con
el del hexidgono regular de partida.

Figura 37

Otros trazados de hexaldbulos se obtienen por el mismo método utilizado an-
teriormente, es decir, a partir de poligonos regulares y circulos de menor o mayor
radio centrados en los vértices o puntos medios de los lados de los poligonos. Para
los dibujos de la Figura 38(a) se ha tomado como medida del radio la mitad del
lado del hexagono.

Figura 38 (b)
Figura 38 (a)

Los hexalobulos de los rosetones del claustro de la catedral de Pamplona (Figura
38(b)) y de la iglesia de San Francisco de Bilbao (Figura 38(c)) bien pudieran ser
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un ejemplo de las dos versiones anteriores.

4. Heptagonos y circulos

La imposibilidad de dibujar el heptagono regu-
lar con regla y compas no impide que este poligono
sirva también de base para trazar heptalébulos co-
mo el que aparece en el 6culo del claustro en el
Monasterio de Iranzu (Navarra), Figura 39.

Curiosamente, la combinacién de heptagonos
regulares y circulos juega un papel destacado en
numismatica

Figura 36

La moneda de 50 peniques de la Figura 40 tiene un contorno de siete lados que
es una curva de anchura constante.

Su trazado se obtiene dibujando siete circunferencias centradas en los vértices
de un heptagono regular y pasando por los vértices del lado opuesto, segliin se
muestra en el esquema de la Figura 41.

Figura 40 YAT! -;;._,5;.-//

Figura 41

Como ejemplo destacado de este apartado mencionamos la flor espanola que en
terminologia numismética define el borde de las monedas dividido en siete partes
mediante pequenas muescas uniformemente distribuidas.

Con este modelo se ha acunado en el pasado la moneda de cincuenta pesetas,
Figura 42(a), y actualmente todas las monedas de veinte céntimos de la zona Euro,
Figura 42(b).
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Figura 42 (a) Figura 42 (b)

Una propuesta de diseno de flor espanola utilizando un heptégono regular es
el de la Figura 43: con centros en los puntos medios (P) de las apotemas de un
heptagono regular, se trazan siete circunferencias de radio R = d(P, A) = d(P, B),
es decir el radio del heptagono. El heptélobulo resultante tiene gran semejanza con
el contorno de las monedas mencionadas.

Figura 43

Evidentemente, podemos seguir paseando entre configuraciones de circulos y
otros poligonos regulares de mayor niimero de lados: octogonos, eneadgonos, deca-
gonos, etc. Pero, como todo paseo, éste pide pausa antes de reemprender el des-
cubrimiento de preciosas formas en nuestro entorno.

Polilobulos en San Severino Balmaseda (Vizcaya)
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