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Abstract

El objetivo de la charla es la presentacién de algunas aplicaciones de las
matematicas a la simulacién numérica de procesos fisicos de interés en la
industria. Parte de estas investigaciones se han desarrollado en el marco de
colaboracién que mantiene el Departamento de Matemadtica Aplicada de
la Universidade de Santiago de Compostela con la empresa Ferroatldntica
I1+D. Se abordan diferentes problemas relacionados con la produccién del
silicio; para ello se describen los modelos matemdticos desarrollados, los
métodos numéricos utilizados y los principales resultados obtenidos.

1 Introduccion

Aunque la esencia de las matematicas reside en la abstraccién y los objetos que
trata son abstractos, su fuerza motriz ha sido el deseo de entender la naturaleza.
Tal vez sea ésta la razén fundamental para poder afirmar que las matemaéticas
son ttiles para el sistema productivo, en varios sentidos. En primer lugar, es-
tudiar matematicas forma al individuo creando aptitudes genéricas como son
capacidad de analisis, precisién en el lenguaje, rigor, etc. Pero ademés las
matemadticas sirven para resolver problemas tecnoldgicos y ayudan a tomar de-
cisiones en los dmbitos de la planificacién econémica y financiera, o de la orga-
nizacién de la produccién, entre otros. También las matemadticas son titiles para
mejorar la calidad de vida y el medio ambiente. Para sustentar esta afirmacién
basta con decir que son la base de muchos dispositivos utilizados corrientemente
en medicina, que permiten predecir el tiempo y la evolucion del clima, que ayu-
dan a evaluar el impacto ambiental, etec.

Sin embargo, la percepcién comin es que saber matemdticas sélo sirve para
ensefiarlas o para crear mas matematicas (investigacién pura). De hecho, en
Espafia, la presencia de los matematicos en la empresa es muy escasa; ademas, la
mayoria de los matematicos que trabajan en la empresa lo hacen en informaética
de gestién. Algunas causas de esta situacién son de caricter general: la falta
de tradicién cientifica y tecnolégica, el hecho de que la mayoria de la poblaciéon
no percibe la importancia que tienen en su bienestar los avances cientificos, la
escasa colaboracién entre los centros de investigacion y el sistema productivo.
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Sin embargo, otras son particulares de las matematicas: orientacién de los planes
de estudio de las Facultades muy polarizada hacia la matemaética pura, imagen
social de que Matemédticas es una carrera para la docencia o la investigacién
bésica, etc. Resulta sintomdtico que en las Escuelas Técnicas, las mateméticas se
hayan convertido més bien en un elemento de seleccién que en una herramienta
fundamental para resolver los problemas de la ingenieria.

El mundo fisico se rige por leyes que se formulan con matemadticas. Los
modelos permiten simular el comportamiento de dispositivos o procesos. Gen-
eralmente, estédn constituidos por sistemas de ecuaciones cuyas incégnitas son
las magnitudes que caracterizan los fenémenos a simular. Los ejemplos de apli-
cacién en la industria son incontables: cdlculo de las tensiones en una estruc-
tura,de la temperatura de una pieza, del comportamiento electromagnético de
un dispositivo,... También la prediccién del tiempo, la evaluacién del impacto
ambiental, la simulacién de un accidente,... o la valoracién de productos fi-
nancieros y la gestién de carteras.

Los modelos que rigen la mayoria de los procesos que interesan en ingenieria
se conocen desde finales del siglo XIX. Sin embargo, hasta la aparicién de los or-
denadores, su resolucién sélo era posible en casos muy particulares generalmente
de cardcter “académico”. Los ordenadores y los métodos de calculo numérico
desarrollados en los tltimos afios permiten, en la actualidad, resolver modelos
complejos en tiempos de cdlculo razonables.

La metodologia de la simulacién numérica comprende diversas etapas. En
primer lugar debe procederse a un anslisis preciso y detallado de los fendmenos
que caracterizan el proceso que se desea simular. Después vendra la onstruccién
de uno o varios modelos. A continuacién el anslisis mateméatico de estos y,
por ultimo, su resolucién mediante algoritmos de calculo numérico, seguida del
postprocesado y la visualizacién de los resultados obtenidos. La validacién del
modelo con medidas experimentales, cuando estas son factibles, es una etapa
muy importante que permite dar fiabilidad al modelo.

Algunos ejemplos de aplicacién en la industria son el disefio y la optimizacién
de cubas electroliticas y coladas en la industria del aluminio, el modelado de
la combustién en la caldera de una central térmica, el disefio de electrodos
metalirgicos, el disefio de hornos de induccién, la evaluacién del impacto ambi-
ental de vertidos contaminantes al mar, la reduccién del ruido mediante técnicas
de control activo, etc.

En resumen, los modelos matemdticos son una valiosa herramienta para la
concepcién y el disefio de dispositivos y procesos en la industria. La moderna
ingenierfa emplea cada vez més la simulacién numérica (CAD/CAE); en efecto,
el uso de modelos permite acortar y abaratar el proceso de disefio y salida al
mercado de un producto, al reducir la construccién de prototipos y los ensayos
en laboratorio. Por otra parte los ordenadores resultan cada vez més rapidos y
menos costosos, de modo que, en el momento presente, estas tecnologias estan
también al alcance de las PYMES.

Finalmente cabe concluir, como consecuencia de lo anterior, que los matematicos

pueden colaborar en el andlisis de los modelos, en la escritura de programas de
simulacién o en €] uso de paquetes informdticos comerciales de Ingenieria Asis-
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tida por Ordenador (CAE). Para ello se requieren fundamentalmente conocimien-
tos de modelado de procesos (ffsica, quimica, economifa...), de ecuaciones en
derivadas parciales, de métodos numéricos y de programacion de algoritmos.

2 Aplicaciones en la metalurgia del silicio

El silicio (Si) es el segundo elemento més abundante en la corteza terrestre
después del oxigeno. Se obtiene industrialmente por reduccién del diéxido de
silicio, en forma de cuarzo o cuarcita, con carbén, mediante una reacciéon quimica
que puede escribirse en forma simplificada (ver [10]):

85102 +2C =8i+2CO0. 1

Este proceso tiene lugar en un horno eléctrico de reduccién, més concreta-
mente, en un “horno de arco” que se describe en la siguiente seccién. El silicio
tiene una gran variedad de aplicaciones dependiendo de su grado de pureza.
Asi, se distinguen desde el silicio electrénico, el méds puro de los empleados in-
dustrialmente, denominado 9N (“9 nueves”= 99,9999999% de pureza) hasta el
ferrosicilio, que contiene mas de un 2% de otros elementos, especialmente hi-
erro, pasando por el silicio solar, el metalirgico y el guimico, que es el que se
utiliza para la fabricacién de siliconas.

El Grupo Ferroatldntica estd integrado por diferentes empresas dedicadas
a la produccién de las llamadas ferroaleaciones y, en particular de silicio. Su
actividad le convierte en el primer grupo espaiiol del sector y el segundo de
la Unién Europea. Ademads, es el primer productor espaiiol independiente de
energia eléctrica. Las actividades de investigacién y desarrollo del Grupo Fer-
roatldntica son gestionadas por la empresa Ferroatldntica I+D, que juega un
papel fundamental en el desarrollo y comercializacién de muevas tecnologias
dentro del grupo. En los iltimos afios, Ferroatldntica I+D ha mantenido una
estrecha colaboracién con la Universidad y otros Centros Publicos de Investi-
gacién principalmente en Galicia. En concreto, Ferroatldntica I4+D ha inicado
proyectos de investigacién con el Departamento de Matemética Aplicada de la
Universidade de Santiago de Compostela en el afio 1996. En este articulo expon-
dremos brevemente algunos de los temas de investigacién abordados. se trata
del modelado de electrodos metalirgicos y de nuevos sistemas de colada.

El equipo de investigacién que ha participado en el desarrollo y resolucién
numérica de los diferentes modelos estd integrado por: A. Bermidez, M. C.
Mufiiz, R. Leira, F. Pena y P. Salgado por parte del Departamento de Matematica
Aplicada y por J. Bullén, M. Lage, A. Lorenzo por parte de Ferroatlintica I4+D.

3 Modelado de electrodos metaltrgicos

Un horno eléctrico para la produccién de silicio estd compuesto, en general, por
una cuba cilindrica que contiene materiales carbonosos y tres electrodos cuyos
ejes forman un tridngulo equildtero centrado en la cuba (ver Figura 1). Los
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electrodos son las piezas clave del horno y su propdsito es la conduccién de
la corriente eléctrica, normalmente corriente alterna y trifisica. En la punta
de cada electrodo se genera un arco eléctrico, que crea las altas temperaturas
necesarias para que tengan lugar las diferentes reacciones quimicas del proceso
de reduccién. El buen funcionamiento del horno depende, en gran medida, de
conseguir condiciones de operacién adecuadas en los electrodos.

Electrodos

T~ Cuba
Figure 1: Cuba de un horno de reduccion.

A principios de los afios 90, Ferroatldntica I+D desarrollé un nuevo tipo de
electrodo, el lamado electrodo ELSA, que es apto para la produccién de silicio
metal. Si bien los electrodos clésicos estdn formados por un Unico material,
el electrodo ELSA es un electrodo compuesto que estd formado por un nicleo
de grafito rodeado de pasta (ver Figura 2). El electrodo ELSA es mucho més
barato que el electrodo precocido, por lo que se ha convertido en una alternativa
muy interesante para la produccién de silicio metal al reducir en més del 10%
los costes de produccién. ’

En general, las condiciones de funcionamiento de cualquier tipo de electrodo
son complejas, por lo que la simulacién numérica constituye una herramienta
muy importante para estudiar su comportamiento. Modelar el problema en un
ordenador permite estudiar la influencia de los diferentes pardmetros que inter-
vienen en el funcionamiento del electrodo, y por lo tanto del horno, sin necesidad
de experimentos delicados y costosos. El cardcter compuesto del electrodo ELSA
hace que su comportamiento termoeléctrico sea diferente del de los electrodos
clésicos. En particular, combina el grafito que es muy buen conductor de la
electricidad, con la pasta que solo es buena conductora a temperaturas altas.
La pasta cambia de estado durante el proceso, siendo su coccién un fenémeno
fundamental; sin embargo, este proceso también presenta notables diferencias
con respecto al que tiene lugar en los electrodos Sgderberg (ver [9] para més
detalles). Teniendo en cuenta estas diferencias, la simulacién numérica del elec-
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trodo ELSA ha constituido el objetivo fundamental de muchos de los proyectos
y contratos mantenidos con Ferroatldntica I+D. Cabe sefialar sin embargo, que
lo modelos desarrollados son lo suficientemente generales para simular el com-
portamiento de cualquier tipo de electrodo. Los resultados mas relevantes se
recogen en diferentes publicaciones ([1, 2, 7, 5, 6]). Por ello, en esta seccién dare-
mos una descripcién bastante general de los principales problemas abordados y
de los resultados obtenidos.

La simulacién del electrodo ELSA ha tenido dos objetivos fundamentales:
conocer y controlar los diferentes pardmetros que intervienen en la coccién de
la pasta y conocer los factores que pueden provocar roturas en el electrodo.
Asi, los modelos matemdticos desarrollados tienen como objeto el célculo de la
distribucién de la temperatura, de la densidad de corriente y de las tensiones
en el electrodo, bajo diferentes condiciones de operacidn.

El primer paso ha sido el desarrollo de modelos mateméaticos basados en
la simetria cilindrica; es decir, despreciando el efecto prozimidad de los otros
dos electrodos y considerando condiciones de contorno axisimétricas. En es-
tas condiciones se puede suponer que los diferentes campos no dependen de la
variable angular. Estas hipdtesis permiten resolver el problema en un dominio
bidimimensional, en concreto, en una seccién radial del electrodo (ver Figura
2).

Gmﬁ_to __Pasta

Miis de
10m.

Py

Zona de mezcla

SN

Figure 2: Esquema del electrodo ELSA y dominio bidimensional de los modelos
axisimétricos.

Para resolver numéricamente los diferentes modelos se han escrito progra-
mas en Fortran 77, que han sido utilizados para simular el comportamiento de
electrodos reales. En las referencias [3], [7] y [9] se presentan algunos de los
resultados obtenidos por los diferentes modelos. En la Figura 3 se presenta,
por ejemplo, la evolucién de la temperatura con respecto al tiempo en un punto
situado en el eje del electrodo a la altura de placas. Nétese que en la simulacién
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Figure 3: Evolucién de la temperatura.

se tienen en cuenta los deslizamientos y desconexiones del electrodo de la red
eléctrica varias horas al dia. Ademés, se ha desarrollado un paquete informético
llamado ELSATE, que incluye un ment desplegable que permite al usuario la
introduccién de datos a través de cuadros de didlogo muy simples.

4 Modelado de nuevos sistemas de coladas para
ferroaleaciones

4.1 Descripcién del proceso fisico

El silicio producido en los hornos de arco eléctrico se extrae en estado liquido
a través de un orificio situado en la parte inferior de la cuba. El sélido que se
obtiene tras su enfriamiento debe ser desmenuzado para obtener trozos de silicio
del tamafio deseado. El silicio solidifica en forma de cristales. En el frente de
cristalizacién, las impurezas que contiene el metal se desplazan a la parte atin
liquida, por lo que la mayor concentracién de éstas se dard en las tltimas zonas
que hayan alcanzado la temperatura de solidificacién.

El procedimiento més sencillo consiste en almacenar el silicio liquido en unos
recipientes cilindricos llamados cucharas, para dejarlo enfriar al aire. Pero con
este sisterna el eje central del bloque de silicio contendra un mayor porcentaje de
impurezas que los bordes y al triturarlo no es posible conseguir que la pureza de
cada trozo sea homogénea, como exigen algunos de los usos de este producto. En
este contexto, en la Seccién 5 se presenta un nuevo mecanismo de enfriamiento
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del silicio a partir de la cuchara tradicional con el objetivo de obtener un silicio
con un reparto de impurezas mas homogéneo.

Ferroatléntica I+D ha desarrollado una alternativa a los sistemas tradi-
cionales de colada que consiste en verter el silicio liquido en una placa refriger-
ada para producir una delgada ldmina de metal en la que la concentracién de
impurezas sea constante en el sentido longitudinal. El sistema consiste en un
canal que riega la placa en zig-zag y en una placa que estd inclinada y posee un
mecanismo que la hace vibrar para permitir que la lamina de silicio se deslice
sin pegarse a la placa. Una serie de tubos por los que circula agua la enfrian
por su parte inferior.

Superficie en contacto con el silicio

NG Ppo

Conductos para el agua

Figure 4: Detalle de un corte longitudinal de la placa.

La simulacién numérica de la transferencia de calor que se produce en la
ldmina de silicio y en la placa se convierte en una herramienta muy interesante
para conocer mejor el proceso de enfriamiento. Son varios los objetivos que
se persignen: por un lado se desea aumentar el caudal de silicio colado, pero
sin producir dafios por fusién o deformacién en la placa de cobre (nétese que
el silicio funde a una temperatura muy superior a la del cobre); por otro se
pretende conocer (e intentar controlar) la regién de la ldmina de silicio que
solidifica en ultimo lugar, es decir, donde se concentran la mayor parte de las
impurezas. Para ello, se ha desarrollado un modelo matemético que permite
obtener la distribucién de temperaturas en la placa de refrigeracién cubierta
por la lamina de silicio en movimiento continuo.

4.2 El modelo matemadatico

El problema que se plantea es hallar la temperatura de un cuerpo compuesto
por la plancha de cobre refrigerada y la ldmina de silicio existente sobre ella.

Dado que la anchura de la placa es mucho mayor que su altura y los gra-
dientes de temperatura son mucho menores en la primera direccién que en
la segunda, es factible restringir el problema al estudio de lo que ocurre en
una seccién longitudinal de la placa (ver Figura 5). Tomaremos como dominio
Q C R? la unién de la seccién media de la placa de cobre, )., y de la ldmina de
silicio, Q.

El modelo se obtiene a partir de la ecuacién de transferencia de calor en
estado transitorio. Ademés, como el silicio cambia de estado liquido a s6lido
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Figure 5: Seccién media de la placa.

debemos tener en cuenta el calor latente liberado al alcanzar la temperatura de
solidificacién Ts. Por ello, conviene escribir la ecuacién de transmisién del calor
en términos de la variable entalpio e:

de(x)
ot

donde x es la coordenada espacial, T es la temperatura, v es la velocidad y &
la conductividad térmica.

La entalpia en el silicio se expresa como funcién de la temperatura a través
de un operador mondtono multivaluado

+v(x) - grad e(x) — div ((k(x) grad T'(x)) =0, 2)

e(x) € Hx,T), 3
siendo r
Jopecds T<Ts
T T
H(x, T) = [fopcds,fopcds+p(x,Ts)L] T =Ts (4)
f(;‘rpcds+p(x,Ts)L T>Tg

donde L el “calor latente de fusién” o calor por unidad de masa necesario para
realizar el cambio de estado, p es la densidad del silicio y ¢ su calor especifico.

En el caso de la placa, al no haber cambio de estado, la expresién para la
entalpfa es, simplemente

T
H(x,T) = /0 p(x, 5) c(x, ) ds. (5)

Cabe sefialar que todos los pardmetros dependen de la posicién (por haber
dos materiales, silicio y cobre) y de la temperatura.
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La velocidad a la que se mueve el silicio se supone constante y con sélo com-
ponente horizontal. La placa de cobre, por su parte, esta quieta. La velocidad
es, por tanto,

v { v¥ez, enfls
—1 0, en 2.

El modelo se completa definiendo condiciones de contorno adecuadas. En
concreto, en la frontera vertical izquierda del dominio correspondiente a la en-
trada del silicio, se supone conocida e igual a la temperatura a la que éste sale de
la cuchara. En el resto de las fronteras, se consideran condiciones de radiacion-
conveccién siendo nula la radiacién en la zona en contacto con el agua. Los
coeficientes de conveccién han sido obtenidos a partir de f6rmulas semiempiricas
de la bibliograffa (ver [8] para m3s detalles).

Por otra parte, la placa posee un mecanismo vibratorio que permite el
deslizamiento del silicio. Como la amplitud de las vibraciones es pequeina com-
parada con el movimiento de la ldmina de silicio, hemos supuesto que la ve-
locidad sélo tiene componente horizontal. Sin embargo, un aspecto en el que
inciden de forma determinante las vibraciones es la transmisién del calor entre el
silicio y la placa. Llamemos I'r; v I'7- a las superficies de silicio y cobre en las
que se produce el contacto, T a la temperatura del silicio y T a la del cobre.
Debido a la vibracién, no podremos asumir que exista un contacto térmico per-
fecto entre ambos materiales, sino que supondremos que existe una transmisién
imperfecta, es decir, que existe una “resistencia de contacto”, regulada por una
ley del tipo siguiente:

KT = he(Ty —T-) en Ty, (6)
—k(T_)% = ho(T_ —T,) enTy_. )

El coeficiente h, es a priori desconocido y muy dificil de medir de forma directa.
Por ello, este pardmetro ha sido ajustado numéricamente a partir de medidas
experimentales de la temperatura de salida del agua de refrigeracion.

La ecuacién (2) se discretiza en tiempo utilizando un esquema implicito en
el que el término convectivo se discretiza mediante el método de caracteristicas.
La ecuacién semidiscretizada se resuelve usando elementos finitos continuos y
lineales a trozos sobre su formulacién variacional. Para tener en cuenta el calor
latente de solidificacién del silicio y la no linealidad debida a los parametros,
se ha usado un algoritmo iterativo (ver [4] para més detalle). El hecho de no
conocer la resistencia térmica entre silicio y placa nos ha obligado utilizar este
pardmetro como elemento de ajuste para que el modelo reproduzca el incremento
observado en la temperatura de salida del agua de refrigeracion.

4.3 Resultados numéricos

El algoritmo para resolver el problema de la colada ha sido implementado en
un ordenador mediante un programa escrito en lenguaje Fortran. Presentamos
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aqui los resultados de una simulacién sobre un dominio semejante al de la placa
de enfriamiento utilizada por Ferroatlantica S.L.
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Figure 6: Temperatura en la primera parte de la placa

En todas las figuras, el dominio es una seccién longitudinal de la placa junto
con una seccién de la ldmina de silicio situado sobre ella. El silicio liquido entra
en el dominio por la parte izquierda y el movimiento vibratorio lo desplaza hacia
la derecha. Como se ve en la Figura 6, la temperatura en la ldmina de silicio
es superior en su interior pues, tanto el aire como el agua a través del cobre,
extraen el calor del silicio liquido.

La temperatura de entrada se toma a 1600 °C, casi 200 °C por encima de
su temperatura de fusién.

Légicamente, el comienzo de la placa es el lugar donde existe un mayor riesgo
de que el cobre se funda o deforme por alcanzar altas temperaturas. Se han
hecho varias pruebas para ajustar cudl deberfa ser el caudal de agua a circular
por los tubos de refrigeracién para evitar que el cobre alcance su temperatura
de fusion, 1083 °C. La resistencia de contacto provoca que la temperatura deje
de ser continua al pasar a través de la interfase entre grafito y cobre.
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cisco Pena la ayuda prestada en la realizacién de este articulo.
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