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El objetivo de esta conferencia es proporcionar los conceptos y herramientas
basicas necesarias para poder estudiar un problema de Programacion Lineal Semi-
Infinita y presentar algunos resultados relativos a este tipo de problemas. Puesto
que el publico al que estd dirigida esta conferencia estd esencialmente formado
por estudiantes en Ciencias, se han ilustrado graficamente una buena parte de las
ideas geométricas que subyacen detrds de los conceptos y de los resultados, para
facilitar una mejor comprension de los mismos y, a su vez, para que se perciba la
belleza de las matemdticas que se utilizan.

1. Introduccion: tipos de problemas de optimizacion

Un problema de optimizacion o de programacion matemdtica, o simplemente
programa matemdtico, consiste en optimizar (maximizar o minimizar) una fun-
cion f, llamada funcion objetivo, en cierto conjunto F', llamado conjunto factible,
y se escribe

Optimizar f(x)

sujetoa xe€ F ®.1)

En otras palabras, se trata de encontrar aquellos valores x de F' que optimizan la
funcioén f. Un problema de este tipo se engloba dentro de los llamados problemas
de programacion estdtica en los que el conjunto F' es un conjunto dado fijo. Exis-
ten otros tipos de problemas en los que, por ejemplo, las condiciones varian con
el tiempo, problemas de programacion dindmica, o aquellos en los que aparecen
variables aleatorias, problemas de programacion estocdstica.
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92 Un Paseo por la Geometria

Es bastante habitual que el conjunto factible venga dado como el conjunto
solucién de ciertas ecuaciones g (x) = 0 y/o inecuaciones A (x) > 0, llamadas
restricciones, esto €s

F={x[gkx)=0,h(x) =0}

en cuyo caso el problema (8.1) se escribe

Optimizar f(x)
sujetoa g (x) =0;
h(x)=0.

Si f es una funcion real definida en R” se tiene un sé6lo objetivo, f (x), y si f toma
valores en R” se tienen p objetivos, ( ), LX), ..., ) (x)). En este ultimo
caso se dice que el problema es de programacion multiobjetivo o programa vec-
torial, y la primera cuestion que se plantea en tal caso es definir qué se entiende
por éptimo.

Los programas con un solo objetivo se suelen clasificar segin la naturaleza de
la funcidn objetivo y de las restricciones en:

e Programas lineales (ordinarios): son aquellos en los que la funcién objetivo
es lineal y las funciones que definen las restricciones son afines. Entenderemos,
como es habitual, que un programa lineal ordinario' tiene una cantidad finita de
restricciones.

e Programas lineales semi-infinitos: son programas lineales que tienen una
cantidad arbitraria, posiblemente infinita, de restricciones. De esta forma, un pro-
grama lineal es un caso particular de un programa lineal semi-infinito.

e Programas diferenciables: tanto la funcion objetivo como las funciones que
definen las restricciones son diferenciables.

e Programas convexos: la funcién objetivo es convexa (minimizar) o cdncava
(maximizar) y el conjunto factible es convexo.

e Programas enteros: son aquellos en los que alguna o todas las variables estan
restringidas a tomar valores enteros. Si s6lo alguna, pero no todas, de las variables
toma valores enteros, se dice que el programa es entero mixto.

e Programas no diferenciables: la funcion objetivo o alguna de las funciones
que definen las restricciones no son diferenciables.

2. Herramientas basicas del analisis convexo

2.1 Conjuntos convexos, conos convexos, variedades afines

'El término ordinario se suele poner cuando se quiere enfatizar el hecho de que estamos ante
un programa lineal con una cantidad finita de restricciones.
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Definicién 2.1. Un conjunto A C R” se dice convexo si para cualesquiera x, y € A
y cualquier 0 < A < 1 se tiene que (1 — ) x + Ay € A.

Entenderemos que el conjunto vacio es convexo. Evidentemente R" es un con-
junto convexo.

(I-Mxtdyed (1-1)x+hyed

Conjunto convexo Conjunto no convexo

Definicién 2.2. Un conjunto C C R” se dice que es un cono si para cualquier x € C
y cualquier 4 > 0 se tiene que Ax € C.

Definicién 2.3. Un conjunto C C R” se dice que es un cono convexo si es un cono
y ademads es un conjunto convexo.

M eC Vaz0

A eC, VA0

(1-A)x+Aye C, para algin 0<A<]1
Cono (no convexo)

Proposicion 2.1. Se tiene que:

(i) Si {A;}ic; € R" es una coleccion arbitraria de conjuntos (resp. conos) con-
vexos, entonces su interseccion, ()| A;, también es un conjunto (resp. cono) con-
vexo. e

(ii) Si A es un conjunto (resp. cono) convexo, entonces su clausura, cl(A),

también es un conjunto (resp. cono) convexo.

Definicién 2.4. Un conjunto A C R” se dice que es afin (también se dice que A es
una variedad afin o una variedad lineal) si para cualesquiera x, y € A y cualquier
A € Rse tiene que (1 — 1) x+ Ay € A. Entenderemos que el conjunto vacio es afin.

Proposicion 2.2. Un subconjunto de R" es afin si y solo si es de la forma a+ L :=
{a+1|l€ L}dondeaecR"y L es un subespacio vectorial de R".

Es evidente que cualquier conjunto afin es convexo aunque el reciproco no es
cierto en general.
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Definicion 2.5. La envoltura convexa de X C R”" es el menor subconjunto convexo
de R" que contiene a X

conv (X) := ﬂ {ACR":Aesconvexoy X C A}.

Proposicion 2.3. Dado X C R”" se tiene que:

k k
conv(X):{Z/l,-xi:keN,xieX, >0,i=1,2,..., k;Z/L-: 1}

i=1 i=1

Definicion 2.6. La envoltura conica de X C R”" es el menor cono convexo que
contiene a X:

cone (X) := ﬂ {C cR":Cesunconoconvexoy X C C}.

Tomaremos como convenio que cone (2) = {0,}.

cone(X)

Proposicion 2.4. Dado X C R", se tiene que:

k
cone(X):{Z/l,-xi:keN, XxeX 4,>0i=12,..., k}.

i=1
Definicién 2.7. Definimos por R al conjunto de funciones

RY :=(1:1 - R, : [supp ()| < +o0}
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donde R, := [0, +oo[, y supp (1) :={i € I | 1(i) # 0}, es el soporte de A. Denota-
mos A; := A(0).

Observacion 2.1. Si X := {x;, i € I} c R”" para cierto conjunto de indices 1,

entonces un elemento de conv (X) se puede escribir como '’ 4;x;, para A € Rg) con
i€l

>, 4; = 1. Andlogamente, un elemento de cone (X) se puede poner como ) A;x;,

iel iel

para cierto A € RY.

Definicién 2.8. Llamamos envoltura afin de X c R” al menor subconjunto afin
que contiene a X, es decir,

aff X):=( J{ACR": Aesafiny X c A}.
Andlogamente a los resultados anteriores tenemos que:
Proposicion 2.5. Dado X C R", se tiene que:
k k
aff (X) = {Z/l,-xi:keN, X eX, EeR, i=1,2,.., ki Y A= 1}
i=1 i=1
Teorema de Carathéodory para conos
Teorema 2.1. Si X C R" y x € cone (X), existen x € Xy 4;>0,i=1,2,---, n,
tales que x = 3, A;x. Es decir, cualquier elemento de la envoltura cénica de X es

i=1
combinacion conica de, a lo sumo, n elementos de X.

cone (X)
. 4 [ ] . [ ]
. /
s
L ] . L 2 .
® L
Teorema de Carathéodory para convexos
Teorema 2.2. Si X C R" y x € conv(X), existen x € Xy ; >0,i=1,...,n+1,

n+l n+l

con Y A; = 1, tales que x = Y, ;x'. Es decir, cualquier elemento de la envoltura
i=1 i=1
convexa de X es combinacion convexa de, a lo sumo, n + 1 puntos de X.

X conv (X)
* " oL

e
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Teorema de Mazur

Teorema 2.3. Si X C R" es un conjunto compacto, entonces conv (X) es también
un conjunto compacto. En otras palabras, la envoltura convexa de un compacto
es compacta.

La envoltura convexa de un conjunto cerrado puede no ser un cerrado.

conv(X)

L
- ——

Proposicion 2.6. Todo cono convexo finitamente generado es cerrado. Es decir, si
X', x% ..., X eR" k eN, entonces cone ({xl, X2, x"}) es cerrado.

Proposicion 2.7. El cono convexo generado por un conjunto convexo compacto
que no contiene al origen es cerrado.

La hipétesis de no contener al origen es esencial como muestra el siguiente
ejemplo en el que X es convexo y compacto pero cone (X) no es cerrado.

Cono polar (positivo) de un conjunto

Definicion 2.9. El cono polar (positivo) de un conjunto no vacio X C R” viene
dado por
X =wueR"|ux>0, Vx € X},

donde u” denota al traspuesto de u (entendido como vector-columna) y, por tanto,
u’'x no es mas que el producto escalar usual de u por x.

Proposicion 2.8. Dado X C R” se tiene que:
(i) X° es un cono convexo, cerrado y no vacio;
(ii) (cone (X))’ = X°;
(iii) X?° := (X°)? = cl (cone (X)) .

Ejemplo 2.1. Sea X = {( i )( (1) )} Su cono polar viene dado por

X[):{(_xl,_x,'z)/ eR2|x1 +X2ZO,X1 ZO}
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Cono de recesion de un conjunto

Definicién 2.10. El cono de recesion de un conjunto C C R” convexo y no vacio
viene dado por:

O"(C):={ueR"|x+AueC, VYxeC, VYA >0}

Si se supone ademds que C es cerrado, se puede reemplazar en la definicién
“Yx € C” por “para algin x € C”.

f0+(C)

Proposicion 2.9. Si C ¢ R" es un conjunto convexo cerrado y no vacio entonces
O* (C) es un cono convexo y cerrado.

Proposicion 2.10. Si C c R” es un cono convexo entonces O* (C) = C.

2.2 Mejor aproximacién de un punto en un cerrado

Consideremos en R” una norma arbitraria, ||-||.

Definiciéon 2.11. Sea A ¢ R” un conjunto cerrado no vacio y sea X ¢ A. Se dice
que X € A es una mejor aproximacién de X en A si

|X = X[ =d(x,A) :==inf {||x - X|| : x € A}

Proposicion 2.11. Sea A C R" un conjunto cerrado y no vacio y sea X ¢ A.
Entonces existe al menos una mejor aproximacion de X en A.
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Observacion 2.2. Si en la proposicion anterior se supone ademds que A es con-
vexo, y la norma considerada en R” es la norma Euclidea, puede probarse que la
mejor aproximacion de X en A es Unica.

2.3 Separacion en R"” (mediante hiperplanos)

Nociones de separacion
Definicion 2.12. Sean X e Y dos subconjuntos no vacios de R”. Se dice que X e Y

o a
se pueden separar si existe ( b ) € R™! cona # 0,, tal que

ax<b<dy,V¥xeX,VyeY.

En tal caso, se dice que X e Y estdn separados por el hiperplano de ecuacion
a’'z = b, que se llama hiperplano separador de X e Y.

Hiperplano separador
> . _

X e Y se pueden separar X e Y no se pueden separar

Observacion 2.3. Informalmente hablando, el hiperplano separador divide el es-
pacio R” en dos semiespacios, en uno de estos semiespacios estarian los puntos
de X y en el otro los puntos de Y. Podria darse el caso particular en el que tanto
los puntos de X como los de Y estuvieran todos contenidos en el hiperplano se-
parador, es decir, a’x = b = a’y, VYx € X, Vy € ¥, en cuyo caso, la nocién de
separacion anterior no se ajustaria a nuestra intuicién geométrica de separacion.

\-_l.___. o N_‘__‘_ Hiperplano
—/\ ¥ separador

X e Y se pueden separar

Para distinguir este tipo de casos se da la siguiente definicion.

Definicion 2.13. Se dice que X e Y se pueden separar propiamente si se pueden
separar de forma que no estén contenidos ambos en el hiperplano separador.

T %

X e Y no se pueden separar propiamente
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Definiciéon 2.14. Se dice que X e Y se pueden separar estrictamente si existe
a
( b ) e R™! cona # 0,, tal que

ax<b<dy,VxeX,VyeY.

Observacion 2.4. Evidentemente la separacion estricta implica la separacion propia.
El reciproco no es cirto en general.

N N

X e Y se pueden separar propiamente pero no estrictamente

a

Definicién 2.15. X e Y se pueden separar fuertemente si existe ( b

) e R™! tal
que
sup{a’x: xe X} <inf{d'y:yeY}.

Observacion 2.5. Evidentemente la separacion fuerte implica la separacion es-
tricta. El reciproco no es cierto en general.

I
X e Y se pueden separar estrictamente pero no fuertemente

Un caso particular aparece cuando el conjunto X es un conjunto compacto de
R", por ejemplo, cuando X se reduce a un punto. En tal caso, los conceptos de
separacion estricta y fuerte coinciden como muestra el siguiente resultado.

Proposicion 2.12. Sea X C R" compacto no vacio e Y C R" no vacio. Son equiva-
lentes:

(i) X e Y se pueden separar fuertemente;

(ii) X e Y se pueden separar estrictamente;

(iii) Existe ( Z e R"™, cona # 0, tal que

ax<b<dy,VxeX,VyeY (8.2)
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Teoremas de separacion
e Separacion de un punto y un convexo cerrado
Teorema 2.4. Sea A C R" un conjunto convexo cerrado y no vacio, y sea X ¢ A.

Z ) e R™! cona # 0, tal que

Entonces existe (

ax<b<adx,¥xeA, (8.3)

es decir, {X} y A se pueden separar fuertemente. Es mds, si X € A es una mejor
aproximacion con la norma Euclidea de x en A, se tiene que a = X — Xy b =
(x — &) x satisfacen (8.3), es decir,

-2 <GE-Dx<E-2D'x,¥xeA.
Observacion 2.6. El hiperplano separador (¥ — £)' z = (¥ — %)’ X es de hecho un

hiperplano soporte de A en X (esto es, es un hiperplano que contiene a X y deja a
A en uno de los semiespacios que define)

e Separacion de un punto y un cono convexo cerrado

Teorema 2.15. Sea C C R" un cono convexo cerrado y x ¢ C. Entonces existe
a € R", a # 0, tal que
ax<0<ax,¥xeC. (8.4)

Es mas, si X € C es la mejor aproximacion con la norma Euclidea de X en C, se
tiene que a = X — X satisface (8.4), es decir,

xX-%)'x2<0<(Xx-%"x,¥xeC.

3. Introduccion a la programacion lineal semi-infinita
3.1 El contexto de la programacion lineal semi-infinita
Consideremos el problema de optimizacién

m:Inf cx

sa ax>b, teT (8.5)



Aspectos geométricos y topoldgicos en Optimizacion Lineal 101

donde a;, ¢, x € R", b, € R. El conjunto de indices T es arbitrario, posiblemente
infinito, luego el problema 7 es un problema de programacion lineal semi-infinita
(PLSI). Si T es finito, 7 no es mds que un problema de programacion lineal (PL)
ordinaria.

El espacio paramétrico de todos los problemas en la forma (8.5) lo denotare-
mos por II.

Denotamos por o al sistema de restricciones del problema 7, i.e.

oc={ax>b, teT}, (8.6)

) ) . a
y lo identificamos con sus vectores de coeficientes, o = {( bt )} . De esta
! teT

manera, podemos representar un sistema como un conjunto de puntos en R" X R.
En otras palabras, si denotamos por ® el espacio paramétrico de todos los sistemas
en la forma (8.6), estamos identificando ® con (R” x R)”, esto es, el espacio de
todas las funciones de 7 en R" X R.

Asimismo, identificamos 7 = (¢, o) de manera que I1 = R" X (R" X R)T.

Ejemplo 3.1. Aplicacion a la aproximacion uniforme de funciones

Tratamos de encontrar una funcién polinémica, p, de grado menor que n, que
esté “lo mas préxima posible” a una funcién dada, f, en [a, b] .

Si consideramos en el espacio, X, de todas las funciones g : [a,b] — R la
distancia extendida d : X X X — [0, +c0] dada por

d(glagZ) = Supze[a,b] |g1 (t) - g2 (t)l 5

el problema que nos planteamos se puede formular como un problema de opti-
mizacion en la forma

m:Inf d(p,f)
sa p(t)=x;+ Xt + -+ x,t"7,
X1, X2, X3, ..., X, €R,
o equivalentemente
m:Inf x4

$.a SUP;cpup [X1 + Xof o0+ X" — f(t)| < Xptls
el cual se puede escribir como el problema de PLSI
7w Inf x4

sa xXi+xt+ -+ + x> F(@), t € [a,b],
—X] =Xt — = X"+ Xy > —f (1), t € [a,b].
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3.2 Conjunto factible, conjunto de nivel inferior, valor éptimo y conjunto
optimo
Definicion 3.1. Dado el problema 7 = (¢, o) definimos:
e El conjunto factible de n (y de o-) como
F:={xeR':ax>b\VNteT}
e El conjunto de nivel inferior a (a € R) de 1 como

L@ := {xeF:cdx<al
= {xeR':ax>bVteT, —c'x>-a}

e El valor optimo de m como
v:=inf{c’x: x € F} € [0, +0]
Vv:i=+o00si F = @;
v 1= —oo0 sl x > ¢’x no estéd acotada inferiormente en F
e El conjunto optimo de m como
F? :={xeF:cx=v}=L({)
En la siguiente figura se ilustran los elementos anteriores.

ax=Db

Observacion 3.1. Se tiene que F' y F°? son conjuntos convexos y cerrados (posi-
blemente vacios) de R”.

3.3 Representacion de un conjunto convexo cerrado como conjunto factible
de un sistema semi-infinito

Teorema 3.1. Sea C C R" un conjunto convexo, cerrado y no vacio. Entonces

existe un sistema o =a’'x > b, ( Z ) € S}, para algiin § C R tal que C es el

conjunto factible de o
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Observacion 3.2. La representacion de un convexo cerrado como conjunto de
soluciones de un sistema de desigualdades lineales (semi-infinito) no es unica.

Ejemplo 3.2. Consideremos el circulo C := {(xl,xz)' ER?| X+ x5 < 1}. Tene-
mos, entre otras, las siguientes representaciones del mismo:

C = {(xl,xz)' e R%| —cos (£) x| —sin () x, > —1, t € [0, 27r]}
—tx; — V1 — [2)62 >-1, te[-1,1]
—(t=x; + 1= =2Px, > —1, te]1,3]

C ={(x1,x) €R?

3.4 Definiciones de consistencia, acotacion y resolubilidad
Definicién 3.2 Distinguimos en ® los siguientes subconjuntos:

O, :={0 € O | F # @} subconjunto de los sistemas consistentes
®; := ©\0O, subconjunto de los sistemas inconsistentes
El subconjunto de los sistemas inconsistentes se divide a su vez en:

0, := {0 € 0; | todo subsistema finito de o es consistente} subconjunto de los
sistemas debilmente inconsistentes (en PL ordinaria no hay sistemas debilmente
inconsistentes).

Oy, := {0 € O, | algin subsistema finito de o es inconsistente} subconjunto de
los sistemas fuertemente inconsistentes (en PL ordinaria Oy = ©;)

Ejemplo 3.3. El sistema o = {%x >1,re N} es débilmente inconsistente. El
sistema o = {x > 1, — x > 1} es fuertemente inconsistente.

Definicion 3.3. Distinguimos en I1 los siguientes subconjuntos:
II, :={m = (c,0) € Il | o € O.} subconjunto de los problemas consistentes
I1; := IT\IL. subconjunto de los problemas inconsistentes
I, := {m € I1| —c0 < v < +00} subconjunto de los problemas acotados

Il := {mw € I1 | F°P # @} subconjunto de los problemas resolubles
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Observacion 3.3. En el caso particular de la programacion lineal ordinaria se tiene
que I1; = II,.

En el contexto més general de la programacion lineal semi-infinita se tiene que
I1; c 11, c I1,. Sin embargo I1, ¢ II; como se puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4. Consideremos el problema de PLSI

n:Inf x
s.a Xy +12xy > 2t, t €10, +o0[

Se tiene que:

F:{(xl)eRzlxzzl,xl>0}
X2 X1

v=0=>mrnell

FP=0=nell,

3.5 Conjuntos convexos asociados a un problema de PLSI

Definicion 3.4 Asociados a un problema 7 = (c, o), se definen los siguientes
conjuntos:

A:=conv({a;, t€T)); M :=cone({a, teT}) =R,A;

Z =conv(a,,teT;—c}); Z* :=conv({a, t€T;c});

C::conv({( " ),IET}); N = cone{( " ) teT};
H::C+R+{( o )} K::N+R+{( o )}

M y N se llaman primer y segundo cono de momentos, respectivamente. K se
llama cono caracteristicoy H conjunto hipogrdfico.

Ejemplo 3.4. En este ejemplo ilustramos los conjuntos anteriores asociados al
problema:

nInf x1+x

s.aa 2x; + %xz >3, 2x1 +2x =2, x; +3x, > 4.
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3.6 Relaciones consecuentes de un sistema consistente. Lema de Farkas

Definicion 3.5. Se dice que a’x > b es una relacion consecuente o una consecuen-
cia de un sistema consistente o~ = {a/x > b,, t € T} sia’y > b paratodo y € F.

Teorema 3.2. (Lema de Farkas) a’x > b es una consecuencia de un sistema

Z ) e ¢l (K).

Por esto, ¢l (K) también se llama cono de las relaciones consecuentes de o .

consistente o = {a,x > b,, t € T} siy sélo si

“ax=h

Proposicion 3.1. Sean o, 0| € O, son equivalentes:
(i) F = Fy;
(ii) cl (K) = cl (K));
(iii) cl (M) = cl(M,).

3.7 Caracterizacion de la consistencia de sistemas de desigualdades lineales

Teorema 3.3. Dado o = {a,x > b,, t € T}, se tiene que:

(i)O'EG)c@( 01" )eEcl(K);

(ii)G€®si<:>(()1n €K

(iii)ae@wi@( 01” )ECI(K)\K.
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Para ilustrar como se utilizan las herramientas proporcionadas anteriormente,
damos a continuacién la demostracion del teorema anterior.

Demostracion (1) “=" Sea o consistente y supongamos, razonando por reduccion

al absurdo, que 1" ) € cl(K); esto es, que existen {1} C R(f) y {4} C R, tales

que ( ()ln ) = lim, {ZteTﬁ;( Z’ ) +/f( 0’1 )} Sea x € F. Si multiplicamos en la
) _

X .
_q e obtiene que

— 1z r at ' X. r 17 r /= r
—1 = lim, {ZzeTﬂt( b, ) ( 1 )+;1 } = hm,{ZteT/lt (a;Xx —b,) + } >0,

que es absurdo.

ultima expresion por

n

1
En efecto, por el teorema de separacién de un punto y un cono convexo cerrado

(1) “«<” Supongamos ahora que ( ) ¢ cl(K)y veamos que o es consistente.

. . u
se tiene que existe | | € R tal que

(o (2] (5)z0r v(5)eam

de donde obtenemos que v < 0y, como( a, ) ecl(K)VteT, ( ‘Lj ) ( Z’ ) >0
4 t

Vt € T, es decir, aju + b,y > 0Vt € T. Dividiendo por —v > 0 en esta ultima

expresion obtenemos que ‘TIu € F,y por tanto o es consistente.

(i1) “=" Supongamos que o es fuertemente inconsistente, entonces el sistema
{a;ix >b,,i=1,2,.. .,m} es inconsistente para algun {t{,,,...,t,} C T, m € N.
Aplicando el apartado (i) se tiene entonces, teniendo en cuenta que todo cono
finitamente generado es cerrado, que

On ay . . On —
( 1 )ecl(cone{( b, ), i=1,2,...,m; ( 1 )})_
— ay . . _ . On
_cone{( b, ), i=1,2,....,m; ( -1 )}CK

. (0 .
(1) “<” Si ( " ) € K, entonces existen A € R(P,,u > ( tales que

()=o) &)
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Sea{t,t,...,t,} = supp (1) (recordemos que |supp (1)| < +00), entonces

0,) <~ a, 0, a, \ . (0,
( 1 )_;ﬂt"(bzi)*-'u(—l )Econe{( b, ),1—1,2,...,m,(_1 )}CK

luego el subsistema finito {a;,_ x>2b,i=12,..., m} €s inconsistente.

(iii) Es inmediato, pues o es débilmente inconsistente si es inconsistente y
no es fuertemente inconsistente, es decir, en virtud de los apartados (i) y (ii) si

( 01" ) ecl(K)y ( 01" ) ¢ K, respectivamente. o

Observacion 3.4. En el Teorema 3.3 se puede reemplazar el cono K por el cono
N.

Ejemplo 3.6. Los siguientes ejemplos ilustran el resultado anterior

oc={x>1, —x>1}

oc={x>1,2x>1}

N
0
(}
On 0nl "
(l)écl(N) (Oln)Ecl(N)\N (I)EN
o €0, o €0y

(OS] G)wi

3.8 Caracterizacion de la acotacion del conjunto factible y del conjunto 6pti-
mo

Teorema 3.4. Si o = {a/x > b,, t € T} € O, las siguientes condiciones son equi-
valentes:
(i) F estd acotado,
(ii) M° ={0,};
(iii) 0, € int (M) .
Teorema 3.5. Sea n = (c, o) € 11, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) F°P estd acotado y no vacio;
(ii) (Z7)" ={0,};
(iii) 0, € int (Z7).

En el siguiente ejemplo se ilustran los dos teoremas anteriores.
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Ejemplo 3.7. Consideremos el mismo problema que en el Ejemplo 3.5
mInf xi+x

s.a 2x; + %xz >3, 2x1 +2x, 22, x; +3x, > 4.

0y & int (M) 0, € int (Z°)

Por el Teorema 3.4 tenemos que F no estd acotado, y por el Teorema 3.5
tenemos que F°? si que lo estd. El siguiente grafico muestra lo anterior.

S

Observacion final

Mi intencidn inicial en esta conferencia era contar algunas cosas mds acerca
de estabilidad, distancia al mal-planteamiento, medidas de la variaciéon de F, v y
F°P respecto de los pardmetros, etc., en el contexto de la PLSI (véanse, entre otros,
[1], [2] y [3], donde se utilizan todos los conjuntos descritos anteriormente). La
verdad es que la mayoria de las veces, nos ocurre que queremos contar mas cosas
de las que el tiempo nos permite y se acaba desbordando al piblico con un exceso
de informacién. Puesto que mi objetivo principal era el de presentar un problema
de PLSI junto con las herramientas que se utilizan y algunos resultados acerca
de este tipo de problemas, creo que ese objetivo se ha cumplido. No obstante,
para aquellos que hayan quedado interesados en este topico de las mateméticas
(espero que muchos), les propongo a continuacién una serie de referencias en las
que, tomando como punto de partida lo expuesto en esta charla, podran profun-
dizar hondamente en el tema. Concretamente, véanse, entre otros, [6] y [7] para
la teoria y las aplicaciones del andlisis convexo, [5] para las técnicas y métodos
de programaciéon matemdtica mds usuales y [4] como manual indispensable para
abordar un problema de programacion lineal semi-infinita.
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Por dltimo, quiero agradecer a Marta y a Radl la oportunidad que me han
brindado de contar, en este ciclo de conferencias, este tema con el que tanto dis-
fruto.

Bibliografia

[1] M.J. Canovas, M.A. Lopez, J. Parra and F.J. Toledo, Distance to ill-posedness
and the consistency value of linear semi-infinite inequality systems, Math. Pro-
gram. 103A, 95-126, 2005.

[2] M.J. Canovas, M.A. Lopez, J. Parra and F.J. Toledo, Distance to solvabili-
tyfunsolvability in linear optimization, SIAM J. Optim. 16(3), 629-649, 2006.

[3] M.J. Cénovas, M.A. Lépez, J. Parra and F.J. Toledo, Ill-posedness with respect
to the solvability in linear optimization, Linear Algebra and Appl. 416, 520-540,
2006.

[4] M.A. Goberna and M. A Lépez, Linear Semi-Infinite Optimization, John Wiley
and Sons, 1998.

[5] V. Novo, Teoria de la optimizacion, Aula Abierta, UNED, 2000.

[6] R.T. Rockafellar, Convex Analysis, Princeton University Press, 1970.

[7] J.v. Tiel, Convex Analysis, John Wiley and Sons, 1984.

Fco. Javier Toledo Melero

Universidad Miguel Herndndez de Elche
Centro de Investigacién Operativa
Avenida de la Universidad s/n,

03202 Elche (Alicante)

e-mail: javier.toledo@umh.es






