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Los valores singulares son objetos muy itiles en Algebra Lineal Numérica y
han recibido mucha atencién durante los ultimos afios. El objetivo es introducir-
los a una audiencia general de manera elemental aprovechando su interpretacion
geométrica. Han recibido diferentes nombres a lo largo de su historia, que recor-
daremos brevemente. Se presentardn también algunas aplicaciones mostrando su
interés en dos campos: en el andlisis numérico y en el tratamiento de imédgenes.
Debido a su fuerte naturaleza geométrica, en la presentacion oral se utilizd un
GUI (Graphical User Interface) de MATLAB! del que se expondran aqui algunas
imdgenes que, esperamos, sirvan para facilitar la comprension de los conceptos.

1. Una breve resena historica

Los valores singulares aparecen en varias partes de la matematica. El nombre
con el que los presentamos aqui (valores singulares) es el que se ha consolidado
en la comunidad de analistas numéricos, pero han sido denominados de diferentes
maneras a lo largo de su no muy larga historia. El resumen que se presenta aqui
estd basado en dos textos: un excelente “report” realizado por uno de los pioneros
y mds afamados algebristas numéricos de la actualidad, G. W. Stewart [12], y en
la introduccion del capitulo 3 del segundo de los dos enciclopédicos tomos sobre
Andlisis Matricial escritos por R. Horn and Ch. Johnson [5].

El origen de los valores singulares se encuentra en el intento de los gedme-
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130 Un Paseo por la Geometria

tras del siglo XIX por conseguir, en lenguaje actual, la reduccién de una forma
cuadrética a forma diagonal mediante cambios de base ortogonales. La primera
contribuciodn en este sentido parece ser de Eugene Beltrami, un geémetra diferen-
cial italiano, que intentando promover entre sus estudiantes el gusto por el estudio
de la formas bilineales escribi6 un articulo en la revista Giornale di Matematiche
ad Uso degli Studenti Delle Universita, [2].

Beltrami comienza con una forma bilineal f(x,y) = x’ Ay, donde A es una
matriz real de orden n, y viene a demostrar que existen matrices ortogonales Q; y
0», n X n, tales que

Q'AQ, = 2 = Diag(cy, ..., 0). (10.1)

es una matriz diagonal de ndmeros reales positivos,
los cuales son las raices cuadradas de los valores
propios de ATA (0 de AAT, dado que estas dos ma-
trices simétricas son semejantes). En realidad, Bel-
trami propone, mds que demuestra, la descomposi-
cién anterior cuando los elementos diagonales son
todos distintos entre si. En otras palabras, se puede
considerar que Beltrami es el descubridor de lo
que hoy en dia llamariamos la descomposicion en
valores singulares de matrices reales cuadradas no
singulares con valores singulares distintos. Omite
Eugene Beltrami (1835-1899) las posibles siFuaciqnes de degeneracion que, co-
mo veremos, tienen importantes consecuencias.

Esta omision no es debida a un intento de simplificar las cosas para sus estu-
diantes, sino que, tal y como se comprueba por las ideas que aporta, posiblemente
sea consecuencia de no plantearse el problema en su completa generalidad.

Camille Jordan publicé un par de trabajos sobre formas bilineales, [7,8], un
afio més tarde que Beltrami, por lo que se le puede considerar codescubridor de
los valores singulares.

Su aproximacion es completamente diferente. De
hecho, en el primero de los articulos citados, su
preocupacion es la de buscar el maximo y minimo
de la forma bilineal P = x” Ay condicionados a que
[[xll, = |lyll. = 1. Usando la condicién de la anu-
lacién de la diferencial en los maximos y minimos
relativos, Jordan prueba que dicho médximo es la
raiz cuadrada del mayor valor propio de la matriz

0 A
[AT 0 ] (10-2) " camille Jordan (1831-1921)
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Es posiblemente la primera vez que se usa el hoy ampliamente utilizado pro-
ceso de deflaccion, que consiste en reducir un problema sobre matrices al mismo
problema con una matriz de orden una unidad inferior. La caracterizacién de los
valores singulares de A como las raices cuadradas positivas de los valores propios
de la matriz en (10.2) es un hecho muy conocido y popular, aunque habitualmente
atribuido a Wielandt (ver [3]) y Lanczos [9].

Desconocedor, aparentemente, de los trabajos de Beltrami y Jordan, J.J. Syl-
vester escribié una nota a pie de pdgina y dos articulos sobre la diagonalizaciéon
de formas bilineales mediante sustituciones ortogonales.

T AT

La nota a pie de pdgina aparecié en un articulo de la
revista The Messenger of Mathematics [13]. El articu-
lo lleva por titulo “A new proof that a general quadric
may be reduced to its canonical form (that is, a linear
function of squares) by means of a real orthogonal
substitution”, y en él Sylvester propone un algoritmo
para reducir una forma cuadrética a forma diagonal.
En la nota a pie de pagina sefiala que una iteracion
similar es posible para diagonalizar una forma bili-
neal y dice que lo ha enviado para su publicacién en
las Comptes Rendues [14]. Esto nos da una idea de
John Joseph Sylvester que no conocia el articulo original de Jordan publica-
(1814-1897) do mas de una década antes.
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En palabras de Stewart estos articulos de Sylvester “no se leen facilmente.
El estilo es opaco y Sylvester pontifica sin probar, dejando demasiados detalles
al lector”. Aparentemente el autor estima sus resultados como importantes, pero,
sin poner en duda que lo son, hoy en dia se ven mds como un redescubrimiento
de resultados ya obtenidos por otros. En cualquier caso, Sylvester es el primero
en dar nombre a los nimeros reales positivos que aparecen en la forma canénica
diagonal: multiplicadores candnicos.

Aunque hay nuevos resultados en el terreno del dlgebra lineal ligados a los
valores singulares, damos un salto en el tiempo para redescubrirlos en un area de
la matemdtica bien distinta: las ecuaciones integrales,uno de los temas que recibi6
mds atencion durante las primeras décadas del siglo XX.

En 1907, Erhard Schmidt (el del famoso procedimiento de Gram-Schmidt)
publicd, [11], una teoria general de ecuaciones integrales reales con ntcleos si-
métricos y no simétricos. Introduce los conceptos de valor propio y de funcion
propia de un nidcleo K(x,y) continuo en [a, b] X [a, b] mediante las ecuaciones
integrales
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b b
u(x) = A f K yv(dy y v(y) = A f K(x yu(odx.
a a "

Y muestra, a continuacién, que A debe ser real porque A% es
un valor propio del nicleo simétrico definido positivo

b
H(x,y) = f K(x,)K(t, y)dt. Erhard Schmidt
a (1876-1959)

Si pensamos en K(x,y) como lo andlogo a la matriz A, entonces H(x,y) es
analogo a ATA. De hecho, Schmidt transita, en dimensién infinita, por senderos
similares a los de Beltrami.

Un poco después de la publicacion del articulo de Schmidt, Bateman, [1],
introduce la notacion de valores singulares para referirse a unos nimeros que
son esencialmente los reciprocos de los valores propios definidos por Schmidt.
Y Picard, [10], hace notar que para los nticleos simétricos los valores propios de
Schmidt son reales y en este caso (pero no en general) los llama valores singulares.

A pesar de todo, la denominacion no se estabiliza, y entre
los muchos mateméticos notables que han trabajado en
las propiedades de los valores singulares, debemos nom-
brar a Hermann Weyl con importantes contribuciones a
la teoria de perturbacion de los mismos. Pero en cuanto a
nomenclatura se refiere, todavia en su articulo [15] habla
de “dos clases de valores propios” y en una traduccién
al inglés de un tratado ruso sobre operadores no autoad-
juntos, Gohberg y Krein, [4], se refieren a los valores
Hermann Weyl singulares como “s-nimeros” de un operador.
(1885-1955)

La fuerte implantacién de los ordenadores y el consecuente apogeo del andlisis
numérico ha contribuido a que finalmente la denominacién de valores singulares
haya arraigado en la comunidad matematica.

2. (Qué son los valores singulares?

Podriamos responder a esta pregunta con una demostracién: la del teorema de
descomposicion de una matriz u operador lineal en valores singulares y definirlos
a partir del mismo tras probar su unicidad y unas cuantas propiedades més. Pero
teniendo como objetivo la divulgacién y como motivacién la geometria podemos
hacernos una perfecta idea de lo que son los valores singulares paseando por las
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avenidas mds amplias y mejor conocidas de la geometria.

Para responder a la pregunta ;qué son los valores singulares? podemos for-
mular otra pregunta: ;cudl es la imagen de la circunferencia unidad (la de centro
el origen de coordenadas y radio 1) por una aplicacion lineal?. Posiblemente mu-
chos de los potenciales lectores de estas notas sabrdn responder a esta pregunta
rdpidamente. Para aquellos que no lo saben o albergan alguna duda, podemos di-
sefar, con ayuda de MATLAB, un pequefio experimento que nos aproximard a
la respuesta con facilidad. De hecho, toda esta presentacion ird acompanada de
gréificas que explican, pero no demuestran, los resultados que iremos exponiendo
y que apareceran como resultado de una interaccion con un GUI (Graphical User
Interface) disefiado con MATLAB. La pantalla principal de este GUI se muestra
en la Figura 1.

Matrices Mend
(/4 3/%1 1/2] - Selfgonas x| |

Aprax, Paligenal

.25 075 Vs, Frop. | SVD
D
Seminjas

Aplicacanes

<] >
iCuil es la imagen de una esfera por una Pigina
transformacion lineal? 5

Orrialdea

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : (o) | ?
E o5 0 05 1 (c d) | )

Figura 1: Pantalla principal del GUI con sus cuatro componentes. Arriba a la derecha
el menu de opciones para presentar las propiedades principales de los valores singulares.
Arriba en el centro la matriz con la que se hacen las operaciones y sobre la que se calculan
los valores singulares; justo encima de la matriz dibujada hay un menu para elegir nuevas
matrices. A la izquierda los ejes en los que se dibujardn las figuras geométricas que ponen
de manifiesto las propiedades de los valores singulares. Y abajo a la derecha las paginas
con las transparencias que se utilizaron para apoyar la presentacién oral.

El experimento consiste en lo siguiente: lo que si sabemos todos es que la
imagen de un segmento recto por una aplicacién lineal es otro segmento recto
(quiza degenerado a un punto); y en consecuencia la imagen de un poligono es
otro poligono. Esto es lo que se presenta en la ventana de graficos de la Figura
1. Hemos elegido representar un poligono de N = 6 lados; hemos sefialado los
puntos de interseccion de los lados con el simbolo X y MATLAB ha hecho dos
cosas: ha dibujado el hexdgono correspondiente en azul (para quienes puedan ver-
lo en color), y ha calculado las imédgenes de los lados del hexdgono produciendo
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un hexdgono en rojo (de nuevo para quien pueda verlo en color) y las interse-
cciones de los lados las ha marcado con el simbolo e. Pero inmediatamente surge
una pregunta jes esto siempre asi?. Es decir, ;jes la imagen de un hexdgono por
una aplicacién lineal siempre otro hexdgono? ;No puede ser un pentdgono o un
heptiagono, por ejemplo?. Desde luego con el poligono de la Figura 2 uno podria
tener sus dudas; y con los de la Figura 3 no cabe ninguna: la imagen del hexdgono
ha colapsado a un segmento. Claro que enseguida se aprecia que, a diferencia de
los dos casos anteriores, la matriz del dltimo ejemplo es singular: tiene sus dos
columnas linealmente dependientes.

Matrices Ment
’ [-0.43 0.13;-167 0.28] - L =
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Figura 2: La imagen del hexdgono por la matriz es casi un segmento.
-1,67 0,29
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Figura 3: La imagen del hexdgono por la matriz 05 —025 | € exactamente un
- b - b

segmento.
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Bien, puede ser que un hexdgono se convierta, mediante una transformacion
lineal, en un segmento, pero todavia queda por responder si se puede convertir en
pentdgono o cuadrildtero, o heptdgono, etc.. Se deja a cargo del lector comprobar
que las dnicas posibilidades para la imagen de un hexdgono son: un hexdgono,
un segmento o un punto. Claro que debemos advertir que para demostrarlo puede
necesitar ldpiz y papel y conocimientos basicos de Algebra Lineal.

Sigamos con nuestro experimento. Admitamos que los poligonos por aplica-
ciones lineales se transforman en poligonos con el mismo nimero de lados, en
segmentos o en puntos. ;En qué nos ayuda esto para saber cudl es la imagen de
la circunferencia unidad?. La idea es inscribir un cuadrado en la circunferencia
unidad y pedirle a MATLAB que dibuje su imagen por la matriz que elijamos;
que luego duplique el nimero de lados del poligono inscrito en la circunferencia
unidad (un octégono) y dibuje, de nuevo, su imagen. La impresién que obten-
dremos es que se va obteniendo la circunferencia unidad y podremos comprobar la

., . 0,25 0,75
figura que resulta en las imdgenes. Lo hacemos con dos matrices: 105
1 0,5
| -05 -025 |
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Figura 4: La imagen de la circunferencia unidad por la matriz ) 0.5

Los resultados los tenemos en las Figuras 4 y 5. En la primera vemos que,
como la matriz es no singular (sus dos columnas son linealmente independientes),
la imagen de la circunferencia es una elipse centrada en el origen de coordenadas,
mientras que en la segunda, como podiamos sospechar ya por los ejemplos ante-
riores, la imagen es un segmento. Podriamos afiadir que si la matriz utilizada fuera
la matriz cuyos elementos son todos cero, la imagen seria un punto: el (0, 0).
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Asi pues podemos concluir, como se muestra en la transparencia de las Figuras
4y 5, que la imagen de la circunferencia unidad por una transformacion lineal es
una elipse centrada en el origen de coordenadas; claro que ésta puede ser degene-
rada: un segmento o un punto. Aunque todos nuestros experimentos los haremos
en dimensidn 2, conviene decir aqui que para dimensiones superiores tenemos un
resultado similar: la imagen de la esfera unidad en un espacio de dimension n es
una hiperelipse que puede ser degenerada; es decir, el nimero de semiejes puede
ser inferior a n, y habitar, en consecuencia, en un espacio de dimensién menor que
n.
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1 1/2-1/2 -1/4) - o =
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R e (55
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Figura 5: La imagen de la circunferencia unidad por la matriz 05 —025 |
- k - b

Ya estamos en condiciones de presentar nuestros objetos de estudio: los valores
singulares.

Definicion 2.1 Los valores singulares de una matriz A son las longitudes de los
semiejes de la hiperelipse en que se convierte la esfera unidad por A.

Son, por lo tanto, nimeros reales no negativos (porque se admiten semiejes de
longitud 0): s; > s, > ... > 0.

A cada matriz le podemos asociar sus valores singulares, pero puede haber,
y en general hay, muchas matrices que produzcan la misma elipse como imagen
de la circunferencia unidad. Todas ellas tendrén los mismo valores singulares. Se
dice que son ortogonalmente equivalentes. (En el caso de matrices con valores
complejos se habla de matrices unitariamente equivalentes, pero nosotros s6lo
trataremos el caso real). En la siguiente seccion veremos a qué se debe la denomi-
nacién “ortogonalmente”.
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3. Algunas propiedades de los valores singulares

Podemos usar MATLAB para realizar otro experimento que nos muestra, una
vez mds, que la imagen de la circunferencia unidad por una matriz es una elipse.
Pero el objetivo ahora es otro: poner de manifiesto esa propiedad que con tanto
trabajo e ingenio demostraron Beltrami, Jordan y Sylvester: las formas bilineales
pueden reducirse mediante sustituciones ortogonales a forma diagonal.

El experimento es el siguiente: fijada una matriz, dibujamos un par de vec-
tores unitarios (de longitud 1) x, y que sean perpendiculares (ortogonales). Estos
aparecen en verde (para quien pueda verlo en color) en la Figura 6. MATLAB ha

calculado sus imdgenes por la matriz expuesta y ha dibujado los vectores Axy Ay
en azul.

Matrices NET
[1/4 3/4;1 1/2] = Poligonos M= |
! Aprox, Paligenal
0.25 0.75 VD (Vas. Prop.)
. —
: : Semiejat
1.00 0.50
’ o
’ - —
h <[>
Pigina
| Orrialdea
© Algunas Prog
! 05 o 05 1
. . o
Figura 6: Vectores ortogonales y sus imagenes.
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5 0 v
. A= (n w) (0 52) (v:r)
1 05 o 05 T _

A= USvT
Uy V matrices ortogonales (V7 = V')

Figura 7: Una posicién de x, y para la que Ax y Ay son los semiejes de la elipse.

Abhora, utilizando el ratén del ordenador podemos hacer girar los vectores x, y
manteniendo siempre la ortogonalidad y su longitud. Como éstos estan pegados al
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origen de coordenadas ambos describirdn la circunferencia unidad. Sus imédgenes
Ax, Ay, ya sabemos, deben describir una elipse con centro en el origen de coor-
denadas. Lo interesante es la siguiente observacion que se pone de manifiesto en
la Figura 7: hay una posicion de los vectores x, y tal que sus imdgenes son los
semiejes de la elipse; es decir, tal que también Ax y Ay son perpendiculares. De
hecho no hay una sino dos posiciones de los vectores x, y para los que Ax, Ay son
los semiejes, pero en la Figura 7 s6lo presentamos uno de los dos casos posibles.

Esta propiedad tiene una interpretacion algebraica muy interesante. Por una
parte, si s; y s, son los valores singulares de A, como son las longitudes de los
semiejes, existen vectores u; y u, de longitud 1 tales que s;u; y s>u, son los vec-
tores que forman los semiejes de la elipse; y por lo tanto u; y u, son ortogonales.
Por otra parte, el experimento recién realizado nos dice que para ciertos vectores
V1 y v, ortogonales de longitud 1 (los vectores x, y de la Figura 7, Av; y Av, son
los semiejes de la elipse. Entonces

Avi=siu;  y Avy = sup.

Podemos poner esto en forma matricial:

Al v =] w M][g 0]

Y como los vectores u; y u, son ortogonales tenemos que poniendo
T _| % —
1_[T] y QZ—[VI Vz]

entonces QTQ; =Ly
O{AQ, = Diag(sy, s2),

que es el resultado que demostré Beltrami (10.1), y que hoy en dia se conoce con el
nombre de Teorema de Descomposicion en Valores Singulares o, abreviadamente,
Teorema SVD por sus iniciales en inglés.

Por otra parte, los valores singulares pueden caracterizarse también algebraica-
mente. En efecto, s; es el mayor valor singular y su significado geométrico es la
longitud del mayor de los semiejes de la elipse en que se convierte la circunferen-
cia unidad por una transformacion lineal. Ahora bien, en la circunferencia unidad
estdn representados todos los vectores de longitud 1 del plano. Es decir, la cir-
cunferencia unidad es el lugar geométrico de los vectores de longitud, o0 norma
euclidea, igual a 1. Simbdlicamente

Circunferencia unidad = {x € R? : ||x|, = 1}.



Valores singulares. ;Qué son?.;Para qué sirven? 139

Entre todos estos vectores hay uno, digamos v, tal que la longitud de Av es
el semieje mayor de la elipse. Y precisamente el hecho de que sea la longitud
del semieje mayor significa, ademds, que los transformados de todos los demds
vectores de la circunferencia unidad por A nunca tienen longitud mayor que s;.
Esto lo podemos escribir de la siguiente forma:

s1 = max ||Ax]|p;
[lxll2=1

s1 nos da la mayor longitud alcanzable por los vectores Ax para x en la circun-
ferencia unidad.

Esta caracterizacién proporciona ciertas propiedades interesantes de s; que
cualquier persona minimamente relacionada con las propiedades del max puede
demostrar sin dificultad:

1. Para cualquier matriz A, s;(A) >0y 51(A) =0siysélosi A = 0.
2. Para cualquier matriz A y cualquier nimero « s1(aA) = |a|s;(A).

3. Para cualesquiera matrices Ay B, s1(A + B) < s51(A) + s1(B)

08 Matrices Mend
/4 3/41 1/21-2) - o m
o8 Aprox, Paligensl
04
" 050 150 Vac. Prop. | SVD
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o -
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! 3. s(A+ B) < s(A) + s(B)
15
" 5 #5 Una norma vectorial
25 5 NOS sirve _p;ra medir lo "y,l.:nr]l: o pequena’ que
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Figura 8: Las imagenes de la circunferencia unidad por dos matrices. La proporcionalidad
entre éstas se transmite a las imagenes.

La Figura 8 nos muestra una imagen sugerente de la segunda propiedad. En
ella se han dibujado las imdgenes de la circunferencia unidad por las matrices

I 05

025 0.75
e 53

B:_ZA:[—O,S —1,5]

y se observa que una elipse es el “doble” que la otra.
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Es bien conocido que las tres condiciones caracterizan las normas. En este
caso definen una norma en el espacio de las matrices. Las normas sirven para
medir lo grande o pequefa que son las matrices y la distancia entre ellas. En otras
palabras, el mayor valor singular de una matriz es una norma (conocida con el
nombre de norma de Hilbert, espectral o de operador) y nos sirve para tener una
idea de lo grande o pequefia que es una matriz.

(Hay alguna propiedad similar para el menor valor singular?. Desde luego, los

argumentos empleados mads arriba para mostrar que s; = max ||[Ax||,, sirven para
[lxll2=1

ver que s, = min [|Ax|,. Pero s, no es una norma de matriz. No obstante, hay
Ill2=1

una propiedad muy importante ligada al valor singular mds pequefio que tiene que

ver también con distancias. Para acercarnos a esta propiedad, y para dimension 2,

hemos disefado un nuevo experimento. Tomemos como referencia la Figura 9. En

ella ha desaparecido el menu de matrices y en su lugar aparece una sola matriz:

0.8 —0,6
A_[0,6 0.8 ]

A suizquierda hay dos ejes. En el superior aparecen dos vectores: las columnas
de la matriz A. Y en el inferior la elipse que es imagen por la matriz A de la
circunferencia unidad con los semiejes sju; y su,. En esta figura la imagen de
la circunferencia unidad por la matriz A es una circunferencia. Las matrices que
dejan invariante la circunferencia unidad son las matrices ortogonales. En efecto,
las dos columnas de A son ortogonales y por eso los vectores dibujados en los ejes
de arriba son perpendiculares y de longitud 1.

s Matrices Ment
o Peligenas M=
04 0.80 060 Ve, Prop. | SVD.
o a—
02 Semigjes
-0.4| 0.60 0.80
—
-0.8] -
Pigina
04 Para una matriz nx n, A, con 5 = --- = 5, >0 12
02 como valores singulares: Orrialdea
’ sy= min || Ax ||
. . . . . . . 0,8 -0,6
Figura 9: La circunferencia unidad es invariante por la matriz A = 06 08
2 b

El experimento consiste en lo siguiente: a cada golpe de ratén uno de los vec-
tores girard una cierta cantidad de grados hacia el otro, y éste permanecerd siem-
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pre fijo. El vector que gira serd siempre unitario. La matriz reflejard este hecho,
la primera columna permanecera fija y la segunda nos dara las coordenadas del
nuevo vector que ha girado. En los ejes de abajo, se dibujard la elipse que es
imagen de la circunferencia unidad por la nueva matriz con los correspondientes
semiejes. En el experimento en directo se observa que a medida que el vector va
girando al encuentro del otro, la elipse pasa de ser una circunferencia a una elipse
cada vez mds delgada (con el semieje menor cada vez mas pequefio) hasta que en
el limite la elipse se colapsa en un segmento. En las Figuras 10 y 11 presentamos

dos momentos de este proceso: uno intermedio y el final.

08
0s
04
02

02
04
-06

Matrices

Mend
Peligenas M=

Aprox, Paligenal

Ve, Prop. | SVD.

r—.—

Seminjas

it

Figura 10: Los vectores columna de la matriz [ 06 097 ] y la elipse correspondiente.

08
0s
04
02

-02
04
-06
-08

Figura 11: Cuando los dos vectores de la matriz son linealmente dependientes la elipse

€s un segmento.
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Para una matriznx n, A, con 5 = --- =

como valores singulares:

s, = min || Ax ||
xi=1

<[]
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Orrialdea

5, mide lo “lejos o cerca” que estd A de ser singular. |
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Cuanto mads se parecen las dos columnas de A més pequeiio es s,. Lo grande

0 pequefio que sea este nimero nos da una idea de si las columnas de A son “muy

linealmente independientes” o “muy poco linealmente independientes”. En otras

palabras, s, nos da una idea de lo cerca o lejos que estd A de ser singular. De hecho

este es un resultado muy importante que podemos escribir, para dimensién n, de
la siguiente manera:

s, = min ||A- Bl (10.3)

rangB<n-1

Las implicaciones de este resultado en andlisis numérico son muy importantes.
Apenas veremos una en la préxima seccion.

4. Algunas aplicaciones de los valores singulares

Presentamos un par de campos donde los valores singulares tienen aplica-
ciones. Dentro de las matemadticas son fundamentales en calculo numérico, y en
especial, en élgebra lineal numéricas. Fuera de las mateméticas, mostramos su
utilidad en el tratamiento y compresién de imdgenes. Hay algoritmos muy efi-
cientes para la compresion de imdgenes que no usan los valores singulares, pero
mostraremos aqui esta utilidad mas que nada como una curiosidad.

Hay muchos otros dmbitos en los que los valores singulares aportan conoci-
miento. Basta, por ejemplo. escribir singular values and google en este buscador
de internet para comprobar la multitud de citas disponibles.

4.1 Calculo numérico

Los valores singulares son los objetos fundamentales para calcular el rango de
una matriz. Todo paquete de cdlculo numérico que se precie (MATLAB, MATHE-
MATICA, MAPLE, SCILAB,...) usa los valores singulares para determinar el
rango de las matrices y si son fiables los resultados que dichos paquetes devuelven
al resolver problemas tales como la resolucion de sistemas lineales, los ajustes por
minimos cuadrados o el cdlculo de valores propios.

Nos centraremos en el rango. Por el Teorema SVD sabemos que existen ma-
trices ortogonales Q; y O, tales que

QTAQ, = T = Diag(s, ..., s,).

Esto implica que rangA = rangX y éste es el nimero de valores singulares distintos
de cero.

Este es un resultado tedrico muy interesante pero cualquier persona con ciertos
conocimientos de cdlculo numérico podria argumentar que hay otros métodos més
econdmicos de calcular el rango de una matriz. Y es cierto, pero no mds fiables.
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En primer lugar, una de las consecuencias de la caracterizacion de s, en (10.3)
es que el conjunto de las matrices de rango completo es abierto porque todas las
matrices que estén a una distancia de A menor que s, tienen rango completo. Pero
es que ademds este conjunto también es denso. Consecuencia: como cualquier
calculo sobre una matriz sufre, cuando menos, de los errores de redondeo, rara
vez se calcula con la matriz dada exactamente sino con alguna aproximada. En el
supuesto de que la matriz dada sea singular, podria perfectamente darse el caso de
que la aproximada fuera no singular porque la densidad indica que tan cerca como
queramos de la matriz dada tenemos matrices no singulares. El célculo del rango
se vuelve, por este tipo de consideraciones, una verdadera pesadilla.

(En qué ayudan los valores singulares?. Uno de los resultados aportados por
Hermann Weyl es el siguiente resultado de perturbacién: sirangA = kyA = A+E
entonces ||E|? > s,% gttt s2. BEs decir, puede que rangA = n pero si los tltimos
valores n — k valores singulares son muy pequefios entonces jojo! puede que la
matriz real tenga rango k. Un buen paquete de cdlculo numérico deberia poner en
guardia al usuario sobre una situacién de este tipo para que éste pueda tomar las
decisiones pertinentes. No es posible disefiar un algoritmo para calcular el rango
de una matriz que pueda dar el resultado correcto con absoluta fiabilidad en todas
las situaciones posibles. Por ejemplo, el siguiente codigo de MATLAB calcula los
valores singulares de una matriz 20 X 20 de nimeros escogidos aleatoriamente en
el intervalo (0, 1) con distribucién normal. No se muestra la matriz producida, y
se muestra so6lo el valor singular s,(, para ahorrar espacio:

Tomamos una matriz aleatoriamente
A=randn(20);
echo off
Calculemos sus valores singulares
s=svd(A);
s(20)
ans =
0.0255
echo off
Segin este resultado el rango debe ser 20

rank (A)
ans =
20

El dltimo valor singular es s(20) = 0,0255. Una de dos, la matriz tiene rango
20 o es producto de una perturbaciéon A + E con ||E||; > 0,0255, con lo que no se
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pareceria nada a la matriz original. Lo mds probable es que la matriz tenga rango
20, y esa es la respuesta que produce MATLAB.

Ahora bien, consideremos este otro ejemplo con matrices de Hilbert. Las ma-
trices de Hilbert son de la siguiente forma:

1
H = ]’lllb(n), con hij = l-I-_]——l
Por ejemplo
1 1/2 1/3
Rilb(3) = | 1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

Son matrices no singulares y se conoce una férmula para el elemento que ocupa
la posicion (i, j) de la inversa de hilb(n):

(Y = (<1 + - 1)(" - 1)(” o 1)(i +i- 2)2.

n—j n—i i—1

El siguiente c6digo de MATLAB tiene como objetivo calcular los valores singu-
lares y el rango de una matriz de Hilbert de dimension 12:

Formamos la matriz de Hilbert 12x12
H=hilb(12);

echo off

Calculamos sus valores singulares
s=svd(H) ;

ans =

Columns 1 through 4

1.795372059561997e+00 3.802752459550370e-01
4.473854875218111e-02 3.722312237891171e-03
Columns 5 through 8
2.330890890217861e-04 1.116335748323230e-05
4.082376110364057e-07 1.122861066357240e-08
Columns 9 through 12
2.251964521323359%e-10 3.111347477116982e-12
2.650150683111359%e-14 1.055555522518574e-16
El rango es 12, pero
rank (H)

ans =
11
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Vemos que la respuesta de MATLAB es incorrecta. Claro s;; = 1,055 - 10716,
es practicamente cero. De hecho MATLAB no puede distinguir este nimero de
cero porque hace redondeo en la 16¢ cifra decimal devolviendo como respuesta
que el rango es 11. Es como si, teniendo en cuenta el resultado de Weyl, tomara
la decisidn (en realidad, la decision es del programador de MATLAB) de que la
matriz calculada es una perturbaciéon de una matriz de rango 11. En cualquier
caso, es el usuario el que debe tomar la decision oportuna. Los valores singulares
pueden ayudar a tomar esa decision.

4.2 Tratamiento de imagenes

En esta ultima parte, vamos a tratar muy super-
ficialmente el tratamiento de imagenes digitales.
Tomaremos como ejemplo el sugerente grabado
Melencolia de Albrecht Diirer (Figura 12). Hay
cantidad de informacidn sobre esta obra maestra de
Diirer en la web. La eleccion se debe a la manifies-
ta aficion del artista a las matematicas y en el hecho
de que este grabado retne un gran nimero de sim-
bolos matematicos. Asi, se puede distinguir una es-

Figura 12: Reproduccién fera, una semicircunferencia o un poliedro. Y so-
del grabado Melencolia I bre todo, en la parte superior derecha, un cuadrado
de Albrecht Diirer magico cuyo detalle se presenta en la Figura 13.

e,

Hay muchas leyendas en torno a los cuadrados
magicos y toda una tradicién de esoterismo. Hay
cuadrados magicos de todas las dimensiones a par-
tir de n = 3y, aparte de las propiedades mégicas
que se les atribuyen, tienen propiedades matemati-
cas interesantes. La propia definicién ya es una:
2, suman lo mismo todas sus filas, todas las colum-
T N nas, la diagonal y la contradiagonal.

del cuadrado

Figura 13: Detalle
madgico del grabado Melencolia.

Pero lo que nos interesa a nosotros ahora es que cada una de estas imdgenes
digitales no es mds que una matriz de “pixels”. En concreto, el cuadrado magico
estd almacenado en mi ordenador como una matriz de tamafio 359 x 371 pixels, y
el grabado, en el que centraremos nuesta atencion, es una matriz de tamafio 736 X
566 pixels. El objetivo es comprimir esta imagen sin perder mucha resolucion.
Es decir, tratar de conseguir la misma imagen, quizd con unos tonos de grises
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menores, con muchos menos datos.

Llamemos A a la matriz de tamafio 736 X566 que contiene los datos necesarios
para obtener la imagen de la Figura 12. Se necesitan, por tanto 416576 nimeros en
punto flotante (digamos, datos) para conseguir la imagen. ;Coémo se pueden usar
los valores singulares para obtener esta misma imagen con menos datos?. La idea
es la siguiente: De acuerdo con el Teorema SVD, existen matrices ortogonales U
y V tales que A = UXVT, siendo U una matriz de tamafio 736 x 736, V de tamafio
566 x 566, ambas ortogonales, y

= [ f) ], S = Diag(sy, 82, .. ., S566)s

con §; > 5, > - -+ > Ss66 l0s valores singulares de A.

El nimero de filas especificadas como cero en X es, cuando menos, 170 =
736 — 566, asi que las ultimas 170 ultimas columnas de U no juegan ningun pa-
pel. Vamos a denotar como U, la submatriz de U formada por sus primeras 566
columnas. Podemos escribir

A=USV". (10.4)

Si u; representa la i-ésima columna de U, y v/ la i-ésima fila de V' entonces
A= su!. (10.5)

Esto es facil de ver. Lo mejor es un ejemplo con nimeros mas pequefios. Supon-
gamos que A es 4 X 3 entonces

S1 T
1
52
A:[ul Uy Uz u4] vg =
0 0 O 3
S1 VIT
T —
[ul Uur l/t3] 52 V2 =
53 Vg
v
[ S1uy  Saupy  S3U3 ] Vg = SlulvlT + szu2vg + S3I/£3V§.
T
V3

Volviendo a nuestra matriz original, cada una de las matrices siu,»vl.T es de
tamafio 736 X 566, pero s6lo se necesitan 736 + 566 + 1 = 1303 datos para for-
marla: los 736 elementos de u;, los 566 de vl.T y 1 de s;. A la matriz siuiviT se le
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llama el i-ésimo modo de A. Asi s;u lvlT es el primer modo de A, szuzvg es el se-
gundo modo, etc. Estos modos no estdn determinados de forma dnica por A, pero
eso ahora no tiene importancia. Lo que si es importante es que algunos de estos
modos son méds dominantes que otros para formar la matriz A. Esto no es dificil
de comprender. Empecemos con un ejemplo sencillo. En la Figura 14 el vector
dibujado tiene componentes (0,1, 1). La segunda componente es dominante re-
specto de la primera de modo que la direccién dominante de este vector es la del
eje de ordenadas. Si la primera componente fuera del orden, digamos, de 10~ no
podriamos distinguir graficamente dicho vector del vector (0, 1).

Figura 14: Vector con la segunda componente dominante.

Algo parecido ocurre con la matriz A: las matrices u;v! son matrices de rango
1 de forma que determinan subespacios de dimension 1, que podemos identificar
con direcciones en R%%®. Ademds, debido a que los vectores u; y v; son ortogonales,
estas direcciones son mutuamente ortogonales. El valor s; nos da la coordenada
de A en la direccién u,v] . Si hay valores singulares mucho mayores que otros, las
direcciones de estos valores singulares son mas determinantes en la formacién de
A que las de los valores singulares pequeios.

Veamos como se concreta todo esto con la matriz A que contiene los datos de
la imagen de la Figura 12. El siguiente c6digo de MATLAB calcula los valores
singulares de A y matrices U y V que cumplen la condicién (10.4), y los dibuja
usando una escala logaritmica porque hay valores singulares muy grandes:

>>[U,S,V]=svd(X,0);

>> VI=V’;

>> semilogy(diag(S),’b-0’);

>> set(gca,’'XGrid’,’on’,’YGrid’,’on’);

El resultado es la grafica de la Figura 15. En ella se aprecia que los 100 primeros
valores singulares dominan a los 100 dltimos, por ejemplo. Aquellos son mas
determinantes en la formacién de la matriz A que éstos.
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Figura 15: Vector con la segunda componente dominante.

Aproximando A por la suma de sus primeros modos conseguimos matrices
que toman en consideracion las direcciones fundamentales de A. Las imagenes de
estas matrices deberdn parecerse a las de A a medida que el nimero de modos que
tomemos en consideracién aumente. Sin embargo, con pocos modos conseguimos
resultados bastante buenos. Observemos, antes de exponer los resultados, que, por
ejemplo, 150 modos requieren (recordemos que cada modo precisa de 1303 datos)
150% 1303 = 195450 datos; menos de la mitad de los datos necesarios para formar
la matriz A completa.

En las siguientes figuras se presentan dos imagenes: la de la izquierda es la
imagen original (Figura 12) formada con la matriz A y la de la derecha la de la
matriz obtenida sumando los primeros m modos de A, con m = 10,50, 100 y 150.

Figura 17: Imagen de Melencolia usando 50 modos: 65150 datos.(x 15 %)
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Figura 19: Imagen de Melencolia usando 150 modos: 195450 datos.(x 47 %)

Con 100 modos la resolucidn es bastante buena, pero con 150 modos (menos
de la mitad de los datos de la matriz original) no se distingue facilmente el original
de la copia.

Antes de acabar, es preciso insistir de nuevo que hay algoritmos mds econémi-
cos para el tratamiento de imdgenes y que no utilizan los valores singulares. Véase,
por ejemplo, [6].

5. Nota final

El GUI de MATLAB que sirvi6 para hacer la presentaciéon de la conferencia
cuyo contenido se recoge en estas notas esta disponible en la pdgina web del autor:

www.ehu.es /izaballa/paseo_por la_geometria05.

Se ha de tener en cuenta que, dada su complejidad, el GUI no estd completa-
mente depurado y una utilizacién incorrecta puede causar problemas. En la misma
pagina web hay disponibles unas notas para su utilizacién. Por supuesto, la pre-
sencia de MATLAB corriendo por debajo del GUI es imprescindible.

Agradecimiento: Estas notas, la conferencia y el GUI de MATLAB no habrian
sido realizadas si la invitacion de los organizadores, profesora Marta Macho y
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profesor Raul Ibafiez, de los magnificos ciclos que bajo la nombre de Paseos por
la geometria animan a profesores y estudiantes a acercarse a la matemadtica en su
vertiente divulgativa. Gracias Marta y Raul por vuestra consideracion y paciencia.
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