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A un siglo del descubrimiento de
“EL METODO” de Arquimedes
por Heiberg

por

Pedro Miguel Gonzélez Urbaneja

Hace ahora cien anos, el brillante helenista e historiador cientifico J.L.
Heiberg, con gran perspicacia y sagacidad, descubre, en novelescas cir-
cunstancias, y exhuma, tras una formidable labor de arqueologia mate-
matica, un palimpsesto que contenia la obra perdida de Arquimedes “EL
ME TODO”, un tratado singular en el que el cientifico de Siracusa revela
a la comunidad matematica alejandrina, en carta dirigida a Eratéstenes,
el método mecanico de investigacion que utilizaba en sus descubrimientos
y que habia omitido en todos los restantes escritos cientificos. Al contener
la via heuristica de la investigacién geométrica de Arquimedes, previa a
la demostracion por exhaucién, el hallazgo de Heiberg ha sido, quiza,
el suceso reciente mas importante para el conocimiento de la Geometria
griega.

Considero que hubo en aquel siciliano [Arquimedes]
mas inteligencia que la que parece que

haya podido producir la naturaleza humana.
Cicerén, De Republica, 1,14.

La imaginacién no actiia menos en un geémetra que crea

que en un poeta que inventa |[...].

De todos los grandes hombres de la antigiiedad, es acaso Arquimedes
el que méas merece figurar al lado de Homero.

D’Alembert, Discurso preliminar de la Enciclopedia.

Orbis, Barcelona, 1984. p.63.

Entre todos los trabajos que se refieren a las disciplinas matematicas,
parece que el primer lugar puede ser reivindicado por los descubrimientos de
Arquimedes, que confunden a las almas por el milagro de su sutilidad.

E. Torricelli, Opera geometrica, Florencia, 1644, Proemio.

Arquimedes es reconocido, con sorprendente unanimidad, por su geniali-
dad y originalidad, como el més importante de los matemaéticos de la antigiie-
dad. Sus principales obras fueron impresas y traducidas al latin por vez primera
entre 1503 y 1588, ejerciendo una decisiva influencia sobre la especulacién
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cientifica de esa época. En la centuria siguiente Stevin, Galileo, Cavalieri, Ke-
pler, Torricelli, Fermat, Wallis y Barrow y otros, reconoceran la inmensa deuda
con el “sobrehumano Arquimedes”, cuya obra, prodiga en asombrosos resulta-
dos y modelo de exposicion rigurosa, desarrolla una concepcién matematico
experimental que estd en la raiz de una tradicién cientifica —llamada después
Filosofia Natural y mucho mas tarde Fisica Matemdtica— que, retomada por
Galileo, establece las bases de la Revolucion Cientifica del siglo XVII, y en
particular constituye un sélido punto de partida tanto para la configuracion
de la nueva Fisica como para la invencién del Célculo Infinitesimal. Asi lo
seniala A. Koiré (en Estudios de Historia del Pensamiento Cientifico, Siglo
XXI, Madrid, 1971. p.44):

“Son la maduracion y la asimilacion de la obra de Arquimedes las
que sirven de base a la revolucion cientifica que se realizard en el
siglo XVII”.

Euclides y Arquimedes, las dos figuras méds importantes de la Matematica
griega, se sitian en el siglo III a.C. Si a Euclides le cabe el gran mérito de
la compilacién, ordenacién y sistematizacion de la Geometria griega elemen-
tal en Los Elementos, asi como la instauraciéon de un estilo de presentacion,
a Arquimedes se le considera como el investigador por excelencia, con una
ingente contribucién al engrandecimiento del patrimonio matematico de su
época, en una triple vertiente: la de la propia ampliacién considerable de los
conocimientos matematicos euclideos, la consolidacién del impecable procedi-
miento demostrativo, y, lo que desde el punto de vista heuristico es todavia mas
importante, la aplicacion de una metodologia nueva aplicada al descubrimiento
matematico.

En la actividad investigadora de Arquimedes se atinan los aspectos cienti-
ficos con los técnicos en una sintesis armonica que, elevandose a las mas altas
cotas del rigor, produjo extraordinarios resultados al complementar la investi-
gacién tedrica con las aplicaciones practicas. Arquimedes no descarta ningun
procedimiento técnico extraido de la Mecanica y de la Geometria del mundo
sensible sino que aprovecha cuanto habian desdenado o proscrito los platénicos
—lo infinitesimal, lo mecanico, lo operativo...—, y todo lo que le ofrece la rea-
lidad, por irregular y corpdrea que sea, como elementos de una investigacién
objetiva precedente, a la que sigue, bajo un espiritu de rigor euclidiano, la
convalidaciéon apodictica de todo cuanto en la fase inventiva anterior ha in-
tuido. Arquimedes lleva por tanto una doble actividad como matematico, la
inventiva y la demostrativa, pero en sus grandes tratados clasicos sélo da
cuenta de la segunda, produciendo una gran admiraciéon sus magnificos re-
sultados matematicos, pero también una gran perplejidad, ante la ocultacion
del camino seguido en la investigacion. Solo en una obra, El Método relativo
a los teoremas mecdanicos (cuyo largo titulo indicaremos por EL METODO),
Arquimedes, de una forma totalmente diferente a los esquemas metodolégicos
euclideos, con una brillante conjuncién de la Mecénica y la Geometria, re-
vela de forma heuristica, en una comunicacién a Eratostenes, las vias y los
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procedimientos mecédnicos que utilizaba en sus descubrimientos matematicos.
Desgraciadamente la obra de Arquimedes desaparecid, siendo recuperada por
J.L. Heiberg en 1906, de modo que aunque se intufa que Arquimedes utilizaba
un método singular y original en su investigacién, permanecié oculto durante
siglos.

Los escritos de Arquimedes son densas memorias cientificas en las que
se asumen, sin mencionarlos explicitamente, todos los resultados matematicos
concebidos anteriormente. Todos los escritos de Arquimedes son originales que
transcienden considerablemente la Matematica anterior y tienen la estructura
euclidea de empezar postulando las hipdtesis, a las que siguen las proposiciones
impecablemente demostradas, con una ocultacién (salvo precisamente en EL

MET ODO), que parece deliberada, del proceso inventivo.

Exceptuando ciertas obras menores (El Stomachion, El Libro de los Lemas
y El Problema de los bueyes), en los restantes tratados Arquimedes demuestra
importantes resultados sobre la determinacién de areas, volimenes y centros de
gravedad, que actualmente se obtienen con el Calculo Integral. La secuencia
logica y cronoldgica de los escritos de Arquimedes no es facil de establecer.
Enumeraremos y describiremos muy sucintamente el contenido de las obras
referentes a los temas mencionados segin el orden propuesto por J.L. Heiberg.

1. Sobre la Esfera y el Cilindro: resultados sobre la esfera, el cono y el
cilindro, en particular la legendaria propiedad de la razén de 2 a 3 entre
la esfera y el cilindro circunscrito, tanto en superficie total como en
volumen.

2. Sobre la Medida del Circulo: resultados sobre la equivalencia entre el
circulo y el tridngulo de base la circunferencia del circulo y altura el radio
(es decir, reduccién de la cuadratura del circulo a la rectificacién de la
circunferencia), y célculo aproximado de la razén entre la circunferencia
y el didmetro (valor aproximado del nimero 7).

3. Sobre Conoides y Esferoides: resultados sobre la razén entre segmentos
de elipsoides, paraboloides e hiperboloides de revolucion y los conos de
igual base y eje.

4. Sobre las Espirales: resultados sobre el area encerrada por las espiras de
“La Espiral de Arquimedes’ y rectificacién de un arco de la circunferencia
mediante esta curva.

5. Sobre el Equilibrio de los Planos: resultados sobre el centro de gravedad
de figuras poligonales, del segmento de parabola y del trapecio parabdlico.
Aunque es un tratado de Estatica, formalmente sigue la linea euclidea
con definiciones, postulados y demostraciones en los que ademés de con-
ceptos geométricos se utilizan el peso y el centro de gravedad de figuras.
En este escrito Arquimedes formula la famosa “Ley de la palanca™.

6. Sobre la Cuadratura de la Pardbola: resultados sobre la cuadratura de un
segmento de pardbola, primero mediante recursos de Estatica extraidos
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de Sobre el Equilibrio de los Planos y después mediante consideraciones
geométricas.

7. Sobre los Cuerpos Flotantes: resultados sobre la posicion de equilibrio de
un segmento de paraboloide de revoluciéon parcialmente sumergido en un
fluido. En este tratado, elaborado también a la manera euclidea, aparece
el famoso “Principio de Arquimedes” de la Hidrostatica.

8. El Método relativo a los teoremas mecdnicos donde Arquimedes pone de
manifiesto el procedimiento heuristico seguido en el descubrimiento de
los anteriores resultados.

Los resultados relacionados anteriormente son demostrados en general por
Arquimedes mediante el método de exhaucién, ideado por Eudoxo de Cnido.
Este método obliga a conocer previamente el resultado a demostrar, es de-
cir carece de valor heuristico, no sirve para encontrar nuevas verdades sino
solo para demostrar aquellas de las cuales ya se tiene un conocimiento pre-
vio. El método de exhaucién es pues un método de demostracién y no de
descubrimiento, precisando ser complementado a priori con otro método, ya
sea analitico o mecanico, para descubrir los resultados. Siendo esto asi, surge
de forma natural la pregunta acerca de cémo conocia y obtenia Arquimedes
los magnificos resultados que luego demostraba con un rigor absoluto, porque
en ninguno de los tratados cldsicos mencionados Arquimedes sugiere lo mas
minimo al respecto. Cabe decir que en los casos sencillos, Arquimedes puede
haber llegado intuitivamente a los resultados por via inductiva. Por ejemplo,
relacionando un poligono con el cuadrado construido sobre el didmetro de su
circulo circunscrito, sabiendo que las areas de dos poligonos regulares de igual
nimero de lados estdn en razén como los cuadrados correspondientes aludi-
dos [Euclides XII.1], razonando inductivamente resulta plausible que la misma
razén se mantenga para los propios circulos. Asi se aventuraria un resultado
[Euclides XI1.2] —ya conocido por Hipéerates de Quios—, que el método de ex-
hauciéon —aplicado por Eudoxo— confirmaria plenamente a posteriori. Pero el
alcance de la intuicién tiene sus limites:

e ;Cémo se puede intuir que “la superficie de la esfera es cuatro veces un
circulo maximo”?

e ;Cémo se puede inducir que “el area de la primera vuelta de la espiral
es un tercio del primer circulo”?

e ;Cémo se puede augurar que “el area de un segmento parabdlico es
cuatro tercios del area del tridngulo inscrito de la misma base y altura
sobre el eje”?

e ;Cémo se puede vaticinar que “el volumen del segmento de paraboloide
de revolucion es tres medios el del cono de igual base y altura”?

Ante estos sorprendentes descubrimientos, no es extrano que muchos ma-
tematicos creyeran, a lo largo de los siglos, que Arquimedes disponia de un
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método milagroso, la piedra filosofal del descubrimiento matematico. Cuando
en el Renacimiento y siglos posteriores tiene lugar la recuperacién, recons-
truccién y divulgacion del legado clasico griego y en particular se difunde un
entusiasta interés por las obras de Arquimedes, todos los estudiosos, impre-
sionados por estos trabajos, se plantean las anteriores preguntas, sintetizadas
en la formulacion de la siguiente:

e ;Cémo habia alcanzado Arquimedes sus impresionantes resultados sobre
cuadraturas y cubaturas, que luego demostraba rigurosamente mediante
el método de exhaucion?

Como bien senalé Galileo, en la préactica de la investigacion cientifica,
y en particular en la investigacion matemadtica, siempre existe un dualismo
metodico, dos momentos distintos y consecutivos en el proceder, la fase de la
invencién, intuitiva, no rigurosa y cargada de hipotesis, sugerencias, analogias,
argumentos plausibles y razonamientos informales, es el “ars inveniend:” o
via del descubrimiento; y la fase apodictica, donde se impone el rigor, el “ars
disserendi” o via de la demostracién. De ambas vias que son complementarias
en la investigacion cientifica, sdonde estd en Arquimedes el primer camino?

Ignorada por todos la forma en que Arquimedes habia alcanzado sus des-
cubrimientos, muchos matematicos albergaron la sospecha de que el genio de
Siracusa disponia de un método especial que aplicaba en sus investigaciones,
una via de descubrimiento que no surge ante el lector de sus obras y que
parece haber ocultado premeditadamente para la posteridad, “por audacia
perniciosa”; como diria Descartes en la Regla I'V de sus Reglas para la direccion
del Espiritu. Asi, por ejemplo, Torricelli manifiesta:

“Los geometras antiguos empleaban en sus demostraciones un mé-
todo diferente al sequido en la fase inventiva y procedian asi, entre
otras razones, para ocultar el secreto del arte”.

También Wallis, que tuvo a su cuidado una edicién de las Obras de Ar-
quimedes, publicada en Oxford en 1676, escribia:

“Al parecer Arquimedes ocultd adrede las huellas de su investi-
gacion, como si hubiera sepultado para la posteridad el secreto de
su método de investigacion”.

Asimismo Barrow, que se encargd también de una edicién en latin de las Obras
de Arquimedes, que se publicé en Londres en 1675, se manifestaba en estos
términos:

“Al no poder imaginar qué ingenio mortal pueda llegar a tanto
mediante la virtud del razonamiento, estoy sequro que Arquimedes
se vio ayudado por el Algebm, a la que conocia en secreto y que
ocultaba estudiadamente”.
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Izquierda: Busto de Arquimedes. Museo Nacional de Népoles. Es uno de los iconos
mas conocidos de Arquimedes.

Derecha: Sello de correo italiano de 2/5/1983 que reproduce el mismo busto junto a
un tornillo hidraulico ideado por Arquimedes.

Efectivamente Arquimedes poseia un método de investigacion, que plasmé
en su obra EL METODO, en la que mediante procedimientos reconocidos por
él mismo como no rigurosos, descubria sus famosos teoremas matematicos.
Pero fueron los avatares histéricos y no su voluntad, quien lo dejé oculto para
la posteridad.

LAS VICISITUDES HISTORICAS DE EL METODO
Y LA RECONSTRUCCION DE HEIBERG

Antes de su recuperacion en 1906, no se tenian mas que informaciones
bastante vagas sobre EL METODO de Arquimedes. Suidas, un escritor del
siglo X, alude a la obra, y sostiene que Teodosio de Tripoli, autor de Las
Esféricas, habia escrito un comentario al respecto. También Herén, en el siglo
I a.C., habia hablado de ella —~haciendo alusién a tres proposiciones— en su
Métrica, pero también este escrito se perdié, y no fue redescubierto, segun
Heath, hasta 1896 por H. Schéne de Constantinopla (aunque un fragmento de
la Métrica habia sido anteriormente recuperado en 1894 por P. Tannery). Por
todo ello sobre el real contenido de la obra de Arquimedes circularon las més
variadas hipotesis, hasta que, como vamos a ver, la perspicacia del historiador
de la ciencia danés J.L. Heiberg, Profesor de la Universidad de Copenhague,
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editor de las obras de Arquimedes y Apolonio y uno de los helenistas mas
competentes de Europa, cerré con éxito el asunto.

Schone habia visto atraida su atencién por una cita efectuada en 1899 por
el paledgrafo griego P. Kerameus —autor de un voluminoso catalogo de los ma-
nuscritos del Patriarcado griego de Jerusalén—, de un palimpsesto conservado
en la coleccion de manuscritos de la Biblioteca del Monasterio de Saint-Savas
en Palestina, donde se aludian a la presencia de algunas conocidas obras de
Arquimedes. Estas citas llegaron a los oidos de Heiberg, quien, confirmando
que se trataba de pasajes conocidos de Arquimedes, sospeché que podria con-
tener otros trabajos del cientifico. El intento de obtener el palimpsesto por via
diplomatica no dio resultado, lo que incité6 a Heiberg, en el verano de 1906,
a trasladarse a Constantinopla, adonde, mientras tanto, habia sido traslada-
do el manuscrito. Heiberg relataria poco mas tarde que N. Tsoukaladakis,
el bibliotecario del priorato del Phanar (el metochion del claustro del Santo
Sepulcro de Jerusalén), tuvo la amabilidad de facilitarle el acceso al manuscri-
to para estudiar el preciado documento e intentar transcribirlo. En el examen
Heiberg advirtié que el palimpsesto, aunque muy mutilado, era el mas comple-
to de todos los manuscritos existentes sobre obras de Arquimedes, y ademas,
aparecian en él textos nuevos que exigian para su estudio mucho maés tiempo
del disponible, por lo que sin hacer méas estudios de momento, fotografié el
manuscrito para estudiarlo con tranquilidad.

El excepcional documento contenia:

A. Partes considerables de algunos tratados de Arquimedes ya conocidos en
su totalidad (Sobre la Esfera y el Cilindro, Sobre la Medida del Circulo,
Sobre las Espirales 'y Sobre el Equilibrio de los Planos).

B. La mayor parte del texto griego del tratado Sobre los Cuerpos Flotantes
del que no se disponia mas que de una traduccién latina medieval reali-
zada a través del arabe.

C. El prefacio y dos proposiciones de un tratado completamente inédito, el
Stomachion, una especie de puzzle geométrico recreativo.

D. El texto igualmente inédito del tratado EI método sobre los teoremas
mecanicos.

No aparece en cambio ninguna huella de los tratados Sobre Conoides y
Esferoides y Sobre la Cuadratura de la Pardbola.

Heiberg se propuso utilizar todos estos materiales para la nueva edicién
de sus Archimedis Opera Omnia, que tenia en preparacién, pero en atencion
a la impaciencia de los estudiosos publicé en la revista Hermes (vol. XLII,
Berlin, 1907) —utilizando las notas y las fotografias que habia tomado— el texto

griego de EL METODO, junto con una reproduccién en facsimil de uno de los
folios del palimpsesto; acompanando, adema&s, notas y comentarios acerca de
las vicisitudes en torno a la obtencién del palimpsesto, asi como sobre las
caracteristicas y el estado en que se encontraba el documento, con el titulo:
FEine neue Archimedeshandschrift —Un nuevo manuscrito de Arquimedes—.
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De acuerdo con la descripcién de
Heiberg, el palimpsesto constaba de 185 ho-
jas, de las cuales 177 eran de pergamino y
las ultimas de la 178 a la 185 eran de pa-
pel del siglo XVI. A primera vista sobresalia
una escritura superior, que debia ser de los
siglos XII-XIIT (XIII-XIV segin Kerameus).
Se trataba de un devocionario con oficios
liturgicos o eucologio, escrito sobre textos
que reproducen algunos fragmentos de obras
de Arquimedes, en una tinta marrén claro.
Es decir, el amanuense que escribié el eu-
cologio aprovechd un material anterior, pero
por fortuna no raspé la escritura original,
sino que antes de escribir encima se limito
a lavarla. Heiberg, proveyéndose de una po-
tente lupa, consiguié leer las 177 hojas de
Portada de edicién de Heiberg pergamino, de las que 29 (los folios 7-13,
23-26, 51-54, 73-80, 83-86, 151-152) habian
Archi . sido completamente lavadas, no conservan-
rchimedes  Opera  Omnia . ..

o dose huella alguna de la escritura original,
(Leipzig, 1910-1913),  que 14 tenian otro tipo de letra y en algunas
incluye El Método sobre los habia palabras ilegibles. Contintia Heiberg
teoremas mecdnicos. diciendo que los escritos tienen letra boni-

ta y minuscula del siglo X, a dos columnas
de 24,4 cms. de altura por 6,8 cms. de anchura y alrededor de 35 lineas por
columna,; las letras iniciales de cada fragmento son grandes y retiradas saliendo
del borde; los titulares son mayisculas; la escritura no es regular en general
y contiene muchas abreviaturas y expresiones taquigraficas, de modo que el
amanuense domina un sistema de abreviaturas y otro taquigrafico, utilizando
ambos de forma caprichosa. Falta con frecuencia la iota suscrita, aunque los
acentos y espiritus constan en general; no asi los signos de puntuacién que
suelen faltar. En el documento aparecen figuras geométricas con letras, pero
son dibujadas a la ligera, nunca completadas y sélo esbozadas. El folio 41% es el
mas claro, por ello es el inico que reproduce Heiberg en facsimil. El amanuense
del escrito superior habia cambiado el orden de los folios y los habia puesto
en una sucesion arbitraria; habfia separado las hojas de folio pequeno del ma-
nuscrito originario y las habia plegado en dos para pasar de folio a cuartilla,
perdiendo lineas y cambiando la direccion de las mismas.

A partir de estos detalles justo es ponderar el mérito poco comun de la
publicaciéon de Heiberg. El sabio danés tuvo que descifrar con lupa, letra por
letra, un texto muy poco legible, reconstruir figuras semiborradas y restablecer
el orden profundamente variado de las hojas.

Ademads, Heiberg tuvo que rectificar, en concisas notas, un gran nimero
de errores manifiestos, introducidos por el copista, asi como indicar sumaria-

de las Obras de Arquimedes,
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Izquierda: Imagen venerable de Johan Ludving Heiberg (1854-1928).
Derecha: Péagina 41' del palimpsesto encontrado por Heiberg con la obra El Método
sobre los teoremas mecdnicos (Eine neue Archimedeshandschrift) en la revista Hermes,
vol. XLII, Berlin, 1907.

mente en qué orden de ideas se pueden colmar las pequenas y grandes lagunas
que aparecen en el texto. A este respecto comenta J.L. Heiberg que el modo
de pensar de Arquimedes estd tan claro que es posible rellenar las lagunas
con seguridad casi absoluta, y ademds, uno puede, a través de presunciones,
completar demostraciones matematicas que se habian perdido.

La publicacién de Heiberg comienza con una introduccién erudita y acaba
con un comentario, donde resalta el elevado interés cientifico, heuristico e
histérico del nuevo tratado, El método sobre los teoremas mecdnicos, pondera
su importancia como obra metodolédgica, la sitia cronolégicamente en la obra
y en el pensamiento de Arquimedes y aporta conclusiones muy interesantes
de caracter histérico y didéactico sobre la manera de trabajar de Arquimedes
y sus predecesores.

La exhumacion de la obra perdida de Arquimedes El método sobre los
teoremas mecdnicos, fruto de la labor investigadora de Heiberg y comentadora
de otros historiadores de la ciencia (H.G. Zeuthen, T. Reinach, E. Rufini, P.
Ver Eecke, F. Vera, J. Babini, ...,) es probablemente el descubrimiento mas
importante de los dltimos tiempos para el conocimiento de la Historia de la
Geometria griega en general y del genio de Arquimedes en particular.
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Resultados de EL METODO de Arquimedes
obtenidos por el método mecanico

I. Determinacién de la cuadratura del segmento parabdlico, obteniendo
que el drea del mismo es cuatro tercios del tridngulo de igual base y
altura.

II. Determinacién de la equivalencia de la esfera con el cuaddruplo del
cono (resp. con los dos tercios del cilindro) de base el circulo maximo
de la esfera y de altura el radio (resp. el didmetro), de donde se intuye
que la superficie de la esfera equivale a cuatro de sus circulos méaximos,
ya que, como todo circulo equivale al triangulo cuya base es igual a la
circunferencia y la altura es igual al radio (Sobre la Medida del Circulo,
Prop.1) se debe suponer que toda esfera equivale a un cono cuya base
es equivalente a la superficie de la esfera y cuya altura es igual al radio.

ITI. Determinacién de analogas equivalencias que en la Proposicién I1,
entre un elipsoide de revolucién, un cono y un cilindro.

IV. Determinacién de la equivalencia entre un segmento de paraboloide
de revoluciéon, de base perpendicular al eje, y los tres medios del cono
de igual base y eje que el segmento.

V.  Determinacién del centro de gravedad de un segmento de
paraboloide de revolucién.

VI. Determinacion del centro de gravedad de un hemisferio.

VII. Determinacion de la razén entre un segmento esférico y el cono
de igual base y altura.

VIII. Determinacién de la razén entre un segmento de elipsoide de
revolucion y el cono de igual base y altura.

IX. Determinaciéon del centro de gravedad de un segmento esférico.

X. Determinacion del centro de gravedad de un segmento de elipsoide
de revolucion.

XI. Determinacién del volumen y centro de gravedad de un segmento
de hiperboloide de revolucién.

XII-XIII. Determinacién de la equivalencia de la una cilindrica y la
sexta parte de todo el prisma circunscrito al cilindro.

XIV. Determinaciéon mecanico-geométrica del volumen de la una
cilindrica.

XV. Determinacién geométrica (por el método de exhaucién) del vo-
lumen de la una cilindrica.

XVI. Determinacién mecédnica de la equivalencia de la béveda cilindrica
y los dos tercios del cubo correspondiente.
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Las vicisitudes del palimpsesto de Arquimedes no acabaron con el trabajo
de Heiberg, ya que entre 1907 y 1930 se desconoce su ubicacién, y se cree
que pudo haber sido robado. Durante este periodo, quizad después de 1929,
un falsificador de cuadros copia en pan de oro, en cuatro paginas del libro
que contiene los manuscritos, retratos medievales de angeles, seguramente con
la intenciéon de que al embellecer el documento se incrementaria su precio,
ignorante —es de suponer—, de su contenido en obras de Arquimedes. Hacia
1930 un coleccionista de antigiiedades francés viaja a Estambul y compra el
manuscrito a un negociante local. Se especula que el nuevo propietario intento
sin éxito venderlo a la Biblioteca Nacional de Paris y a la Biblioteca Britanica
de Londres, de modo que, a partir de entonces y durante varias décadas se
desconoce su paradero.

En 1971 el profesor de Clésicas de Oxford, Nigel G. Wilson, examina una
hoja de un viejo manuscrito de la Biblioteca de la Universidad de Cambridge y
la identifica como una pagina del desaparecido manuscrito de Arquimedes, que
Heiberg habia fotografiado y trascrito hacia 65 anos. Wilson incluso conjetura
que cuando el erudito alemdn Constantine Tischendorf describe en un libro de
viajes de 1846 el “haber visto un palimpsesto que trata de Matemdticas”, en la
Biblioteca del Patriarcado griego en Constantinopla, se trataba del palimpsesto
de Arquimedes; y es més, ademas de verlo, lo mutilé, “como un vdndalo” —dice
Wilson—, arrancando una pagina para examinarla, ya que su albacea vendié la
citada hoja, en 1876, a la Biblioteca de la Universidad de Cambridge, donde
se conserva y esta catalogada como Cambridge University library. Ms. Add.
1879.23. La hoja en cuestion, a la que le falta la mitad, conserva, con algunas
lagunas, parte de las Proposiciones 35 a 37 del Libro I de Sobre la Esfera y el
Cilindro.

Después de varios estudios y averiguaciones, realizados a partir de 1991,
los duenos franceses del manuscrito consiguen sacarlo a subasta, el 28 de oc-
tubre de 1998, en la casa Christie de Nueva York, al precio de dos millones de
dolares. El dia anterior de la venta, tanto el gobierno griego como el patriar-
cado griego emitieron un requerimiento en un desesperado intento de parar la
subasta, argumentando que el documento habia sido robado. La demanda fue
desestimada y la venta se llevd a efecto. De la investigacién realizada por los
tribunales resultaba que el manuscrito estaba en poder de la coleccién privada
francesa al menos desde 1960, aunque los propietarios aducian que pertenecia
a su familia desde 1920. El documento es adquirido por un comprador desco-
nocido.

A partir de las informaciones, la descripcién y las fotografias que hizo
Heiberg, comparando con su estado presente, se sabe que el manuscrito se
ha deteriorado de forma considerable, a lo largo del siglo XX. Ademas de la
interpolacion de los dngeles, le faltan diversas hojas y otras estan afectadas
de forma severa por el moho, de modo que en bastantes areas el texto ha
desaparecido de forma irremediable.
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Algunos de estos datos son suministrados por el propio Wilson en el
articulo: “Archimedes: The Palimpsest and Tradition”, Byzantinische Zeit-
schrift, 92 (1999) 89-101.

En la actualidad, el manuscrito pertenece a los fondos del Walters Art
Museum de Baltimore, donde un equipo de expertos y eruditos lo limpian,
restauran y digitalizan con la iltima y mas refinada tecnologia, en un magnifico
proyecto de paleografia matematica que se piensa concluir en el préximo ano
2007, y que se coronara con una nueva y grandiosa edicién completa de las
Obras de Arquimedes, que se cree, mejorara notablemente las ahora existentes.

Informacién sobre este proceso va apareciendo en la pagina web:
http://www.archimedespalimpsest.org/scholarship wilsonl.html
y siguientes, en un articulo titulado: The Archimedes Palimpsest: A Progress
Report, by Nigel Wilson of Lincoln College Ozford.
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La Cuadratura de un segmento parabdlico en Archimedis Opera Ommnia de J.L.
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EL METODO DE ARQUIMEDES
DIRIGIDO A ERATOSTENES

PROPOSICION 1. Cuadratura del segmento parabdlico

Sea ABC un segmento parabdlico comprendido entre la recta AC y la
seccion ABC' de un cono rectangulo (pardbola); dividase AC' por la mitad
en D y trdacese la recta DBE paralela al diametro de la pardbola, y
uniendo B con A y B con C, trdcense las rectas AB y BC.

El segmento parabolico ABC' es cuatro tercios del tridangulo ABC.

Tréacense por los puntos A y C la recta AZ paralela a DBE y la C'Z tangente
al segmento parabdlico en C; prolénguese C'B hasta Ty sea KT igual a CK.
Considérese C'T' como una palanca, siendo K su punto medio, y sea M una
recta paralela a ED.
Puesto que C'BA es una parabola y que C'Z es tangente a ella “la subtangente
relativa a un punto de la pardbola es doble de la abcisa de este punto”, es decir
EB esigual a BD.
De la semejanza de los triangulos ZKC, MNC' y EBC, asi como K AC, NQC
y BDC se deduce [Euclides V1.4] las igualdades de segmentos: MN = NQ y
ZK =KA al ser EB = BD.
Aplicando una relacién conocida
que Arquimedes habia demostrado
7 en la Proposicion V de Sobre la
T Cuadratura de la Pardbola resulta
H que CAJ/AQ = MQ/QO, y sien-
do semejantes los tridngulos
E ACK 'y QCN se tiene:

X CA/AQ = CK/KN, pero al
0 3 ser iguales los segmentos CK y
TK, resulta la igualdad de razones
A Q D c TK/KN = MQ/QO, relacién
geométrica bésica para aplicar el

método mecanico de la palanca.
En efecto, puesto que el punto N es el centro de gravedad de la recta M@, por
ser M N igual que N@Q, si tomamos la recta VH igual a QO de manera que
su centro de gravedad sea el punto 7', es decir, de modo que sea VT igual que
TH, la recta VI'H estara en equilibrio con la recta MQ “que permanece en
su lugar”, por estar TN dividida por el punto K en partes que estan en razén
inversa a los pesos VH y M@ [Sobre el Equilibrio de los Planos 1.6], y por lo

tanto K es el centro de gravedad del conjunto de ambos pesos.

Anéalogamente si en el tridngulo AZC' se trazan tantas paralelas como se quiera
a ED, éstas, “permaneciendo en su lugar”, estaran en equilibrio con los segmen-
tos determinados sobre ellas por segmento parabdlico y trasladados al punto

T, de manera que el centro de gravedad de unas y otros sera K.
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Ahora bien, las rectas trazadas en el tridngulo AZC “componen” el propio
tridngulo y los segmentos rectilineos obtenidos en segmento parabdlico del mis-
mo modo que OQ “componen” el segmento parabolico ABC’; por lo tanto el
tridngulo AZC, “permaneciendo en su lugar”, estard en equilibrio, respecto
del punto K, con el segmento parabdlico trasladado hasta tener su centro de
gravedad en T, de manera que el centro de gravedad del conjunto de ambos
sera el punto K.

Dividase ahora C'K por el punto X de manera que sea C'K sea el triple de K X,
el punto X serd entonces el centro de gravedad del tridngulo AZC' [Sobre el
Equilibrio de los Planos 1.14], y puesto que el tridngulo AZC', “permaneciendo
en su lugar” estd en equilibrio, respecto del punto K, con el segmento parabdlico
ABC, trasladado con centro de gravedad en T', y que X es el centro de gravedad
del tridngulo AZC| se verifica, por consiguiente, que la razén del tridngulo AZC'
al segmento parabdlico ABC' colocado alrededor del centro T es igual a la razén
de TK a KX. Ahora bien, siendo TK triple de KX, el tridngulo AZC' seréa
triple del segmento parabdlico ABC'. Ademas, el tridngulo AZC' es cuadruple
del triangulo ABC, ya que ZK es igual que KAy KA es doble de BD al ser
AD igual que DC, luego el segmento parabdlico ABC equivale a cuatro tercios
del triangulo ABC.

DIVERSAS VERSIONES DE EL. METODO DE ARQUIMEDES

A. Poco después de la primera publicacion de Heiberg en la revista

Hermes del texto griego de EL METODO, en 1906, el mismo Heiberg y el
historiador de la ciencia H.G. Zeuthen publicaron el 27 de junio de 1907 en
el volumen VII de la Bibliotheca Mathematica de Teubner, pags. 321-363, en
Leipzig, la primera traduccién a lengua vernidcula, al aleman, de la obra de
Arquimedes, con el titulo Eine neue Schrift des Archimedes (Un nuevo escrito
de Arquimedes), con una introduccién erudita y un comentario de contenido
historico y matematico de Zeuthen. En esta traduccién se conservan las figuras
originales del primer texto de Heiberg y en particular la tipografia de las letras
en griego.

B. Mientras tanto, T. Reinach tenia practicamente ultimada una traduccion
al francés de la obra de Arquimedes, que crefa que seria la primera traduccion
del texto griego. Aunque se le adelanté el propio Heiberg y Zeuthen, Reinach
continud la empresa porque segin sus palabras “todos los sabios franceses
que se interesan en la historia de las Matemdticas no saben alemdn y ademads
porque el Senor Zeuthen se ha contentado con traducir literalmente lo que sub-
siste del texto original, mientras que yo me he esforzado en llenar, al menos
por el sentido, todas las lagunas grandes o pequenas”. Reinach publica su tra-
duccién en Parfs en los ntimeros de 30 de noviembre y 15 de diciembre del
tomo XVIII de la Revue général des Sciences pures et appliquées, con el titulo
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Un traité de Géométrie inédit d’Archiméde (Restitution d’aprés un manuscrit
récemment découvert). En la traduccién de Reinach se conserva la tipografia
griega en las letras de las figuras, pero las relaciones geométricas se expresan

mediante los simbolos del Algebra ordinaria actual. Las notas, sobre todo las
de caracter matematico, son abundantes y facilitan la inteleccion del texto de
Arquimedes. A esta traduccion acompana una breve introduccién de caracter
matematico, asi como una sucinta nota preliminar de indole histérica en la que
el autor sitia a Arquimedes como verdadero precursor de Newton y Leibniz en
la gestacion del Calculo Infinitesimal. Un resumen de la traduccion de Reinach
publicé poco después en ruso la Sociedad Mathesis de Odessa y en inglés The
Monist de Chicago.

C. Heiberg termina de publicar en 1913 la segunda edicién de su Archimedis
Opera Omnia, donde en el volumen II aparecerd una nueva versién bilingiie
en griego y en latin de la obra de Arquimedes. Por la autoridad conferida
por Heiberg, esta publicacion se debe considerar como la Editio Princeps de la
obra de Arquimedes (aunque sea posterior a la primera publicacién de 1906 en
la revista Hermes) y por ende es a partir de ella que se debe realizar cualquier
nueva traduccion.

D. El célebre historiador de la matemaética griega T.L. Heath publica en
1912 en Cambridge University Press una version en inglés de FL METODO
de Arquimedes con el titulo The Method of Archimedes recently discovered by
Heiberg (a supplement to the works of Archimedes, 1897). La traduccién de
Heath tiene muy pocas notas, hace una trascripcion latina de la tipografia
de las letras de las figuras, sustituye el lenguaje retérico por los simbolos
algebraicos y sélo reconstruye algunas lagunas del texto griego original. Tam-
bién estd acompanada de una breve nota introductoria de caracter historico y
matematico. Esta traduccién también se incorporé a The Works of Archimedes
with the Method of Archimedes, editado por Heath en Dover Publications (New
York, 1953). Hay una edicién mas actual de Dover Publications (New York,
2002).

E. El ingeniero y matemaético francés editor de las obras de la mayor parte
de los més importantes mateméticos griegos Paul Ver Eecke, publica (Vaillant-
Carmanne S. A, editeur, Lieja, 1921) una traduccién al francés de EL METODO
de Arquimedes, que incorpora a sus Oeuvres completes d’Archimeéde. El texto,
que conserva el lenguaje retérico original de Arquimedes, tiene abundantes y
generosas notas de caracter historico y matematico.

F. El matematico italiano Enrico Rufini publica en 1926 en Casa Editrice
Alberto Stock de Roma una obra muy completa sobre EL METODO de Ar-
quimedes prologada por F. Enriques y titulada I METODO d’Archimede e
le origine dell’analisi infinitesimale nell’antichita. Esta traduccién al italiano
lleva una interesante introduccién histérica sobre el desarrollo del Analisis
Infinitesimal hasta Arquimedes. E. Rufini utiliza un lenguaje totalmente alge-
braico y transcribe al latin la tipografia griega de las figuras. Hay una nueva
edicion de Feltrinelli, Milan, 1961.
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EL METODO DE ARQUIMEDES
DIRIGIDO A ERATOSTENES

PROPOSICION 11: Cubatura de la esfera

Toda esfera es cuddruple del cono cuya base sea igual al circulo mdximo
de la esfera y cuya altura sea igual al radio de la esfera; a su vez el
cilindro cuya base sea igual al circulo mdzimo de la esfera y cuya altura
sea tgual al didmetro de la esfera, es igual a vez y media la esfera.

Sea una esfera cuyo circulo maximo sea

ABCD, siendo AC' y BD dos didmetros

perpendiculares. Sea también en la es-

fera un circulo de didmetro BD, perpen-

v D w dicular al circulo ABCD; y a partir de

V \ ese circulo constriyase un cono que ten-

& ga por vértice el punto A. Prolongada la

T| > - x superficie del cono, cértese éste por un

plano que pase por C' y sea paralelo a

F X la base, que dara un circulo perpendi-

cular a AC, cuyo diametro serd la rec-

ta EZ. Constriyase después a partir de

L ™ E este circulo un cilindro de eje igual a AC

y sean EL y ZH generatrices del mismo.

Prolénguese C'A y témese en su prolon-

gacion una recta AT igual a ella, y considérese C'T" como una palanca cuyo

punto medio sea A. Tracese una paralela cualquiera M N a BD, que corte al

circulo ABCD en @ y O, al didmetro AC' en S, a la recta AE en Py a la

recta AZ en R. Levéntese sobre la recta MN un plano perpendicular a AC,

que cortard al cilindro segun el circulo de didmetro M N, a la esfera ABC'D

segun el circulo de didmetro QO y al cono AEZ segun el circulo de didmetro

PR.

De la geometria de la figura Arquimedes va obteniendo:

AQ?* = AC - AS|Euclides 111.31], AQ* = QS? + SP?[Buclides 1.47).

MS-SP=AC-AS = AQ* = QS? + SP2.
AT/AS = MS/SP = MS?*/MS - SP = MS?/(QS? + SP?).

Sean ahora ¢(MN), ¢(QO), ¢(PR) los circulos de didmetro M N, QO, PR,
respectivamente.
AT MS? MN? ¢(MN)

AS = = Euclides X11.2
AS QS2 —+ SP2 QOQ + PR2 C(QO) i C(PR) [ wclides ]

relacion geométrica bésica para emprender el método mecanico de la palanca:
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el circulo ¢(M N) del cilindro, “permaneciendo en su lugar” estard en equilibrio
respecto del punto A (fulcro de la palanca) con los circulos ¢(QO), ¢(PR)
trasladados y colocados sobre el punto T, de tal manera que el centro de
gravedad de cada uno de ellos sea T'.

Realizando el mismo proceso para todas las paralelas M N a EZ y los circulos
que se obtienen sobre la esfera, el cilindro y el cono, resulta que “llenados”
con tales circulos el cilindro, la esfera y el cono, el cilindro, “permaneciendo en
su lugar”, estard en equilibrio, respecto del punto A, con la esfera y el cono
juntos, trasladados y colocados sobre la palanca en el punto T, de manera que
el centro de gravedad de cada uno de ellos sea T'. De aqui aplicando la Ley de
la Palanca [Sobre el Equilibrio de los Planos 1.6 y 1.7] resulta que: “la razén del
cilindro a la esfera y el cono juntos, serd la misma que la razon de AT a AK”.
Desarrollando  simbélicamente los cédlculos que Arquimedes describe
retéricamente, sean:

e = esfera ABCD. ¢ = cilindro de didmetro EZ y generatrices EL, ZH.

d = cilindro de diametro BD y generatrices XF, WV.

a = cono cuya seccién es el tridngulo AEZ; b = cono cuya seccién es el
triangulo ABD.

Aplicando el método mecdnico Arquimedes muestra que ¢ = 2(e 4 a). Pero
como segun Fuclides XI1.10 se verifica que d = 3b y ¢ = 3a, se tiene: a = 2e.
Ahora de des XII.12 resulta: a = 8b y de Fuclides XII.14 se obtiene: ¢ = 2d.

Combinando los resultados se obtiene finalmente: e = 4b, d = (3/2)e.
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En idioma castellano se dispone de las siguientes ediciones:
H. FEl Método de Arquimedes de J. Babini. EUDEBA 1966. Esta obra, que

es la primera version castellana de EL METODO, tiene una interesante in-
troduccion sobre el valor metodoldgico que tiene la obra dentro de toda la
creacién cientifica arquimediana, asi como la importancia capital que ocupa
en la génesis y desarrollo del Célculo Integral. El hecho de que traduccién no
sea directa desde el original griego sino a través de la versién inglesa de Heath,
la francesa de Ver Eecke y la italiana de Rufini, le resta fidelidad, lo que se
potencia aun més por la utilizacién excesiva del Algebra en sustitucion del
lenguaje retérico original. Las letras de las figuras son caracteres latinos.

I. El Método de Arquimedes incorporado a las otras obras de Arquimedes
en la recopilaciéon de F. Vera en la obra Cientificos griegos, Aguilar, Madrid,
1970. Esta version es una traducciéon muy libre de la obra de Arquimedes, pero
tiene como compensacion un elenco de notas histéricas y matematicas de gran
interés. La tipografia de las letras de las figuras es latina.

J. El Método de Arquimedes, con introduccién y notas de L. Vega. Alianza
Editorial, Madrid, 1986. Esta obra es una traduccion bastante fiel al texto
griego original, pero adolece de excesiva parquedad en las notas textuales,
histéricas o matematicas. Conserva la tipografia griega en las figuras y tiene
una breve introduccién sobre la figura de Arquimedes en la matemaética griega,
asi como sobre los métodos y la idea de demostraciéon en Arquimedes.

K. El autor de este articulo, junto con el Catedratico de Griego Joan Vaqué
Jordi, publicaron en 1992, como ntimero cuatro de la Coleccion Cldsicos de las
Ciencias, que co-editan la Universitat Autonoma de Barcelona y la Universitat
Politecnica de Catalunya, una edicion critica de EL METODO de Arquimedes,
con el titulo El Método relativo a los teoremas mecdnicos de Arquimedes.

La traduccion ha sido realizada sobre el texto establecido por Heiberg en
su Archimedis Opera Omnia, asumiendo, por supuesto sus autorizadas conje-
turas. Nos hemos esforzado en conseguir una version literal, fiel al estilo de
Arquimedes, sin més limite que el inexcusable respeto a la estructura y genio
de la lengua castellana.

Las notas de la traduccion se han clasificado en tres tipos, segin su
caracter y finalidad:

e DidA4cticas: explican razonamientos con expresiones matematicas en ter-
minologia moderna

e Historicas: intentan enriquecer la traduccién del texto con breves in-
dicaciones de erudicion histérica relacionadas con el pasaje en cuestién
—génesis de sus ideas, contraste con otras coetaneas, influjo ulterior, etc.—
Son necesariamente breves, remitiendo, para mayor ampliacién, a algun
apéndice o a alguno de los textos de la bibliografia.

e Critico-textuales: puntualizan el texto original, justificando la sustitu-
cién de alguna expresién (cuya traduccién literal resultaria ininteligible)
por otra equivalente
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Esta edicién consta, ademas de un facsimil de la obra completa y la tra-
duccién anotada aludida, una introduccién donde se describen las vicisitudes
historicas de su soporte fisico y la reconstruccién por Heiberg; se subraya
su importancia historica y su aporte al patrimonio matemaético griego, y en
particular, su encuadre en el contexto de la magna obra de Arquimedes, so-
bre todo en relacién con cuestiones epistemoldgicas en torno a la dualidad
Descubrimiento-Demostracion. También se compone esta edicién de una serie
de apéndices que tienen la finalidad de acortar las notas y concentrar material
de frecuente consulta. En ellos se sitian los antecedentes histéricos; se hace
un analisis critico del método mecdnico de Arquimedes; se ilustra el método
de exhaucion con su aplicacion a dos ejemplos significativos: la Cuadratura
de la Espiral y la Cuadratura de la Pardbola; y se estudia la influencia de
Arquimedes en la génesis del Calculo Integral —el método mecdnico sobre los
Indivisibles e Infinitesimales de la etapa empirica del Calculo del siglo XVII y
del método de exhaucion sobre los limites y la aritmetizacion del Analisis del
siglo XIX-.

Finalmente, hay un glosario que cataloga los términos griegos especifica-
mente matematicos, con su traduccion y notas que profundizan en su aspecto
semantico.

Termina esta edicion con una extensa Bibliografia, cuidadosamente selec-
cionada, sobre el autor, la obra, las diversas ediciones, su génesis y su reper-
cusién ulterior.

ARQUIMEDES ARQUIMEDTS
El método relativo a los
teoremas mecanicos

La viz heuristlca de los descubrimlentos ST e
mateméticos de Arquimedes (METORE DARQUIMEDLS
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Pedro Miguel Gonzdlez Urbaneja
Joan Yaqué Jordi
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Universitat Audnoma da Barcalona
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Unkerstat Politicnica oo Camunya
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En idioma catalan se dispone de la siguiente edicién:
K. Los mismos autores de la tultima edicién castellana publicaron en la
Col-leccio dels Classics Grees i Llatins instituida per Francesc Cambo (Fun-
dacid Bernat Metge, Barcelona, 1997) una edicién critica en cataldn de EL
METODO de Arquimedes, con el titulo Métode d’Arquimedes sobre els teore-
mas mecanics dedicat a Eratdostenes.

La traduccién ha sido realizada, directamente al catalan desde el griego
—el texto establecido por Heiberg—. Para la introduccion y los apéndices se ha
utilizado la versién castellana, también para las notas, aunque, por la natu-
raleza de la Coleccion Bernat Metge, en éstas se ha abundado més en cues-
tiones semanticas y filolégicas. Ademas, se ha anadido una extensa biografia
de Arquimedes, entre la historia veridica y las leyendas roménticas, con nu-
merosos datos de erudicién, extraidos de eximios historiadores y escritores de
la antigiiedad —Tito Livio, Plutarco, Polibio, Cicerén, Valerio Maximo, Silio
Itélico, Giorgio Valla, FEutocio, Zonaras, Tzetzes, entre otros—. Finalmente, se
han agregado cuatro apéndices con la reconstruccion de las lagunas de las
proposiciones VI, VII, XIII y XV.

ANALISIS CRITICO DEL METODO MECANICO DE ARQUIMEDES

Es interesante hacer un analisis de la estructura interna del proceso discur-
sivo de Arquimedes en FL ME TODO, a través de un planteamiento abstracto
de las diversas fases del método mecanico, a fin de que, aunque Arquimedes
reconozca que:

“..la investigacion hecha por este método no comporta demostracion....”,

intentar dilucidar la cota de rigor que subyace en cada una de esas fases.
La esencia del método mecanico se deduce de cualquiera de los problemas
que Arquimedes trata en FL METODO. Se pueden considerar tres fases. En
una primera fase, puramente geométrica, seleccionados los objetos geométricos
pertinentes, se procede a la comparacion de secciones del cuerpo —llamados
Indivisibles— cuyo volumen es objeto de investigacién, con otras secciones de
cuerpos ya conocidos. Sea determinar el volumen de un sélido S, cuyas sec-
ciones s, determinadas por un sistema de planos paralelos, son comparadas
con las secciones t, de un sélido conocido T'. Arquimedes fija la posicién de
los extremos y punto de apoyo de una palanca y obtiene, en virtud de las
propiedades geométricas conocidas de .S y T', una relaciéon geométrica:

s/t =k/h,

donde h es la distancia fija del extremo de la palanca al punto de apoyo y k
la distancia de la seccion ¢t —de su centro de gravedad— al punto de apoyo.

A continuacion se entra en la segunda fase del método, la fase mecédnica, en
la que aplicando consideraciones estaticas que Arquimedes habia desarrollado
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en su tratado Sobre el Equilibrio de los Planos, establece que la seccion ¢ del
sélido T', “permaneciendo en su lugar”, equilibra, respecto del fulcro de la
palanca, a la seccién s del solido S, trasladada a una posicién de forma que
su centro de gravedad sea un extremo de la palanca.

Hasta aqui el desarrollo l6gico e intuitivo seguido por Arquimedes es to-
talmente riguroso, ya que es consecuencia légica de los postulados admitidos y
de los teoremas demostrados en otros tratados. Pero Arquimedes entra ahora
en una tercera fase en la que dice que las secciones s y t “llenan o componen”,
respectivamente, los sélidos S y T, de manera que repitiendo la operacion
anterior para todas las secciones paralelas, el sélido T' “permaneciendo en su
lugar”; equilibrara, respecto del fulcro de la palanca, al sélido S trasladado a
una posicién de forma que su centro de gravedad sea un extremo de la palanca.
Por tanto, conociendo el centro de gravedad de las figuras y el volumen de una
de ellas, su posicién de equilibrio permitira encontrar el volumen de la otra.

Si en lugar de sélidos se consideran figuras planas, el proceso es similar
considerando un sistema de rectas paralelas —Indivisibles planos—, que deter-
minan sobre las figuras unas cuerdas que llenan o componen las figuras.

Esta claro que la clave del método mecéanico de Arquimedes estriba en el
proceso que tiene lugar en la tercera fase y que él mismo llama con gran acierto
“composicion”, mediante el cual como gedmetra griego soslaya y camufla la
presencia del infinito.

Para el caso de la cubatura de sélidos consideremos nuevamente los sélidos
anteriores S y T'. Consideremos el lado de la palanca en el que el s6lido T' “ha
permanecido en su lugar”, Arquimedes dice que las secciones t de T' “llenan
o componen” T, pero esto, ademds de no tener ninguna base matematica,
ya que no se deduce de ningin postulado ni teorema, no tiene base material
alguna, pues las secciones t que son superficies no pueden componer ni llenar
de manera alguna ningin sélido (por ejemplo los circulos no pueden llenar un
cilindro), pues ello violaria la “ley de la homogeneidad”. No obstante, el error
l6gico de la consideracion de Arquimedes se ve atemperado intuitivamente por
el hecho de que el sélido T' no se ha desplazado, estd “en su lugar”. Sin embargo
las secciones s que componen el solido S, se han movido paralelamente a su
posicion inicial hasta coincidir sus centros en el otro extremo de la palanca, de
manera que todas quedan colocadas en un mismo plano que deberia equilibrar
a un solido, lo cual logica e intuitivamente es absurdo.

Sin embargo Arquimedes, con un esfuerzo de intuicién ideal, imagina que
las secciones s del sélido S, trasladadas, recomponen y reconstruyen el sélido
del cual eran sus componentes, como si los elementos geométricos que se des-
plazan no fueran en realidad elementos planos, sino elementos sélidos de cierto
espesor —Infinitesimales se llamaran después— capaces de recomponer el sélido
del que proceden. Tratandose de una intuicién ideal que no casa con la intuicion
sensible de la experiencia y con el sentido comun, Arquimedes tiene muy en
cuenta que estos resultados sélo tienen “cierta apariencia de verdad” y el
método “no comporta demostracion”.
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Hagamos una interpretacién deliberadamente anacrénica mediante un ané-
lisis del método mecédnico de Arquimedes a la luz de nuestro Célculo Integral,
para comprender como con métodos tan poco ortodoxos pudo Arquimedes
obtener resultados absolutamente correctos.

Considerando el caso plano, sean S y T dos figuras planas situadas a lo
largo del mismo intervalo de un eje horizontal L. Dada el area a(T") y el centro
de gravedad G de T, se quiere hallar el area a(S) de S.

Podemos interpretar las dos figuras planas como laminas de densidad
unidad, compuestas de un ndmero infinitamente grande de elementos ge-
ométricos elementales —segmentos de linea o rectdngulos de anchura infini-
tesimal, es decir indivisibles o infinitesimales, respectivamente, que dirian los
matematicos del siglo XVII-, perpendiculares al eje L.

Tomemos el eje L como una palanca con el punto de apoyo en A y supon-
gamos que podemos encontrar una constante h tal que cada linea vertical, a
una distancia x de A, determina en las figuras S y 17" segmentos de linea de
longitudes s y t, respectivamente, tales que se verifica:

s/t =z/h. (1)

La ley de la palanca implica entonces que el segmento desplazado al punto
H, que estd a una distancia h de A, equilibra al segmento t, mantenido “en su
lugar”. De ello deduce Arquimedes que si la figura S se desplaza de forma que
llegue a tener su centro de gravedad en H, equilibrard a la figura T" mantenida
“en su lugar”, es decir que se tiene:

a(5)/9(T) = a(T)/h, (2)

siendo ¢(T') la distancia del punto A al centro de gravedad G de T y asu-
miendo que cada figura actiia como una masa puntual situada en su centro de
gravedad. Conocidos entonces el drea a(T") y las distancias h 'y g(7T'), aplicando
(2) se obtendra el area a(S).
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El punto crucial del desarrollo anterior estriba en el trénsito légico de (1)
a (2), es decir en la forma de demostrar que (1) implica (2), deduccién que
Arquimedes no realiza sino que lo asume. El paso de (1) a (2) es resuelto
facilmente mediante Célculo Integral. En efecto, sean s(x) y t(x) las secciones
de las figuras S y T a la distancia = del fulcro de la palanca A; tenemos para
las areas S 'y T, y para el centro de gravedad de T, las siguientes expresiones:

b b b
a(S) = / s(x)dr  a(T) = / H()da g(T):a(1T> / H(z)dz.

Ahora bien, de la igualdad (1) se deduce: s(x) = x - t(z)/h, de donde se
obtiene:

a(S) = /ab s(x)dx = %/ab xt(z)dx,

es decir: a(S) = g(T) - a(T) - (1/h), expresién equivalente a (2).

Asi pues, en términos de integrales, el efecto del método mecanico de EL
METODO es expresar una integral que hay que calcular para hallar el area de
una figura .S, en términos de otras integrales, el area y el centro de gravedad
de otra figura conocida T'.

J. Babini en su introduccién a su versién de EL METODO, describe muy
significativamente que al pensar en el proceso discursivo que tiene lugar al
realizar una integral definida, se puede explicar la aparente paradoja de cémo

Arquimedes pudo lograr con método tan poco riguroso un resultado correcto.
Escribe J. Babini (Eudeba, 1996, p.24):

“[...] El cdlculo actual de cuadraturas y cubaturas, asi como la de-
terminacion de centros de gravedad, se realiza mediante el cdlculo
de integrales definidas, que pueden considerarse como limites de
sumas, cuyos sumandos son productos de dos factores: la funcion
integrando que en nuestro ejemplo estd dada por la seccion, y un
incremento o diferencial que corresponderd a la distancia entre
dos secciones consecutivas. Ahora bien, el resultado de la integral
depende exclusivamente de la forma y propiedades de la funcion
integrando, no desempenando el otro factor sino el papel pasivo
destinado a mantener la homogeneidad; es pues, explicable que
Arquimedes, al despreciar en absoluto la homogeneidad y atender
unicamente a las propiedades de la seccion, expresada en su pro-
porcion de equilibrio, logre resultados correctos”.

Parece pues que el método mecanico de EL METODO es una etapa in-
termedia entre el momento realmente creador —que Arquimedes oculta— y la
etapa final, rigurosamente deductiva, en la que mediante el Método de Fxhau-
cion Arquimedes demuestra sus magnificos resultados geométricos. Pero estas
etapas estdn intimamente vinculadas, porque, como bien senala Arquimedes
en el Preambulo:
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“[...] Estoy convencido, ademds, de que dicho método no serd menos
util para demostrar los propios teoremas. Pues algunos de los que
primero se me hicieron patentes mecdnicamente, recibieron luego
demostracion geométricamente |...] pues es mds facil, después de
haber adquirido por ese método cierto conocimiento de las cues-
tiones objeto de investigacion, dar luego la demostracion, que in-
vestigar sin ningun conocimiento previo [...]”.

En definitiva el método mecanico de Arquimedes es una genial combi-
nacién de consideraciones geométricas y mecanicas, en las que en esencia sub-
yacen ciertos procedimientos de nuestro Calculo Integral.

CONCLUSIONES:
LOS METODOS DE ARQUIMEDES Y EL. CALCULO INTEGRAL

Tras la lectura de FEL ME’TODO, podemos sintetizar el proceso creador
de la actividad cientifica de Arquimedes en tres fases: una fase inicial, plena
de capacidad inventiva, basada en la pura intuiciéon de la simplicidad de las
leyes geométricas, una fase intermedia de comprobacion mediante el método
mecdnico de las hipdtesis intuitivas y una fase final, en la que el método de
exhaucion confirmaba la validez rigurosa de lo augurado en la fase inventiva.
Mediante su brillante método mecdnico, Arquimedes realiza una investigacién
preliminar que ratifica con absoluto rigor mediante el método de exhaucion.
Con ello descubre gran nimero de resultados sobre cuadraturas, cubaturas
y centros de gravedad, que forman parte de nuestro Célculo Integral, y que
actualmente obtenemos mediante los recursos analiticos del calculo algebraico
y de la aplicacion de los limites, que descubren y demuestran simultaneamente.
Pero las rigurosas demostraciones de Arquimedes deben implicar, bajo una
forma estrictamente geométrica, —la del Algebra Geométrica de los Libros I1 y
VI de Los Elementos de Fuclides— todos esos medios infinitesimales modernos.
Todo ello ubica a Arquimedes en la antesala histérica del Calculo Integral. Por
eso, como afirma E. Rufini (Il Metodo d’Archimede e le origine dell’analisi
infinitesimale nell’antichita, p.187):

“Arquimedes anticipa nuestro Cdlculo Integral, tanto en el tiempo
como en los procedimientos y en la genialidad de los artificios no
superados por los precursores del siglo XVII”.

A veces se dice de forma vehemente que Arquimedes es el artifice del
Calculo Integral, queriendo indicar que por primera vez en la historia, Ar-
quimedes realiza una verdadera integracion. La integral definida se concibe
en el Analisis Infinitesimal como limite de una sucesién infinita y no como
una suma infinita de puntos, lineas o superficies. En un sentido amplio, los
procedimientos de Arquimedes son en la practica integraciones, pero, en puri-
dad, no podemos asegurar que Arquimedes realiza una auténtica integracion
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—en el sentido genuino de calcular el limite de una suma cuando el nimero de
sumandos crece indefinidamente mientras se hacen infinitamente pequenos—,
porque Arquimedes soslaya el paso al limite con la doble reduccion al absur-
do del método de exhaucion. De ahi que las afirmaciones categéricas como la
de J.L. Heiberg que manifestaba que “el método de Arquimedes se identifi-
ca con el Calculo Integral” deben ser ecudnimemente aquilatadas. Seria quiza
méas exacto y ajustado manifestar que “el método de Arquimedes constituye
un método de integracion”.

Como conclusién de este estudio histérico sobre una de las figuras mas
universales de la Ciencia y en particular sobre una de las obras mas singulares

de Arquimedes y de la Geometria griega en general, EL METODO, podemos
decir que Arquimedes comenzd los cimientos del sélido edificio que hoy consti-
tuye el Célculo Integral. Y lo hizo con una sabia conjuncién de la técnica del
descubrimiento, aplicada con la mas amplia libertad y sin prejuicios platénicos
y el més absoluto rigor 16gico, impecable e implacable, de la demostracién.

Después del descubrimiento y divulgaciéon de EL METODO, sabemos
que quienes en el siglo XVII buscaban con ansiedad nuevos métodos mas
heuristicos de rapido descubrimiento, nuevos caminos en la Matemadtica, se
hallaban, muchos de ellos sin saberlo, mas cerca de Arquimedes de lo que nunca
hubieran imaginado. En efecto, en toda la parafernalia de técnicas y métodos
infinitesimales, con indivisibles o infinitamente pequenos, se recorren nueva-
mente los caminos abiertos por Arquimedes y no sélo en cuanto a los elemen-
tos infinitesimales utilizados, sino que también se redescubre el procedimiento
inventivo. La “composicion” que Arquimedes aplica en el método mecdnico
apunta histéricamente hacia los métodos heuristicos de los matematicos del
siglo XVII —Cavalieri, Torricelli, Fermat, Roberval, Pascal, Barrow y Wallis—
que, en la etapa empirica del Célculo, desarrollaron las técnicas y métodos
infinitesimales que desembocaron en el descubrimiento final del Célculo In-
finitesimal por parte de Newton y Leibniz!. También, cuando tras el proceso
de aritmetizacion del Andlisis del siglo XIX se fundamenta el Calculo Infini-
tesimal a través del concepto de limite, los matematicos encuentran la traza
historica hacia esta nocién en los modelos de rigor impecable de los procedi-
mientos arquimedianos de los métodos de exhaucion. He aqui, pues, una doble
analogia historica entre los desarrollos del método mecdnico y los resultados

!Para un estudio exhaustivo de estas cuestiones se pueden consultar las siguientes obras
del autor de este articulo:

e P.M. GONZALEZ URBANEJA y J. VAQUE, El método relativo a los teoremas
mecanicos de Arquimedes, Pub. Univ. Auténoma de Barcelona, Ed. Univ. Politécnica
de Catalunya. Coleccién Cldsicos de las Ciencias. Barcelona, 1993. Edicién critica en
Espanol de esta obra de Arquimedes. Apéndice 5.

e P.M. GONZALEZ URBANEJA, Las raices del Cdlculo Infinitesimal en el siglo X VII,
Alianza Universidad, Madrid, 1992. Caps. 2, 8.
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obtenidos mediante indivisibles, asi como entre el riguroso método de exhau-
cion y la fundamentacién del Anélisis mediante los limites, lo que nos da una
idea de la trascendental ascendencia de Arquimedes en la génesis de las raices
del Calculo Integral.

Partiendo de bases euclideas, teniendo en su haber todo el bagaje matema-
tico clasico, con una inefable capacidad para conjugar consideraciones tedricas
e invenciones practicas Arquimedes trasciende la tradicién geométrica griega
y amplia considerablemente los horizontes metodoldgicos de la ciencia de su
tiempo, de modo que mas alla del férreo aspecto apodictico de las densas
memorias de Arquimedes, el ancestro de los grandes creadores del Calculo
Integral hay que buscarlo en la magnifica obra de Arquimedes EL ME TODO,
un documento histérico de un valor cientifico inconmensurable, cuyo descubri-
miento y exhumacién, en novelescas circunstancias, por el brillante helenista e
historiador cientifico Heiberg, a comienzos del siglo XX, constituye uno de los
acontecimientos méds importantes que han tenido lugar para conocimiento de
la Geometria griega. Tras su lectura, podemos explicar el profundo misterio
que rodeaba la actividad investigadora de Arquimedes, plasmada en todos sus
tratados cientificos conocidos y desmentir a Descartes cuando manifiesta —en
la Regla IV de Las Reglas para la direccion del espiritu— la insatisfaccion de la
curiosidad frustrada por la ocultacion —con audacia perniciosa— de los métodos
de descubrimiento de la Geometria griega.

Aunque EL METODO no fue conocido hasta 1906, ha estado presente, de
forma subrepticia, en la Historia de la Matematica, como una wvariable oculta

en la génesis del Calculo Integral. Una vez conocido EL METODO, la relec-
tura de las otras obras de Arquimedes nos obliga a plantearnos diversas cues-
tiones epistemoldgicas acerca de la relacion entre procesos de descubrimiento-
invencién y métodos de exposicion-demostracion, reflexiones que nos con-
duciran a interrogarnos acerca de las relaciones entre la dominante escuela
deductiva platonico-euclidea y la nebulosa y subordinada escuela inductiva de
Demécrito. Estamos, pues, ante un documento que nos despierta una gran
inquietud cientifica, e incluso nos incita a especular con fantasias ucroénicas,
acerca de lo que “pudo haber sido y no fue” en el Célculo Integral en caso de
haberse descubierto y conocido antes la obra de Arquimedes.

Por eso el valor de esta obra es incalculable, ya no sélo desde el punto
de vista cientifico o como documento histoérico, sino sobre todo porque pone
de manifiesto el proceso heuristico de los magnificos descubrimientos de Ar-
quimedes, lo cual le da un caracter radicalmente singular en todo el ambito
de la Geometria griega y dentro de la propia obra de Arquimedes.
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