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(12 Parte)

En la ensefanza y aprendizaje de la Geometria, es
(o deberia ser) esencial la experimentacion con figuras o situaciones
geométricas, el andlisis de propiedades, la exploracién

y la formulacion de conjeturas, su comprobacion 0 su rechazo por falta
de validez, la generalizacién a situaciones analogas, etc.

Para una actividad de ese tipo, los programas de geometria
dinamica son una herramienta valiosa no sélo porque
permiten construir figuras geométricas con rapidez y precision

sino, sobre todo, porque la misma construccién

puede permitir, con sélo un arrastre de ratén, el estudio o la
exploracion de innumerables ejemplos.

Esta cualidad permitira que las experiencias puedan conducir a

investigaciones mucho mas profundas y ricas que las alcanzables sélo
con lapiz y papel.

Con el siguiente ejemplo, extraido de los “Principios

y Estdndares para la Educacion matematica” del NCTM, pretendemos
ilustrar todo lo anterior y reflejar como un hipotético

grupo de estudiantes podria investigar conjeturas en un entorno de

geometria dindmica.

Se pide a nuestros alumnos que dibujen un triangulo,

que construyan otro uniendo los puntos medios de sus lados y que

determinen la razén entre las areas de los dos tridngulos,

justificando sus conclusiones.
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|Pulsa sobre la imagen para interactuar con ella
Una figura como la anterior, que ellos mismos

pueden construir sin dificultad con cualquier programa de GD permitira
observar que la razén entre las dos areas

permanece constante (e igual a 0,25) para tantos ejemplos de triangulos
como quieran, con sélo deslizar los vértices a

cualquier otra posicion.

A la hora de justificar o argumentar la causa de este

resultado, habra quienes aludan a lo que “ya se ve”: que el triangulo

grande contiene cuatro tridngulos pequenos
congruentes (iguales diran ellos) entre si.
|Pulsa sobre la imagen para interactuar con ella
Es de esperar que muchos de nuestros estudiantes
recurran a la base y la altura de uno y otro triangulo: si las del pequerio
son la mitad que las del original, al calcular “base por
altura dividido por dos” al area saldra, légicamente, la cuarta
parte.

Otra posible argumentacidn se puede apoyar en el concepto de
semejanza entre los triangulos: las longitudes de los tres lados del

triangulo interior son la mitad de las de sus correspondientes en el
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triangulo inicial. Asi pues, se tratara de figuras semejantes con razén
de semejanza igual a 1/2. Por consiguiente, las razones entre las areas

sera (como quizas se haya explicado en clase
anteriormente) el cuadrado de 1/2, o sea 1/4.
Por otro lado, la situacion se presta a buscar posibles generalizaciones:
¢ qué ocurrira si planteamos algo analogo con cuadrilateros?
|Pulsa sobre la imagen para interactuar con ella
De nuevo, la construccién de la figura interactiva

anterior no tiene ninguna dificultad y permite observar y analizar multiples ejemplos de
cuadrilateros en poco tiempo.

En esta ocasion se puede comprobar que la razén
entre las areas del nuevo cuadrilatero “de los puntos
medios” y del original es de nuevo constante (incluso para cuadrilateros
céncavos), pero tiene otro valor: 0,5 .

La justificacion de ese resultado puede ser mas complicada

de encontrar para los chavales. Una posibilidad es la de dividir el
cuadrilatero en dos triangulos y éstos en nuevos
triangulos “de puntos medios”, como puede

observarse en la figura.
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|Pulsa sobre la imagen para interactuar con ella

A partir de esa descomposicion se pueden
encontrar pares de triangulos iguales que justificaran el resultado anterior, al menos en el
caso de los cuadrilateros convexos.

Si se compara la situacién de los cuadrilateros con la
anterior de los triangulos, comprobaremos que la relacién de semejanza
ha desaparecido. A cambio, se pueden observar y de nuevo intentar

justificar nuevas propiedades:

¢, Qué tienen de particular o qué tienen en comun
todos los poligonos obtenidos a partir de los puntos

medios de un cuadrilatero?
Puedes ver muchos de ellos en la siguiente figura interactiva:
|Pulsa sobre la imagen para interactuar con ella
Efectivamente: son paralelogramos (los llamados paralelogramos

de Varignon)... ;siempre 0 s6lo cuando el cuadrilatero

es convexo? Y ¢;por qué?

De nuevo cada diagonal del cuadrilatero inicial
puede servirnos, junto con el Teorema de Thales (o su reciproco) -por no
decir la simple observacion de, nuevamente,
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tantos ejemplos como se deseen- para justificar que cada par de lados
del cuadrilatero interior es paralelo ala misma
diagonal, luego se trata de dos pares de lados opuestos paralelos entre
Si.
|Pulsa sobre la imagen para interactuar con
Y ¢cémo ha de ser el cuadrilatero para que su
correspondiente paralelogramo de Varignon sea un rectangulo?
Compruébalo sobre la figura interactiva (y luego justifica el motivo):
|Pulsa sobre la imagen para interactuar con
A propasito del paralelogramo de Varignon se
podrian plantear otras cuestiones quizas de mayor dificultad que lo
expuesto hasta ahora. Lo dejamos para la segunda parte

de este articulo y volvemos al problema inicial:
Resulta gue tanto con los tridngulos como con los

cuadrilateros, existe una razén constante entre las areas del poligono
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obtenido por el “método de los puntos medios” y del
original. 4 Habremos descubierto una propiedad de todos los poligonos?
El siguiente paso natural ser4 comprobar qué ocurre con los pentagonos.

Una nueva figura interactiva nos lo permitira:

|Pulsa sobre la imagen para interactuar con
En los primeros ejemplos observados parece que la
razon también en esta ocasion vaya a permanecer invariante. Quizas
sea tras intentar infructuosamente encontrar la
justificacion cuando se observen mas ejemplos hasta comprobar que no
era asi y que la razon no es constante.

Puede que ello suponga una pequena decepcion
para los alumnos que esperaban que lo “descubierto” en los triangulos y
cuadrilateros fuera una ley general.
Pero también puede tratarse de un interesante final, desde

el punto de vista didactico, para ilustrar la idea de que en la
actividad matematica, tras la formulacion de
conjeturas, se trata tanto de justificar o intentar demostrar las que son
validas como de ir descartando las que resultan no
serlo.
(28 Parte)

EL CENTRO DE GRAVEDAD DE UN CUADRILATERO
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Olvidemos en esta segunda parte el “problema de
los puntos medios” para abordar otro diferente relacionado con el
paralelogramo de Varignon:
Mirado desde el punto de vista de la Geometria

analitica, es decir, pensando en las coordenadas de todos los puntos que
intervienen en la figura, y como consecuencia de que el

punto medio de cada lado se obtiene como “media aritmética” de sus
extremos, el centro del paralelogramo, o sea el punto de

corte de las diagonales, ha de tener como coordenadas las
respectivas medias aritméticas de las coordenadas de los cuatro vértices

del cuadrilatero inicial.

Un programa como GeoGebra, con el que se han construido
todas las figuras interactivas de este articulo, permite comprobar
cémodamente lo anterior, pues opera directamente con las
coordenadas de los puntos y “nos entendera” si tecleamos en su
campo de Entradas una expresion como la siguiente: (A+B+C+D)/4
donde A, B, C y D son los nombres de los cuatro vértices
del cuadrilatero y visualizaré el punto “media aritmética” de
los mismos.

|Pulsa sobre la imagen para interactuar con ella

Algo anélogo a lo que ocurre en un cuadrilatero con las coordenadas del
“centro de Varignon” ocurre en un triangulo con las
de su baricentro, cuya mayor singularidad radica en que es el “centro de
gravedad” del mismo.

Esto es, si recortamos una plancha de material rigido y uniforme de forma
triangular, su baricentro seria el centro de masas o
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punto de sustentacion (donde habria de ser apoyado

para mantenerse en equilibrio sobre una punta).

Se podra entonces deducir que el centro de gravedad de un cuadrilatero
cualquiera esta situado en el centro de su

paralelogramo de Varignon?

Una vez mas el punto de partida de la investigacion puede ser la
diseccion del cuadrilatero en dos triangulos mediante una diagonal:
Mirado desde el punto de vista fisico, cada uno de los triangulos podria ser sustituido por su
masa concentrada en el baricentro y eso llevaria a concluir que el centro de masas del
cuadrilatero habria de estar situado sobre el segmento determinado por los baricentros de los
dos tridngulos.

|Pulsa sobre la imagen para interactuar con ella

¢, Pertenecera el centro de Varignon a ese segmento? Comprobémoslo
de nuevo en una figura de GD:

|Pulsa sobre la imagen para interactuar con ella

La respuesta es que no necesariamente. Una nueva
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pregunta a lanzar podria ser ¢para qué tipos de cuadrilateros si ocurre?

Descartado pues el centro del paralelogramo de Varignon,

insistiremos en la busqueda del centro de gravedad del cuadrilatero:

A si repetimos la diseccidn con la otra diagonal?

De ese modo obtendremos un segundo segmento que ha de pasar
por el punto buscado.

De modo que, si nuestro razonamiento es valido, el
centro de masas de un cuadrilatero ¢cualquiera? sera el punto de
interseccion del par de segmentos determinados por los baricentros
de los tridngulos en que cada diagonal divide al mismo:
|Pulsa sobre la imagen para interactuar con
¢, Sera util este método para cualquier tipo de cuadrilatero? ;Qué ocurre
con las diagonales de un cuadrilatero céncavo?
Leemos en las “Vitaminas matematicas ” de Claudi
Alsina un método diferente para encontrar el centro de masas de un
cuadrilatero convexo: se puede determinar como el centro
de un pariente cercano al paralelogramo de Varignon: se trata del
paralelogramo de Wittenbauer que se obtiene a partir, no de los puntos

medios de los lados, sino de los puntos que los trisecan:
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|Pulsa sobre la imagen para interactuar con ella

¢, Coincidird ese centro de Wittenbauer con el de obtenido por el método de los baricentros?
Una vez mas, la anterior o la siguiente figura interactiva permite comprobarlo para muchos
ejemplos diferentes de cuadrilateros, con sélo deslizar los vértices:

|Pulsa sobre la imagen para interactuar con ella
La misma figura puede ser util para indagar una
nueva pregunta: ;en qué cuadrilateros coinciden los centros de los
paralelogramos de Varignon y de Wittenbauer?
Vamos con una ultima conjetura y su comprobacién:
Justificabamos en un parrafo anterior que, tras la
division del cuadrilatero inicial, mediante una diagonal, en dos triangulos,
se podran considerar las masas de cada triangulo

en su respectivo baricentro.

Podria anadirse que esas dos masas serian
proporcionales a las areas de sus respectivos triangulos y de ello

se deduciria que el centro de gravedad se ha de situar en el
segmento determinado por los baricentros a distancias

de éstos también proporcionales a esas areas.
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Naturalmente también se le puede pedir a GeoGebra
gue nos mida longitudes y areas. Hagamoslo y comprobemos esa
proporcionalidad:

|Pulsa sobre la imagen para interactuar con ella

Con la anterior damos por finalizada esta serie de propuestas para
el trabajo en el aula con las que pretendiamos poner
énfasis en la potencialidad de los programas de Geometria
dinamica para el trabajo ante situaciones geomeétricas y

particularmente para la formulacién de conjeturas y su

comprobacién. Imaginemos las mismas propuestas para ser
desarrolladas con los recursos convencionales, l1apiz y papel

o tiza y pizarra. Parece evidente que el alcance y la riqueza de
la experiencia asi como la profundidad de la investigacion
se verian muy mermados.

A proposito de investigaciones: dejamos abierta para un proximo articulo

de esta seccién de Divulgamat una de las
cuestiones que no hemos resuelto: como ha de ser una familia de
poligonos para que la razon entre las areas de
cada poligono y el generado a partir de sus puntos medios permanezca
constante?
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