Apolonio (¢262 a.C.-190 a.C.?)

Escrito por Pedro Miguel Gonzéalez Urbaneja (IES Sant Josep de Calassang, Barcelona)

Este articulo esta dedicado con admiracién a la figura humana, cientifica y didactica del
Profesor Miguel de Guzman, egregio espiritu innovador en la Docencia y en la Investigacion
matematicas. En diversos escritos manifestd que su aficion a la Geometria le habia estimulado
a acercarse con gusto a las obras de Apolonio

Apolonio representa [en la Geometria griega] la grandeza técnica especializada, el virtuosismo
geomeétrico por excelencia. Es verdad que su obra hizo olvidar lo que antes de él se habia
escrito en el campo de su mayor brillantez, las conicas, pero por su caracter tan especializado
y tan dificil, ni siquiera esta obra maestra, las Conicas, se conoce hoy en su integridad y mas
de la mitad de ella permanecio6 oculta para el mundo occidental hasta que fue publicada por
Edmond Halley en 1710.

Miguel de Guzman. Apolonio (en Un retablo de historias matematicas. Pensamientos en torno
al quehacer matematico
[CD-ROM], Madrid, 2001)

Apolonio, el
Gran Geometra

Si entre los matematicos griegos Euclides representa el maestro sistematizador, y Arquimedes
el genio investigador por antonomasia, el tercer talento del helenismo, Apolonio de Perga,
personifica el virtuosismo geométrico. Mientras Euclides codifica en Los Elementos los
fundamentos de la Geometria griega de la regla y el compas como cuerpo de doctrina central
de la totalidad de las ciencias mateméaticas elementales y Arquimedes, en su fecunda y
brillante obra, magnifica de forma muy considerable el patrimonio matematico griego,
alcanzando incluso el estudio riguroso de multitud de problemas infinitesimales tratados con
inefable originalidad, Apolonio polariz6 su actividad investigadora en una direccion casi

1/22



Apolonio (¢262 a.C.-190 a.C.?)

Escrito por Pedro Miguel Gonzéalez Urbaneja (IES Sant Josep de Calassang, Barcelona)

monotematica con una sagacidad tan magistral que sus investigaciones sobre conicas, donde
aparecen sus bellisimos descubrimientos sobre ejes, centros, diametros, asintotas, focos,
rectas maximas y minimas —tangentes y normales—, etc., le convierten en el primer especialista
que registra la Historia de la Geometria y dan justificacidén al apelativo de «

gran geémetra

>,

La mayor parte de los exiguos datos conocidos sobre la vida de Apolonio provienen de unas
pocas noticias que el propio autor resefa en las introducciones a algunos de los libros de su
magna obra Las Codnicas. Se sabe que nacid hacia el afio 262 a.C., en Perga, region de
Panfilia (la actual Antalya, Turquia); estudio en el Museo de Alejandria con los sucesores de
Euclides; y residi6 tanto en la propia capital alejandrina como en Efeso y Pérgamo, urbe que
gozaba del prestigio de una Biblioteca y un emporio académico del Saber, similares a los de
Alejandria, ciudad donde murié hacia el 190 a.C. Segun relata Pappus (siglo IV d.C) en

La Coleccion Matematica

, donde aparecen numerosas referencias a la obra de Apolonio, el

Gran Gedmetra

era de trato dificil y tenia un caracter melancdlico e irascible. El gran historiador de la
matematica F.Vera en su edicidén de

Las Conicas

(en

Cientificos griegos

. Aguilar, Madrid, 1970, p.301) dice que «

Apolonio era un genio de mal genio

» .,

Debido a que el nombre de Apolonio era muy frecuente en Grecia, se suelen cometer
habituales errores de atribucién. De hecho, importantes sabios y eruditos griegos tuvieron este
nombre: Apolonio de Rodas, Apolonio de Tralles, Apolonio de Atenas, Apolonio de Tyana,
Apolonio de Tiro, etc. En particular el busto exhibido pudiera no ser de Apolonio de Perga sino
del famoso pitagoérico del siglo | d.C. Apolonio de Tyana.

La obra geométrica de Apolonio

ElTesoro del Analisis de La Coleccion Matematica de Pappus estaba constituido en gran parte
por obras de Apolonio, perdidas o conservadas entonces de forma fragmentaria, que debian de
incluir mucho material geométrico cuyo estudio forma parte hoy de la Geometria Analitica.
Como se sabe, durante el siglo XVII hubo una auténtica obsesidn, en particular por Fermat, por
la reconstruccién de muchas de las obras perdidas de Apolonio y precisamente en esta labor
estuvo el origen de su Geometria Analitica.
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Segun Pappus debemos a Apolonio la clasificacidn clasica de los problemas geométricos en p/
anos, solidos

y

lineales

—segun sean resolubles, respectivamente, con rectas y circunferencias, cénicas u otras curvas
superiores—, que perseguia la idea de ajustar la envergadura de los instrumentos geométricos a
utilizar a la enjundia de los problemas geométricos a resolver.

Los dos Libros sobre Los Lugares Planos estudiaban lugares geométricos rectilineos o
circulares. Mediante un lenguaje geométrico moderno buena parte del Libro | se puede resumir
diciendo que la homotecia, la traslacién, la rotacion, la semejanza y la inversion, transforman un

lugar plano en otro lugar plano. En el Libro
aparecen dos importantes lugares geométricos:

«El lugar geomeétrico de los puntos cuya diferencia de los cuadrados de sus distancias a dos
puntos fijos A, B, es constante, es una recta perpendicular al segmento AB».

«El lugar geomeétrico de los puntos cuya razon de distancias a dos puntos fijoses constante, es
una circunferencia

.

En el libro Secciones en una razon dada —el unico que ha sobrevivido ademas de siete de los
ocho Libros de Las Conicas—, traducido por Edmond
Halley del &rabe al latin, en 1710— Apolonio resuelve diversos casos del siguiente problema:

«Dada dos rectas y sendos puntos en ellas, trazar por un tercer punto otra recta que corte a las
anteriores en segmentos, que medidos sobre ellas desde los respectivos puntos dados, estén
en una razon dada ».
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Este problema conduce a una ecuacién cuadratica de la forma ax—x?=bc. También en el libro S
ecciones en un area dada

se resuelve un problema similar que pide que los segmentos determinados por las
intersecciones formen un rectangulo equivalente a otro dado. En este caso el problema lleva a
una ecuacién cuadratica de la forma ax+x

2

=bc. Con la potencia de nuestra herencia cartesiana y fermatiana, la Geometria Analitica, los
problemas se reducen facilmente a una interseccidn de cénicas. El gedbmetra griego aplicaba
con suma habilidad el Algebra geométrica de los Libros Il y VI de

Los Elementos

de Euclides, para, mediante transformaciones geométricas sucesivas, reducir la

ecuacion

—permitasenos un anacronismo matematico— a una forma canénica en la que se reconocia
alguna de las tres conicas. De esta forma podemos imaginar cdmo merced a sus extensos
conocimientos sobre las curvas cénicas pudo proceder Apolonio en la resolucién de problemas
tan brillantes.

En el Libro Secciones determinadas, Apolonio plantea el problema siguiente:

«Dados cuatro puntos A, B, C, D, sobre la misma recta, hallese un quinto punto P sobre ella, de
modo que el rectangulo construido sobre

APy CP

esté en una razon dada con el construido sobre

BP y DP».

Como en los casos anteriores el problema es equivalente a la resolucién de ecuaciones
cuadraticas, con las que se tratan todas las variantes que se presentan en los datos y las
correspondientes soluciones.

En los dos Libros De las Inclinaciones, aparecen problemas solidosy lineales donde se
renueva una técnica utilizada por Arquimedes en

Sobre las espirales

, por ejemplo:

«Dadas dos lineas y un punto, trazar por él una recta tal que las lineas dadas corten en ella un
segmento de longitud dada ».
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Finalmente mencionamos las siguientes obras de Apolonio:

Las Tangencias (obra conocida también por el nombre de Los Contactos que alude a la
concepcion de la tangente en la Geometria griega) donde aparece el histérico
Problema de los circulos Apolonio

que veremos mas adelante.

El Okytokion (o Tratado sobre Calculo rapido), una obra de Logistica—la Aritmética practica de
los griegos de uso en el comercio y los oficios artesanales— con técnicas para el manejo de
numeros grandes mas operativas que las del

Arenario

de Arquimedes.

Un tratado acerca del tornillo, Sobre la hélicecilindrica, citado por Gémino (hacia 77 a.C.).

Un Tratado universal, citado por Marino (hacia 475 d.C.), que examinaba, tal vez con intencion
y espiritu critico, los fundamentos de las Matematicas, y que incluia observaciones sistematicas
de tipo axiomatico. Algunos restos remanentes de esta obra pudieran haber subsistido en las
Definiciones

de Herén (hacia 65 a.C.) y sobre todo en el

Comentario al Libro | de Los Elementos de Euclides

de Proclo (hacia 460 d.C.).

Sobre los irracionales desordenados, obra que glosaria el Libro X de Los Elementos de
Euclides sobre los inconmensurables cuadraticos, llamado por Stevin «
la cruz de los matematicos

.
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Sobre el Icosaedro y el Dodecaedro, obra dedicada a la comparacién de poliedros regulares
inscritos en una esfera. Algunos de los resultados geométricos de esta obra pasaron al apocrifo
Libro XIV de Los Elementos de Euclides, que se atribuye a
Hipsicles (hacia 150 a.C.). Los dos teoremas mas interesantes son:

«La circunferencia circunscrita al pentagono regular del dodecaedro y la circunscrita al triangulo
equilatero del icosaedro, ambos inscritos en la misma esfera, es la misma ».

«Si se inscribe un cubo, un dodecaedro y un icosaedro en una esfera, los lados del cubo y del
icosaedro son proporcionales a las areas y a los volumenes del dodecaedro y del icosaedro,
siendo el factor de proporcionalidad la razén aurea, es decir, la razon entre los segmentos que
divide una recta en media y extrema razon ».

Pero sin duda alguna la obra que ha inmortalizado a Apolonio en la Historia de las
Mateméaticas es Las Conicas una de las obras cumbres de la Matematica griega junto con Los
Elementos
de Euclides, los grandes tratados de Arquimedes, El Aimagesto de Ptolomeo,

La Aritmética

de Diofanto y

La Coleccion Matematica

de Pappus. La obra de Apolonio supera con creces y oscurece lo que con anterioridad habian
escrito sobre el tema Menecmo, Euclides y otros, cuyos trabajos, reproducidos por Apolonio,
vamos a estudiar someramente a continuacion...

La Edicién de BARROW de las Conicas de Apolonio
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ditas|Doribasdosii Sphaegied\polonio (Londres, 1675). C

as de Apolonio procede de la Biblioteca del Real Instituto y O

Las cénicas de Menecmo y el problema de la Duplicacién del Cubo.
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Se atribuye a Menecmo (hacia 350 a.C.) de la Academia platonica —el mas famoso de los
discipulos de Eudoxo y maestro de Aristételes y Alejandro Magno—, la introduccion de las
secciones conicas, es decir, el descubrimiento de las curvas que después recibieron el nombre
de elipse, parabola e hipérbola, la llamada «

Triada de Menecmo

». Veremos que el descubrimiento fue un feliz hallazgo en relacion con el problema délico de la
<«

duplicacion del cubo

». Menecmo detectd que para la resolucion del problema habia una familia de curvas
adecuadas, los tres tipos de conicas obtenidos por el mismo método, a partir de la seccidn por
un plano perpendicular a la generatriz de conos rectos de tres tipos, segun que el angulo en el
vértice fuera agudo, recto u obtuso.

Partiendo de un cono circular recto de una sola hoja con angulo recto en el vértice, Menecmo
descubrié que al cortar el cono por un plano perpendicular a una de sus generatrices, la curva
interseccion es tal que su ecuacion (utilizando de nuevo un anacronismo en términos de
Geometria Analitica moderna) puede escribirse en la forma 'y

2

=Ix, donde | es una constante, que depende exclusivamente de la distancia del vértice del cono
al plano de la seccion. Ignoramos como obtuvo exactamente Menecmo esta propiedad, pero
como quiera que depende nada mas de algunos teoremas de Geometria elemental, se supone
que Menecmo utilizaria los conocimientos geométricos familiares a los matematicos de la
Academia platonica.

Sea, pues, ABC el cono y sea EDG la curva obtenida al cortarlo por un plano perpendicular en
el punto D a la generatriz ADC del cono. Sea P un punto cualquiera de la curva seccion y un
plano horizontal que corta al cono en la circunferencia PVQR, siendo Q el otro punto de
interseccion de la curva seccion con esta circunferencia.

Por razones de simetria resulta que los segmentos PQ y RV son perpendiculares en el punto
O, de modo que OP es la media proporcional entre RO y OV. Por tanto OP?=RO-OV.

Ahora de la semejanza de los triangulos DOVD y DBCA se tiene: OV/DO = BC/AB, y de la
semejanza de los triangulos DSDA y DABC se tiene: SD/AS = BC/AB.

Tomando OP=y, OD=x, como «coordenadas» del punto P, se tiene y?> = RO-OV, de modo que
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sustituyendo: y 2_0p2=
RO-OV = SD-OV = AS:(BC/AB)- DO-( BC/AB) = ([AS-BC

2

I/AB
2

)X .

Ya que los segmentos AS, BC y AB son los mismos para todos los puntos de la curva EQDPG,
podemos escribir la ecuacion de la curva o «seccidn del cono rectangulo» en la forma: y2=Ix,
donde | es una constante que mas tarde se llamaria el «

latus rectum

»

De una forma totalmente analoga para conos con angulo agudo y obtuso en el vértice
Menecmo obtendria expresiones de la forma:

y2= Ix — (b%a?) - x2,seccidn de cono acutangulo,

y2= Ix + (b%/a?) - x2,seccién de cono obtusangulo.

donde a y b son constantes y el plano de corte es perpendicular a una generatriz.

Se observa una gran similitud entre los desarrollos de Menecmo en relacidén a expresiones
equivalentes a ecuaciones y el uso de coordenadas, lo que induce a los historiadores a afirmar
que este gedmetra ya conocia ciertos aspectos de la Geometria Analitica. De hecho ignorando
el lenguaje de ésta se hace dificil explicar el hallazgo de Menecmo.

Las conicas de Menecmo tienen su origen en los intentos de Hipdcrates de Quios (hacia 400
a.C.) de resolucion del problema clésico de la Duplicacion del Cubo mediante la interpolacion
de dos medias proporcionales.
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Sea un cubo de arista a. A partir de la proporcion continua: # o * . ¥

dos medias proporcionales entre a y su doble 2a, se obtienen las parabolas x
2

=ay,y
2

=2ax, y la hipérbola equilatera xy=2a
2

Tanto la interseccion de las dos parabolas como la interseccién de una de las parabolas y la
hipérbola proporciona x
3

=2a
3

, s decir, la arista del cubo de volumen doble.

Lo que en nuestro lenguaje geométrico analitico realizamos utilizando las ecuaciones de las
conicas, Menecmo lo hallaria mediante la construccion de puntos de interseccion de las
conicas obtenidas, desplazando convenientemente el plano de corte con el cono a fin de hallar
coénicas con latus rectum conveniente al objetivo propuesto.

Aunque segun el testimonio de Proclo y Eutociusfue Menecmo el primero que descubri6 las
secciones conicas, tal vez no fue asi, ya que antes Arquitas de Tarento (hacia 400 a.C.), gran
politico reformador y maestro de Platén, habia estudiado el problema de la Duplicacion del
Cubo , obteniendo
las dos medias proporcionales mediante una compleja interseccién de un cono de revolucion,
un cilindro de revolucién y una superficie torica. Asi pues, Arquitas pudo haber estudiado la
elipse como seccion oblicua del cilindro. Por otra parte, después de la linea recta, es la elipse la
curva mas habitual en la experiencia, ya que los objetos circulares mirados de forma oblicua,
asi como la sombra que arrojan, son elipticos.

Se ha especulado a veces incluso con un origen de las cénicas por generacion cinematica
como la Cuadratriz de Hipias o la Espiral de Arquimedes, pero parece desmentirlo la
persistencia hasta el siglo XVII del nombre que los griegos dieron de Problemas sdlidos a los
que dependian de las cdnicas para su resolucion, como si se quisiera insistir en su origen
estereométrico.

Las conicas se definen ahora como lugares de puntos en el plano para los que las distancias a
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una recta —directriz— y a un punto —foco— estan en una determinada razén —excentricidad—.
Esta definicion se traslada de forma muy simple al lenguaje algebraico de ecuaciones de
nuestra Geometria Analitica y ademas, la trigopnometria permite mediante la rotacion de ejes
pasar facilmente de la ecuacidn de la hipérbola referida a sus ejes a la referida a sus asintotas.
De modo que realmente impresiona la extraordinaria habilidad de Menecmo descubriendo la
mas util familia de curvas de toda la Matematica y de toda la Ciencia y en ausencia del
instrumento y el simbolismo algebraicos. Pero no sélo esto, sino que, independiente de su
origen plano o estereométrico, Menecmo fue capaz de vincular ambos aspectos de las conicas,
mostrando que las secciones de los conos tenian importantes propiedades como lugares
planos, traducibles en basicas expresiones geométricas (equivalentes a nuestras ecuaciones),
que permitian deducir, a su vez, otras innumerables propiedades de las cdnicas, que serian
plasmadas por Apolonio en los primeros libros de

Las Conicas

. Es bajo esta vision sobre el trabajo de Menecmo que algunos historiadores modernos
(Zeuthen, Coolidge, Loria y Heath) reclaman para los griegos, y empezando por Menecmo, la
paternidad de la Geometria Analitica, al establecer como la esencia de esta rama de la
Matematica el estudio de los lugares por medio de

ecuaciones

Euclides escribid, ademas de Los Elementos, otras muchas obras de las que tenemos
constancia e incluso fragmentos a través de ElTes
oro del Analisis

de Pappus. Una de ellas fue un trabajo sobre secciones conicas, incorporado mas tarde a

Las Conicas

de Apolonio.

Asimismo, los importantes resultados de Arquimedes acerca del area del segmento parabdlico,
aplicando el método de exhaucion en la obra Sobre la Cuadratura de la Parabola y el método
mecanico

en la obra

Sobre el Método relativo a los teoremas mecanicos

dedicado a Eratéstenes

pone de relieve el avanzado desarrollo de la teoria de las secciones conicas en la época de
Arquimedes, ya muy proxima a los tiempos en que Apolonio concibid

Las Conicas.

Las Conicas de Apolonio
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Durante mas de ciento cincuenta anos, las curvas introducidas por Menecmo se llamarian a
partir de la descripcidn trivial de la forma cdmo habian sido descubiertas, es decir, mediante las
perifrasis: seccion (perpendicular a una generatriz) de cono acutangulo, rectangulo y
obtusangulo para la elipse, parabola e
hipérbola, respectivamente.

Fue Apolonio en Las Cdnicas quien no sélo demostrd que de un cono unico pueden obtenerse
los tres tipos de secciones, variando la inclinacién del plano que corta al cono, lo cual era un
paso importante en el proceso de unificar el estudio de los tres tipos de curvas, sino que
demostrd que el cono no necesita ser recto y considerd, asimismo, el cono con dos hojas, con
lo que identifica las dos ramas de la hipérbola.

LA GENERACION DE LAS CONICAS DE APOLONIO

Construccién de Apolonio de las tres secciones cénicas mediante un cono unico, variando la inclinaciér

- Parabola: el plano de corte es paralelo a una sola generatriz.
- Elipse: el plano de corte no es paralelo a ninguna generatriz.
- Hipérbola: el plano de corte es paralelo a dos de sus generatrices.

Ademas, siguiendo probablemente una sugerencia de Arquimedes, Apolonio acufé para la
posteridad los nombres de elipse, parabola e hipérbola para las secciones cbnicas. A lo largo
de la Historia de la Matematica, los conceptos han sido siempre mas importantes que la
terminologia utilizada, pero en este caso el cambio de nombre de las secciones conicas debido
a Apolonio, tiene una importancia mas alla de lo meramente nominalista. Los términos
adoptados en realidad no eran nuevos, sino que procedian, como sabemos, del lenguaje
pitag6rico de la solucién de ecuaciones cuadraticas del método de

Aplicacion de las Areas

Elipse
significa
deficiencia

Hipérbola
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significa

exceso

(en el lenguaje ordinario una

hipérbole

es una

exageracion

); y por ultimo

Parabola

significa

equiparacion

. El cambio de nomenclatura envolvia un cambio conceptual, toda vez que las cdnicas ya no
serian descritas constructivamente, sino a través de relaciones de areas y longitudes, que
daban en cada caso la propiedad caracteristica de definicién de la curva y expresaban sus
propiedades intrinsecas. Por ejemplo, la conocida ecuacidn de la parabola con vértice en el
origenesy

2

=Ix, donde | es el

latus rectum

0

parametro doble

que se representa por 2p. Esta expresion de la parabola en forma de

ecuacion

sintetiza precisamente el farragoso y larguisimo enunciado de la Proposicién .11 de

Las Conicas

en forma de propiedad que cumple

la seccion conica

considerada, bautizada por Apolonio justamente aqui con el nombre de

Parabola

. Este enunciado muy resumido viene a decir:

«La Parabola tiene la propiedad caracteristica de que para todo punto tomado sobre la curva,
el cuadrado construido sobre su ordenada y es exactamente igual al rectangulo construido
sobre la abcisa x y el latus rectum | ».

Analogamente, Apolonio hara lo propio para la hipérbola y la elipse en las dos proposiciones
siguientes que redactadas en un retérico lenguaje abstruso y prolijo, se puede simplificar en la
forma siguiente Proposicion 1.12 (resp. 1.13):

«En la seccion conica considerada [llamada hipérbola (resp. llamada elipse)], el cuadrado de la
ordenada equivale a un area rectangular aplicada siguiendo el latus rectum, es decir, teniendo
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el latus rectum como altura, y teniendo la abscisa como base, aumentada (resp. disminuida) de
otra area semejante a la que tenga el eje transverso o diametro como base, y la mitad del latus
rectum como altura

.

Simplificando todavia més, mediante ecuaciones, como en el caso de la parabola, el complejo
lenguaje de Apolonio, designando: para la hipérbola a el eje transverso o diametro y b el eje no
transverso, para la elipse ay b los ejes, y para ambas cénicas y la ordenada, x la abscisa, y | el

latus rectum, podemos traducir los enunciados
de las proposiciones .12 y .13 en las relaciones:

Hipérbola: y?= Ix + (b%/a?) - x?0 bien[(x+a)?/a?] — [y?/b?] = 1

Elipse: y?= Ix — (b%/a?) - x?0 bien [(x—a)?/a?] + [y?/b?] = 1

ecuaciones de la hipérbola y de la elipse, respectivamente, referidas a uno de sus vértices
como origen de coordenadas donde concurren como ejes de coordenadas un
didmetro y la tangente a la cdnica en su extremo, y donde el

latus rectum

o parametro | es: 1=2b

2

/a.

Veamos, en efecto, como se llega a estas ecuaciones en el caso de la elipse:

Lo que demuestra Apolonio en la Proposicion 1.13, con un lenguaje retérico, es que hay una
relacion constante entre ciertas areas, el cuadrado de lado la cuerda PQ y el rectangulo
determinado por los segmentos OQ, QR del didmetro.

En particular se verificara:
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Tomando coordenadas con origen en el vértice O, y llamando x, y, a, b y I, como antes, se
tiene: , de donde resulta:

, es decir:

, donde |=2b?%/a es el latus rectum, como se queria probar.

Vemos que las relaciones de areas de Apolonio, que expresan propiedades intrinsecas de la
curva, se prestan, con suma facilidad, a ser traducidas en el ulterior lenguaje del Algebra
simbdlica de ecuaciones, lo cual permitira la asociaciéon de curvas y ecuaciones, que es la
principal finalidad programatica de la Geometria Analitica.

A la vista de las expresiones obtenidas para las cdnicas, trasunto de la propiedad fundamental
gue satisfacen como lugares planos, se aprecia que, en el caso de la elipse y?<Ix, mientras que
para la hipérbola y

2

>Ix. Estas propiedades de las curvas expresadas por estas desigualdades son las que
sugirieron, con base en el lenguaje griego ordinario, los nombres de las conicas: parabola,
elipse e hipérbola, bautizadas por Apolonio hace més de dos mil afios. Asi los nombres no sélo
no son arbitrarios sino que responden a la semantica de los términos y han sido tan
afortunados que han quedado firme y undnimemente asociados al diccionario geométrico de
las conicas para siempre.

Las Conicas de Apolonio fueron escritas en ocho libros de los que conservamos siete gracias a
los trabajos de Thabit ibn Qurra (hacia 856 d.C.) y de Edmond Halley (1656-1742).

El Libro | de Las Cdnicas de Apolonio se inicia con la generacién de las conicas, pero una vez
que se obtienen mediante consideraciones estereométricas las relaciones basicas entre lo que
llamariamos las coordenadas de un punto de la curva en el plano,
expresadas por las ecuaciones
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descritas, Apolonio se dedica a estudiar por métodos planimétricos las propiedades
fundamentales de las cdnicas, incluyendo tangentes y diametros conjugados, a partir de esas
ecuaciones

planas, obviando toda referencia explicita al cono generador. Apolonio utiliza de forma
sistematica un par de diametros conjugados o un didmetro y una tangente como equivalente de
un

sistema de coordenadas

oblicuas

, habiendo demostrado previamente que si se traza una recta por un extremo de un didmetro
de una elipse o de una hipérbola, paralela a su diametro conjugado, la recta trazada es
tangente a la cénica. El

sistema de referencia

didmetro—tangente se muestra de una significativa utilidad ante la invariancia de la

ecuacion

de la cdnica frente a un

cambio de referencia

didmetro—tangente de un punto a otro punto de la cénica (Proposiciones 41 a 49). En particular,

Apolonio conocia las propiedades de la hipérbola equilatera referida a sus asintotas xy=a
2

El Libro Il abunda en nuevas propiedades y hace un estudio exhaustivo de las asintotas. Al
final del Libro estudia el problema de trazar una tangente que forme un angulo dado con el
didmetro que pasa por el punto de contacto.

El Libro Ill estudia primero propiedades de triangulos y cuadrilateros determinados por
tangentes y diametros conjugados y otras propiedades de las tangentes, entre ellas se
establece, en la Proposicion 41, como tres tangentes a la parabola se cortan en la misma razén
de modo que la parabola resulta envolvente de las rectas con esta propiedad. En la proposicién
43 aparece la hipérbola como lugar de puntos tales que xy=constante, donde x e y son abscisa
y ordenada respecto a los ejes constituidos por las asintotas. Después Apolonio estudia una
serie de hermosas propiedades focales, entre las que destacan las Proposiciones 51 y 52 que
permiten el trazado de estas cénicas mediante una composicién de movimientos continuos y
que sirven para definirlas de forma planimétrica como lugares geomeétricos:

«En una hipérbola la diferencia de distancias de cada punto a los focos es constante e igual al
eje transverso »,
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«En una elipse la suma de distancias de cada punto a los focos es constante e igual al eje
mayor ».,

En el Libro IV se estudian los puntos de interseccion de las conicas. Destaca la Proposicién 9
que exhibe un método de trazar dos tangentes a una cénica desde un punto.

El Libro V es una de las principales obras maestras de la Geometria griega. Esta dedicado a
los segmentos maximos y minimos, es decir, a la distancia maxima y minima de un punto a los
de una cénica —las rectas normales—. En este Libro encontramos el germen de la teoria de
evolutas y evolventes que figura en la obra de Huygens Hor
ologium Oscilatorium

de 1673. Al intuir el concepto de curvatura, Apolonio se situa en las raices de la Geometria
Diferencial. En las Proposiciones 51 y 52,mediante métodos puramente sintéticos, Apolonio
obtiene la evoluta de las conicas como lugar de los centros de curvatura, mediante la
determinacién del nimero de normales distintas desde cada punto. Por ejemplo, para la elipse
y la hipérbola: (x

2

/b

2

)+ (¥

2

/b

2

)=1,el brillante resultado equivale a describir de forma sintética las curvas que en el lenguaje de
la Geometria Analitica tendrian por ecuacion:

(ax)??® * (by)? = (a?+ b?)?3 | [ signo + para la elipse, signo — para la hipérbolal.

En las proposiciones 55-63 Apolonio construye la normal a una cénica desde un punto exterior
mediante la interseccion de la cdnica dada con una hipérbola equilatera, llamada Hipérbola de
Apolonio

asociada al punto.

El Libro VI esta dedicado a la igualdad y semejanza de cdnicas. Sobresalen en este Libro las
Proposiciones 28, 29 y 30, donde se resuelve el problema de dados una cénica y un cono
circular recto hallar una seccién del cono que sea igual a la cénica dada.
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El Libro VIl relaciona numerosas propiedades de los diametros conjugados entre las que
sobresalen las de las Proposiciones 12 y 13 acerca de la constancia de la suma en la elipse y
la diferencia en la hipérbola de los cuadrados de los diametros conjugados.

Las Conicas de Apolonio en los manuscritos Vaticanos
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