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El Teorema de Pitagoras en Los Elementos de Euclides

s. Fragsditbeldsl)ycldich s NeedB5da Biblaggeaa Ambrosiana de Milan.

CITAS MEMORABLES SOBRE EL TEOREMA DE PITAGORAS EN LOS ELEMENTOS DE
EUCLIDES

- Mientras admiro a los que han observado la verdad de este teorema, ensalzo mas
todavia al autor de Los Elementos, no sélo porque consiguio una demostracion mucho mas
lucida, sino también porque obtuvo un teorema mucho mas general, mediante los irrefutables
argumentos del Libro VI [Euclides, VI.31].

Proclo. Comentarios al Libro | de los Elementos de Euclides. (Comentario a la Proposicién
XLVI)

- Hasta los 40 afios [Hobbes] no se intereso por la Geometria, hecho que ocurrio por
accidente al hojear casualmente en una biblioteca un libro de Los Elementos de Euclides,
abierto por la Proposicion 1.47.

De la vida de T.Hobbes en Brief Lives de J.Aubrey, 1694.

- Antes de que la Santa Geometria cayera en mis manos, un tio mio me habia contado, a
los 12 anos, el Teorema de Pitagoras. [...] Es maravilloso que un hombre como Euclides
sea capaz de alcanzar tal grado de certeza y pureza haciendo uso exclusivo de su
pensamiento.
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Sketch autobidgrafico sobre A.Einstein. Philosopher-Scientist. P.A.Schilpp, 1951.

- Enla demostracion de Euclides del Teorema de Pitagoras estan mezcladas de tal modo

la intuicion y la logica, que cada paso logico esta evidenciado intuitivamente.

F.Klein. Matematica elemental desde un punto de vista superior. Vol. |l. Geometria. Biblioteca

Matematica. Dtor: J.Rey Pastor. Madrid, 1931. p.319.

- Cientos de pruebas ha sugerido la proposicion pitagorica. [...] Una de las primeras es la
de Los Elementos de Euclides que ha soportado la prueba del tiempo mejor que cualquier otra.

D.Smith.0 History of Mathematics. Dover. New York, 1958. Vol.2, p.289.

- @Gran parte de lo que precede en Los Elementos de Euclides [a la Proposicidn 1.47] apun
taba al gran Teorema de Pitagoras, que sirve de adecuado climax al Libro

L[]

La sutileza de la demostracion de Euclides es un ejemplo de la mejor Geometria.

W.Dunham. Viaje a través de los genios. Piramide, Madrid, 1992. p.76.

El lamado Teorema de Pitagoras en la Proposicion 1.47 de Los Elementos de Euclides
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El primer Libro | de Los Elementos de Euclides termina con el teorema mas importantes de la
Geometria elemental: El Teorema de Pitagoras y su
reciproco (las Proposiciones 1.47 y 1.48), donde alcanza una verdadera apoteosis geométrica la
forma magistral y sumamente bella con que el maestro alejandrino realiza la proeza de
demostrar el legendario teorema, con una légica impecable, una inusitada elegancia y una
modesta economia de elementos geométricos construidos de forma muy cuidadosa en las
proposiciones anteriores.

Euclides enuncia el Teorema de Pitagoras en la forma siguiente (Euclides: Elementos. traduc.
y notas de M.L.Puertas. Gredos. Madrid, 1996. Libro I, p.260):

Proposicion 1.47. En los triangulos rectangulos el cuadrado del lado que subtiende el
angulo recto es equivalente a los cuadrados de los lados que comprenden el angulo
recto

Al no poder utilizar las proporciones en forma pitagdrica —por la presencia inexorable de las
magnitudes inconmensurables— que suponen la aplicacién de la semejanza —que no aparecera
en Los Elementos hasta el Libro VI—-, Euclides agudiza el ingenio y obtiene el magnifico
resultado aplicando para su demostracién, ademas de algun que otro postulado y axioma,
elementos muy simples de Geometria elemental, estudiados previamente. Entre ellos:

- La construccion de cuadrados sobre segmentos (1.46).

- Angulos adyacentes que suman dos rectos (I.14).

- El primer teorema de congruencia de triangulos (1.4).

- Larelacion entre triangulos y paralelogramos que tienen la misma base y situados entre
las mismas paralelas (1.36, 1.41).

«Los paralelogramos que tienen la misma base y estan situados entre las mismas paralelas
tiene el mismo area » (Euclides 1.36).

«Si un paralelogramo tiene la misma base que un triangulo y estan situados entre las mismas
paralelas el area del paralelogramo es doble de la del triangulo » (Euclides 1.41).

Parece que Euclides esta ansioso de situar lo mas pronto posible, de la manera mas rapida y
directa, el Teorema de Pitagoras en Los Elementos, ante la perentoria necesidad de utilizarlo
ulteriormente con asiduidad; pero ante la imposibilidad de aplicar de forma tan temprana la
Teoria de la Proporcion
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de Eudoxo —que sera desarrollada en los Libros V y VI de

Los Elementos

—, con base en las proposiciones descritas (1.36, 1.41), realiza, con una estética inefable y con
una sutileza sublime, la siguiente demostracion:

Los triangulos DCB y ABI son iguales ya que AB=BD, BI=BC y el &ngulo B del triAngulo DCB es
igual al angulo B del triangulo ABI.

- El area del cuadrado ABDE es doble del area del triangulo DCB ya que tienen la misma
base y estan situados entre las mismas paralelas.

- El area del rectangulo BIKJ es doble del area del triangulo ABI ya que tienen la misma
base y estan situados entre las mismas paralelas.

Combinando los tres resultados anteriores, resulta que el area del rectangulo BIKJ es igual al
area del cuadrado ABDE.

Razonando de forma analoga se demuestra que el area del rectangulo CHKJ es igual al area
del cuadrado ACGF.

Luego, ya que el area del cuadrado BIHC es igual a la suma de las areas de los rectangulos
BIKJ y CHKJ, definitivamente, el area del cuadrado cuyo lado subtiende el angulo recto, BIHC,
es igual a la suma de las areas de los cuadrados, ABDE y ACG, cuyos lados comprenden el
angulo recto.

La demostracion euclidea del Teorema de Pitagoras es de naturaleza estrictamente
geométrica. En ella juega un papel fundamental una figura que procede de una secuencia de
construcciones que, mediante ciertas congruencias de tridngulos, va transformando los
cuadrados sobre los catetos en dos rectangulos que al encajarse componen el cuadrado sobre
la hipotenusa. La figura euclidea se ha hecho famosa por las curiosas calificaciones que se le
han dado. E. Lucas en Recréations
mathématiques

dice que los arabes le llamaban «

silla de la novia

», porque se parece a la silla que en algunos paises orientales llevaba un esclavo a la espalda
para transportar a la novia hasta la ceremonia. También se ha llamado «

calesa de la mujer recién casada

» (Bhaskara), «
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capucha de franciscano

>>’ «

cola de pavo real

>>’ «

figura del molino de viento

». El fildsofo Schopenhauer, que muy impresionado por el hecho del teorema, siempre se
pregunto por la razén natural de la relacion pitag6rica, llamaba a la demostracién de Euclides «
una prueba paseando en zancos

» y también «

prueba de la ratonera

» .,

ILUSTRACIONES HISTORICAS DEL TEOREMA DE PITAGORAS EN EUCLIDES

g Higs 1 la PropobkimsoBieAiznios de Euclides en versiones histéricas.
1: Manuscrito griego (siglo XlI, Biblioteca Nacional de Paris). 2: Manuscrito chino (siglo XVII). 3: Manus
Los Elementos de Euclides es, sin dudaialguna, el libro cientificoahi@stvaglueiohdy dboddadbia)

Fragmentos de la ProposmsoB/éAi s de Euclides en versiones impresas.
1. Primera impresién (Ratdolt, Venecia, 1482). Biblioteca del Monasterio de San Millan de Yuso.
2. Editio princeps de Los Elementos de Euclides (S.Grynaeus! viejo
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El Teorema de Pitagoras 'y su inverso —ProposicidossHldgritd8 de de E
lﬁ={ﬁ?\ = 1;~“i?A
i rigi
LE0h -
 ‘%{ ."2.&
El Teorema de Pitagoras (1.47) en la edicién de O e o -

El reciproco del Teorema de Pitagoras en la Proposicion 1.48 de Los Elementos de
Euclides

La Proposicién .47 marca la cumbre del Libro | de Los Elementos, pero la sagacidad de
Euclides va todavia mas alla, exhibiendo una demostracion del resultado inverso del
Teorema de Pitagoras

que es un increible modelo de economia de recursos en Geometria, en la Proposicién 1.48 (
Euclides: Elementos

. Grecdos. Madrid, 1996. Libro I, p.263):

/N

«Sienun triangulo el cuadrado construido sobre uno de los lados es igual a la suma de
los cuadrados construidos sobre los restantes lados del triangulo, el angulo
comprendido por estos dos lados es recto ».

En la demostracion Euclides traza un segmento AD=AB y perpendicular a AC. De la hipétesis:
AB? + AC? = BC?, y al ser rectangulo el triangulo ADC, resulta:

AD? + AC? = DC? (1.47, Teorema de Pitagoras).

Pero como AB=AD, sera:

BC? = AB? + AC? = AD? + AC? = DC?,

por tanto: BC=DC; de manera que los triangulos DAC y CAB son congruentes, ya que al ser el
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lado AC comun, los dos triangulos tienen los tres lados iguales.
Por tanto, el angulo CAB que es igual al CAD (Euclides 1.8), debe ser recto.

Dos notas son dignas de ser remarcadas sobre esta demostracion: su concision y el hecho de
gran valor l6gico-deductivo de que Euclides aplica el propio Teorema de Pitagoras para
demostrar su reciproco.

Por desgracia esta sencilla demostracion es obviada en los libros de texto aunque
paraddjicamente es utilizada implicitamente tanto como el propio Teorema de Pitagorasy ello
desde los antiguos agrimensores egipcios. En efecto, es curioso que mientras cualquier
persona se enfrenta al

Teorema de Pitagoras

en su etapa escolar, muy pocas personas conocen la demostracién del teorema inverso,
aunque estan seguros de su legitimidad y de hecho lo aplican cuando es necesario.

Las dos proposiciones, 1.47 y 1.48 constituyen una unidad secuencial, con la que se alcanza un
climax de esplendor geométrico en el final del Libro | de Los Elementos, ya que tomadas en
conjunto caracterizan por completo los triangulos rectangulos, es decir:

«Un triangulo es rectangulo si y solo si el cuadrado sobre la hipotenusa es igual a la suma de
los cuadrados sobre los catetos ».

He aqui otro relevante rasgo del alto valor pedagdgico de Los Elementos de Euclides.

El inverse<

ght angle.
QED.

En la Introduccion general de la edicion de Gredos de Los Elementos de Euclides (Libro |,

Teorema de Pitagoras (Proposicién 1.48) en la kedicKardentissial de O.BglenE
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pp.66—67), asi como en el capitulo 4.2.4 de su obra
La Trama de la Demostracion
(Alianza Editorial. Madrid, 1990, p.321), Luis Vega escribe:

«El caracter elemental de 1.47 y 1.48 convierte ambos teoremas en un broche de oro del Libro |
desde un punto de vista disciplinario; son una viva muestra de la capacidad de Euclides para
dominar por medios relativamente sencillos buena parte de la tradicion geométrica antigua.
[...]

La prueba de esta version, a todas luces propia de Euclides, discurre al margen de la teoria de
la proporcion y del recurso a la semejanza de triangulos

[...]

lo que contribuye a hacer significativa la opcion de Euclides en el contexto del Libro

l,

por un desarrollo inicial y sistematico en los términos elementales de la aplicacion y
transformacion de areas.

[...]

Revela, ademas, la capacidad de Euclides para reconstruir de modo sistematico un legado
antiguo y forjar nuevas pruebas que se adecuen a esta reconstruccion

».
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