El legado perdido de Pappus de Alejandria que dio lugar a unas nuevas matematicas
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Pocos teoremas en la Historia han dado pie a tantas repercusiones como el que
presentamos, de enunciado muy sencillo por otra parte
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El legado perdido de Pappus de Alejandria que dio lugar a unas nuevas matematicas

La semana pasada hablamos del quinto postulado de Euclides (el de las paralelas, ese
que ha causado tanto lio a lo largo de los siglos, y ha motivado tantos articulos y tantas
busquedas alternativas). También indicabamos que su sustitucion por otros 'parecidos' pero
distintos provocé la aparicion de las geometrias no euclideas (

geometria esférica

y

geometria hiperbodlica

) en el siglo XIX. Pero no vayamos aun tan lejos. Quedémonos en el siglo IV de nuestra era, en
la tierra de Euclides, en

Alejandria

. Alli vivié uno de los ultimos matematicos destacados de la Antigliedad, a decir de los
historiadores de esta disciplina. Después, en la escuela alejandrina so6lo podria destacarse a
Tedn y a su hija Hipatia, por sus comentarios a otras célebres obras porque, sus obras propias
se han perdido totalmente (lamentablemente, a ella se la recuerda mas por su espantosa
muerte que por sus logros matematicos, pero asi es el género humano, qué le vamos a hacer).

Ese destacado matematico, gedgrafo y astronomo se llamaba Pappus, que, para distinguirle
de otros homdnimos, se le afiade el topénimo:
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Pappus de Alejandria

. Su biografia se resume rapido porque como otros sabios de la Antigliedad, practicamente
nada se sabe de su vida. Simplemente que era maestro y que tenia un hermano. Gracias a los
escritos conservados, y a las referencias de otros autores, sabemos bastante mas sobre su
obra, y por eso podemos afirmar que fue un gran matematico. Su mayor trabajo es 'La
Synagoge

' (Coleccién Matematica), compuesta por 8 volumenes, de los que el primero y algunas partes
del segundo no han perdurado hasta nosotros.

Segun los historiadores, la forma de escribir de Pappus hereda el estilo que Euclides instauro:
relacion, ordenada sistematicamente, de los resultados méas importantes obtenidos por sus
predecesores a los que afiade notas explicativas o de ampliacién de esos resultados, algunos
originales, otros no. Es patente que se dedicaba a la docencia, ya que presenta unas
introducciones y esquemas muy didacticos, buscando ante todo en los comentarios
posteriores ser muy claro. Sin embargo, hasta finales del siglo XVI no se pudo aprovechar su
contenido ya que tanto arabes como medievales ignoraron (o desconocieron) por completo
este tratado. No sera hasta 1588 cuando el italiano Federico Commandino (1509 — 1575),
uno de los mas relevantes traductores y editores de obras de la Antigliedad, lo tradujera al
latin, aunque como puede verse por las fechas, nunca llegara a verlo fisicamente (se editd
péstumamente). En el siglo XX ha habido versiones en inglés y francés.
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Son varios los resultados de interés compilados y/o comentados por Pappus en su obra (por
ejemplo, las conocidas férmulas sobre los centros de gravedad de los cuerpos en rotacién,
teorema de Pappus-Guldin
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), pero hoy nos referiremos exclusivamente al que cuestiona de alguna manera la geometria
euclidea. Y sblo vamos a exponer una pequefisima parte de sus consecuencias, porque hay
tratados bastante gruesos sobre todo lo que involucra ese resultado. La intencién de estas
lineas es tratar de transmitir cdmo una unica proposicién puede dar tanto juego. Seguramente
sea el resultado mas relevante de la geometria clasica después de los teoremas de Tales y de
Pitdgoras, aunque probablemente haya quien considere esa disposicion en otro orden, en
favor de éste.

Empezaremos diciendo que es de los resultados que menos 'protagonistas’ requiere: nueve
puntos, nueve rectas y como relacion entre éstas sélo su punto de interseccion. Aunque en
nuestro pais se conoce como Teorema de Pappus, 'a secas', en la literatura anglosajona sobre
todo se le denomina teorema del hexagono de Pappus. Veamos lo que dice:

«Si sobre dos rectas r y s, paralelas o no, se toman tres puntos (llamaremos A, B, C los
der,y A’, B, C’ los de s), entonces los puntos de interseccion de los segmentos AB’ y
BA’ (sea éste X), AC’y CA’ (llamémosle Y), BC’ y CB’ (bauticémosle como Z), estan
alineados»
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La representacién grafica que hemos hecho es la tipica de los textos clasicos de geometria, la
gue se infiere directamente del enunciado. Sin embargo, podriamos tener esta otra
interpretacién: si la recta r, en lugar de la original, fuera la que hemos obtenido, y sobre ella
hubiéramos elegido como puntos A, B, C, los obtenidos respectivamente X, Y, Z (observen
gue he cambiado los colores ademas de las notaciones), si hiciéramos la misma construccion,
es decir, unir los puntos del mismo modo que antes, y prolongar las rectas hasta que se
corten, obtendriamos que los nuevos X, Y, Z estan alineados, jjjen la rectar primitivalll Y
ademas la construccion es idéntica. Sélo hay una cosa que ha cambiado. ;Se percatan?

Pero no sélo eso. jjiEl papel de cada punto y cada recta es perfectamente intercambiable!!!
Es decir, sean ahora A, B, Cy A’, B’, C’ los marcados en el nuevo dibujo. Undmosles dos a
dos y denotemos por X, Y, Z los puntos de corte. Salen de nuevo alineados, pero es que jjjla
representacién grafica es la mismal!!
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Todos hemos comprobado en algun momento que, si nos colocamos en medio de las vias
rectas de un tren y miraramos hasta que nuestra vista alcance, tenemos la impresién de que
las vias se juntan al fondo. Del mismo modo aparece una fotografia tomada desde ese mismo
punto. La perspectiva provoca que desaparezca cualquier atisbo de paralelismo. Todo se
encuentra en un punto en el horizonte. De hecho, en las fotografias, ademas el tamario real de
las cosas disminuye, las circunferencias aparecen como elipses, los angulos de interseccién
de los segmentos son diferentes a los de la realidad. La geometria proyectiva se fundamenta
(Desargues lo fundamenta) precisamente en ese cambio de la realidad a lo que sucede al
tomar una fotografia, que es lo mismo que nuestro cerebro hace al mirar 'al infinito'. La
geometria euclidea no sirve para esto, porque las distancias y los angulos se alteran, y
desaparece el paralelismo. Todo confluye en un punto, el punto de fuga, el punto que en
matematicas llamamos ‘el punto del infinito'. Ahora bien, dado que hay infinitas direcciones
posibles para las rectas, hay una infinidad de puntos del infinito, que Desargues establece
alineados en una recta, la recta del horizonte. En este contexto, el teorema de Pappus no tiene
restriccion alguna.

A Blaise Pascal (1623 — 1662) la geometria descrita por Desargues le llama la atencién, y
trabaja también en ella. Y encuentra una generalizacion del teorema de Pappus (que pasa a la
historia como teorema de Pascal, obviamente; por cierto, lo encontré y demostré, jjcon 16
anos!!). Pascal demuestra, con las nuevas herramientas de esta geometria proyectiva, que el
resultado de Pappus no soélo se verifica cuando tomamos tres puntos en dos rectas, sino que
es cierto cuando tomamos seis puntos cualesquiera de cualquier conica (elipse, hipérbola o
parabola), como vemos en la imagen en el caso de una elipse: los puntos de corte de los
segmentos estan siempre alineados (recta de color rojo)
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El matemético y escritor de libros de matematica recreativa inglés Henry Ernest Dudeney,
atribuye a

Isaac Newton

el siguiente acertijo:
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