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Leticia, colaboradora de la bitacora ConCIENCIA musical , escribié una breve entrada titulada
Musica, poesia, danza... ;matematicas?
, que reza asi:

“Haberlas... las habra, no digo yo que no, pero después de ver este video no me habléis  de
matematicas, por favor”.

El video al que se refiere es este:

Al leer la entrada de Leticia me di cuenta de que tenia que tratar -casi diria con cierta urgencia-
el asunto de la belleza en la musica y en las matematicas. Debajo del comentario breve,
casual, de Leticia subyace una concepcidon muy comun de qué es la belleza, su tipologia y en
qué campos se encuentra.

En estas por fuerza breves notas quiero ahondar en el concepto de belleza y como esta se
percibe desde las dos ricas dreas que nos ocupan aqui: la musica y las matematicas. Leticia, si
no te importa, te trataré de ta.

Podemos discutir el tipo de belleza que hay en la musica o en las matematicas, pero no
podemos discutir la necesidad de la belleza. ;Y por qué necesitamos la belleza? Para mi,
desde luego, para comprender; no concibo la comprensién no ya artistica, sino cientifica sin la
mediacion de la belleza. La experiencia estética interior descubre caminos a la comprension
gue de otra manera pasarian completamente inadvertidos o a los cuales arribaria dando un
largo y penoso rodeo. La experiencia estética es como un fogonazo subito que nos alumbra
senderos ocultos conducentes a tierras ignotas. En realidad, no sabemos que hay al final del
camino, pero hace tiempo que comprendimos que es el transito por el camino lo importante.

-Bien -me diras, Leticia-, pero ¢qué es la belleza?
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La belleza se encuentra en multitud de campos del saber y en multitud de estados. Hay belleza
en toda construccion que muestre unidad organica, coherencia formal, afan de indagacion,
vision profunda y original y, sobre todo, autenticidad. Y esto lo puedes encontrar en la novena
sinfonia de Beethoven o en teoremas de la teoria de numeros.

-Hum... -hace un gesto de incredulidad Leticia.

-Veo que no te convenzo.

-Hum..., no mucho -Leticia se sincera.

Déjame que te hable mas a fondo de la belleza en las mateméticas y en la musica y, después
de ello, examinemos sus puntos comunes (si crees que los tienen, claro).

Leticia, escucha, el hombre es poca cosa, muy poquita cosa. Pero mientras vivimos nos es
dado ser inmortales. Si, porque comprender lo que te trasciende te hace, siquiera
momentaneamente, inmortal. Aprehender el infinito, lo infinito, es un buen ejemplo de ello.
Cuando un nifio aprende a contar asocia cada numero a un dedo, tu lo sabes mejor que yo.
Cuando mas tarde alcanza a contar numeros grandes, se da cuenta de que ni siquiera en el
lenguaje existen palabras para cada numero. De hecho, mas tarde en su formacion descubrira
algo perturbado que en realidad no se nombran todos los nUmeros porque algunos se usen
poco, no, jes porque hay infinitos! No podemos tener infinitas palabras. Si, el infinito: el nifio
descubre que hay infinitos nimeros porque dado cualquier nimero, al sumarle 1, nos da un
nuevo numero, tan legitimo y elegante como el anterior. Y asi podemos repetir esto hasta el
infinito, que es como decir hasta la eternidad. Comprendemos entonces lo aparentemente
inasible. Y aqui hay belleza.

¢, He dicho comprendemos? Comprender es otro placer, coincidirds conmigo Leticia, ¢no? Las
leyes del pensamiento, el ejercicio del razonamiento, la ordenacion légica en un sistema
autocontenido, la confrontacion de ese sistema Iégico con el mundo real, en todo esto hay
también belleza. A través del razonamiento percibimos belleza. Vuelvo a los nimeros, esta vez
a los numeros primos; si, aquellos que solo son divisibles por si mismos y la unidad. ¢ Cuantos
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hay? ¢ Pocos, muchos o infinitos? Si hay infinitos, cémo contarlos! Los griegos, mediante una
bella (« fijate en este adjetivo) técnica de demostracidn llamada reduccién al absurdo,
probaron que los primos eran infinitos en numero. El argumento funciona como sigue (atenta,
Leticia). Si hubiese solo un numero finito de numeros primos, podria probar el siguiente truco:
los multiplico todos y al resultado le afiado 1. Este nuevo numero, ¢,es primo 0 no es primo?
Supongamos que el nuevo numero no es primo. Alguno de los numeros primos originales
tendria que dividirlo. Por su construccion, eso es imposible. Por tanto, ha de ser primo. Esto
quiere decir que hay infinitos primos, pues este proceso lo puedo repetir siempre ad infinitum.
Leticia, escucha, este razonamiento es bello.

A veces los matematicos nos emocionamos ante férmulas porque encierran tanta verdad, tanta
inteligencia, tanto afan de comprension, tanta abstraccidn (de algin modo tanta humanidad),
porgue son capaces de unir mundos de tan dispares universos. Una de mis férmulas favoritas
es la formula de Euler:

le m +1=0 |

Te juro que encierra belleza; no, mal dicho, irradia belleza. Esta férmula, una vez que la has
comprendido, te embriaga.

Volviendo a las leyes del pensamiento, las pruebas o demostraciones nos llenan de gozo con
frecuencia. Las hay de muchas clases: pruebas directas, por casos, por reduccién al absurdo,
por contraposicidn, por construccion, por induccién, etc. A mi me gustan mucho las pruebas por
induccion. Se aplican a propiedades que dependen de numeros naturales. Por ejemplo, la
formula

nin+ 1)
2

s

14+24---4+n=

es cierta, donde n = 1,2,... (Leticia, una férmula enunciada para infinitos numeros: jde nuevo, el
infinito!). Constan de dos pasos: en el primero buscan un nimero ny para el cual la propiedad
sea cierta; en el segundo pruebas que si la propiedad es cierta para un niumero natural n,
entonces es cierta también para n + 1. Una vez hecho esto, habras probado la propiedad para
cualquier nimero mayor o igual que n

0

. ¢,No hay algo de inmortalidad en todo esto y, por tanto, de belleza? Vamos a hacer la prueba
por induccién de esta ultima formula. ¢ Es cierta la férmula para n = 1? Si, porque

1-(1+1)
2
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Supongamos que es cierta para n y probemos que es cierta para n + 1 y probemos entonces
que es cierta paran + 1:

1+24+---+n+n+1 = (1+2+---+n)+n+1
_ n(n+1}+H+1=nfn+l]+i’-[n+l]
2 2
(n+2)(n+1)

s

o

La expresion que ha salido en Gltimo lugar, (7+2j(n+1)
2
, es la correspondiente férmula de min+1)
a

sustituyendo n porn + 1. Y esto compTeta la prueba. Leticia, esto es bello.

Hay otro tipo de belleza que esta intimamente ligada a la actividad matematica. Me refiero a la
belleza que se encuentra al resolver problemas de matematicas, sobre todo si es un problema
abierto. En primer lugar, no sabes muy por qué te prendaste del problema. No es un poco
loco todo esto, Leticia? Quizas fue que presentias que la solucién de ese problema completaria
tu conocimiento del asunto; si, a veces nos enamoramos de los problemas por afan de
completitud. Acaso fuese porque querias probar tus fuerzas intelectuales; eso también ocurre,
las ganas de sentirnos vivos por el ejercicio del pensamiento. Sea cual sea la razén el
problema esta delante de ti, quietecito, modoso, esperando algo indolentemente no sabemos
muy bien qué.

Al principio, le haces poco caso; le dedicas algun pensamiento suelto aqui y aca. Lo miras con
ojos benévolos e indulgentes. Sin embargo, un dia te levantas con un extrafo nivel de
conciencia, a veces acompanado de un aguzamiento de los sentidos, y entonces abordas el
problema. En los primeros acercamientos, todo es vano y ridiculo. Todas tus hipotesis iniciales
son falsas o se aplican a casos muy particulares exentos de interés. Sabes que esto no es
comprender todavia. Pero sigues. En esto consiste la mentalidad del matematico: teson. Miras
al problema desde otro punto de vista, imaginas que fuera parte de un objeto mayor, de una
estructura superior, y si asi fuese, cdmo lo entenderias entonces? Avanzas en el mejor de los
casos, pero el avance es minusculo. En el peor caso, das vueltas sobre ti mismo. Y ahora viene
lo que llamo la travesia del desierto. Si no te pierdes, la solucion est4 al final del desierto. Pero,
Leticia, jcuidado!, el desierto esta lleno

de espejismos. Recuerda que el
Sol de tu orgullo te calentara hasta la extenuacién. Ahora la convivencia con el problema es
constante. Suefias con él, te acompana en el pensamiento por doquier, la realidad la ves tefida
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del color del problema, todo se interpreta en funcién de él. En ocasiones, desesperas. A veces
desearias que ya estuviese resuelto y acabar con esto. Quizas construyas una bonita teoria
solo para descubrir al cabo de unos dias que era incorrecta. O aun peor, quizas hayas dado
con la solucion correcta del problema, pero no sabes cémo probarlo. ¢ Recuerdas, Leticia, que
en matematicas todo ha de ser probado segun las leyes de la l6gica y con demostraciones? A
lo peor es la prueba lo que se escapa entre los resquicios de la inteligencia. Si, porque las
matematicas, si se practican con honestidad, te dan la medida de ti mismo. Y eso es una
profunda y constante leccion de humildad. En cuanto estas una temporada resolviendo
problemas sabes inmediatamente cuales son tus limites. Lo extraordinario de las matematicas
es que te muestran como romperlos. Poco a poco vas progresando. Descompones el problema
en otro mas pequenos, y con tesén y creatividad los vas resolviendo. Empero, notas que falta
una idea que unifique todo lo que has descubierto hasta ahora. Un dia, probablemente de una
manera casual, te llegara la idea. Pero escucha, Leticia, solo te llegara si tu espiritu esta
abierto. Probablemente, la idea paso6 antes delante de ti, pero no la viste, es decir, no la
comprendiste, no estabas preparado. La travesia del desierto te prepara para esa
comprensidn. En efecto, habras pasado la fase de obsesion por el problema y estaras en la de
comprensién lucida. Y viste la idea feliz. En los primeros momentos te mostraras incluso
incrédula, tanto has fracasado en el pasado. Luego, sonreiras, y también te maldeciras por lo
ciega que estuviste. Finalmente, lloraras de alegria.

Los mateméaticos apreciamos la belleza en las matematicas segun varios criterios. Antes que
nada, en los resultados. Resultados bellos en matematicas hay muchos. Recuerda la férmula
de Euler e™ + 1 = 0, o también el teorema de Pitagoras, o el teorema de Abel-Ruffini, o el
teorema fundamental del calculo, o el algoritmo de Euclides, o el teorema de Fermat... Leticia,
podria seguir asi a riesgo de emborracharme. En las pruebas se encuentra otra fuente de
belleza. Nos gustan las pruebas que usen el menor numero de hipdtesis; es una especie de
austeridad intelectual. Asimismo, nos gustan que sean cortas y concisas, que estén libres de
notacion farragosa (que es una forma de pedanteria); es una preferencia de estilo, digamos. En
el video que hay abajo un matematico contemporaneo muy famoso, Michael Atiyah, habla de la
belleza de las matematicas como de la densidad de significado, lo cual es una hermosa forma
de resumir lo que acabo de decir.
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Figura 1: Video de Atiyah hablando sobre la belleza de las matematicas.

Quizas las pruebas que mas nos gustan son las inesperadas. Recuerdo una prueba de un
resultado geométrico que un colega probé con una ingeniosa demostracién probabilistica. Al
leerla, los ojos se me quedaron en blanco, empecé a tartamudear y finalmente rompi a reir a
carcajada limpia. Las pruebas inesperadas lo son por la conexién que establecen entre areas
aparentemente alejadas o por la profunda comprension del problema. También se aprecian
mucho las pruebas que demuestran el resultado en situaciones muy generales (jah!, el famoso
afan de generalidad de los matematicos).

Y hasta aqui, querida Leticia, la belleza en las matematicas. Vamos a ver qué pasa en esa
actividad misteriosa y vivifica que es la musica.

La musica puede cumplir muchas funciones, entre ellas, entretenimiento, validacion social,
refuerzo de la sensacidn de pertenencia al grupo, comunicacion, venta de productos, etc. Sin
embargo, yo te voy a hablar primero de la musica como instrumento de comprensién. Si,
Leticia, otra vez la comprensidn asociada a la belleza. Ahora es una comprensidn algo distinta
a la dada por las matematicas.
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Creo que me explicaré mejor si te pongo ejemplos. Te voy a hablar de una obra que a mi me
hizo comprender algo tan importante como la necesidad de consuelo del ser humano. Yo era
un joven atolondrado e ignorante del mundo, que rondaba los veintipocos afos. Un viernes por
la noche quedé con unos amigos. Muy probablemente, acabariamos emborrachandonos en
algun garito de la zona de copas donde habiamos acordado encontrarnos; nada fuera de lo
normal en la sociedad alienante en que vivimos. Un amigo me pidié que lo acompanase a su
piso a coger algo que se le habia olvidado. Al entrar, su comparero de piso estaba escuchando
El cuarteto para el final de los tiempos, de Olivier Messian. Me quedé petrificado. Era musica
de una expresividad desbordante, de una verdad musical absoluta. Pero esa musica no
hablaba de lo placentero, no era musica que solo halagase los sentidos. En absoluto. Hablaba
del horror de la condicién humana, sin ninguna justificacion ni ambigtiedad, con absoluta
desnudez; y al mismo tiempo esa musica hablaba aun mas elocuentemente de esperanza.
Estaba llena de esperanza y consuelo para el ser humano. Despedi a mi comparero de juerga
de modo un poco cortante y rogué a su companero de piso que pusiese el cuarteto desde el
principio. Lo escuché con fruicién, con vehemencia, absorbiendo cada detalle del argumento
musical y emocional. ¢ De donde habia salido esa musica? Busqué informacion sobre la obra 'y
me enteré de que habia sido compuesta en unas circunstancias terribles, en un campo de
concentracion durante la Segunda Guerra Mundial. Ese cuarteto me habia cambiado la vida al
hacerme comprender que existe el horror de lo humano -mas de lo que yo habria podido
suponer-, que necesitamos consuelo ante ese horror, y que hay esperanza para nuestra
condicién. Musicalmente, aprendi muchas otras cosas: la teoria ritmica de Messian, su
lenguaje armonico, su sistema de modos de transposicion limitada, sus procedimientos
formales, el tratamiento de la dindmica (llegué a estudiarme al piano algunos movimientos del
cuarteto). Sin embargo, lo mas importante radicaba en la parte emocional y estética. La musica
de Messian me habia explicado emociones que antes solo comprendia de modo artificial, como
resultado de un frio analisis intelectual o como mucho de una lectura histérica. Con este
cuarteto habia vivido el horror, habia vivido la posibilidad del consuelo y habia vivido en mi
propia piel la esperanza. Fijate en el ultimo movimiento del cuarteto; lo puedes escuchar en el
siguiente video.

Figura 2: Ultimo movimiento del Cuarteto para el final de los tiempos, de Messian.

Es un movimiento lento, de un gran estatismo, escrito solo para piano y violin. El piano toca la
misma figuracién ritmica, dos notas, una muy corta y otra larga, y durante gran parte del
movimiento se queda en el registro medio. El violin sigue una linea melddica que en esencia
esta compuesta por una subida hasta un si agudo, seguida de una bajada, todo ello repetidos
dos veces, para en ultimo lugar emprender la poderosa subida a un mi sobreagudo tocado con
arménicos artificiales. Tomo prestado de la excelente pagina web [ LU ] del Conservatorio de
Lawrence University un grafico (figura 3) que muestra la evolucién de la linea melddica.
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Figura 3: Ultimo movimiento del Cuarteto para el final de los tiempos, de Messian.

La subida final del violin es acompanada por el piano en el registro sobreagudo, con acordes
de séptima en tercera inversién. Tanto el violin como el piano tocan notas muy agudas, con
apenas arménicos. Oimos, pues, tonos de gran pureza, limpios, que nos transmiten esa
sensacion de esperanza, de recogimiento, de ascetismo. Eso es todo lo que vemos en este
movimiento. Sobriedad extrema de medios para conseguir maxima expresividad.

Sin vivirlo en persona, me pregunto de qué otra forma podria haber comprendido con esa
profundidad el horror de la condicion humana y la posibilidad de esperanza.

Otro aspecto muy importante para mi es el analisis de la obra, andlisis que presta atencién a
aspectos como la perfeccion formal, la originalidad, la técnica compositiva, el contexto musical
e histérico y otros factores. De nuevo, otro ejemplo, Leticia. Seguro que conoces la Rapsodia
sobre un tema de Paganini, de Rachmaninov, una obra para piano y orquesta. Hace un tiempo
escribi un analisis sobre esa obra. Formalmente, es un tema con variaciones. Para que me
comprendas mejor, te transcribo el analisis del tema y las dos primeras variaciones.

(...) Como dijimos antes, la Rapsodia consiste en un tema y 24 variaciones. Muy
juguetonamente, Rachmaninov no expone el tema en primer lugar, sino que presenta la
primera variacion antes que el tema. Esta variacion la llama precedente. He aqui una
descripcién de las variaciones.

Introduccion: Allegro vivace. La introduccién tiene como misién crear una gran expectacion en
el oyente, expectacion que se resolvera mas adelante cuando aparezca el tema principal. La
introduccidn presenta el tema de Paganini, la-do-si-la-mi, escrito en semicorcheas; lo
llamaremos motivo X. Dicho motivo no es méas que el acorde de la menor (la-do-mi) en una
forma arpegiada.
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L)
Figura 4: Motivo de la introduccién.

Aparecen también acordes de séptima sin resolver asi como quintas paralelas; todo esto
contribuye a la tension musical. ¢ Qué es esto de los acordes sin resolver? Los acordes de
séptima tienen intervalos que se consideran disonantes, al menos en el periodo de la practica
comun, y es norma que esas disonancias se resuelvan. Rachmaninov hace lo siguiente en su

introduccién (pinchese en la figura para oir una versién midi):
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Figura 5: Introduccién de la Rapsodia.

Es claro que la introduccion acumula mucha tension a causa de esos acordes. Comparese con
la siguiente versién en que no aparecen esas séptimas (pinchese en la figura para oir una

version midi).
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Figura 6: Version de la introduccion sin séptimas.
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Es, sin duda, una versidbn mucho mas débil, que no crea tanta expectacion; no es desde luego
la lamada a las armas que produce la versién de Rachamaninov.

En cuanto a las quintas paralelas, son voces que estan a una distancia de quinta (5 notas) una
de otra. Tienen una sonoridad muy peculiar, que era considerada como desagradable desde el
Barroco al Romanticismo. Aqui Rachmaninov la usa sin preocupaciones.

La introduccién termina en el compas 9 con el acorde de séptima de dominante de la, de nuevo
con disonancias sin resolver, que nos deja expectantes.

Variacion | (Precedente): Allegro vivace. Rachmaninov continda con su duende juguetdn y una
vez mas rompe las expectativas que nos habia creado. Tras la tensién, esperabamos la
exposicion del tema, pero no es asi. La variacion | no es mas que una presentacion del
esqueleto armoénico del tema de Paganini, con entradas mas o menos inesperadas de los
instrumentos y con muy poco material melédico. Armonicamente, es una alternancia entre la
ténica y la dominante, hasta el compas 8, seguida de una caida de quintas que se repite dos
veces. Aqui estan los acordes de esta variacion (pinchese en la figura para oir una version
midi).
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Figura 7: Acordes del tema de Paganini.
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De nuevo hay que descubrirse ante el sentido de la tensién musical de Rachmaninov. En la
variacion 1 no aparecen los acordes anteriores tocados con todas las notas. He mostrado la
armonia completa en la figura 7 mas bien para referencias futuras, pero Rachmaninov hace
tocar a la orquesta solo las notas fundamentales de cada acorde, esto es, la primera, la mas
grave, de cada acorde. Asi, los acordes quedan indefinidos al faltar el resto de las notas.
Aparece la nota la, por ejemplo, pero ¢ es la del acorde de la mayor, de la menor, de la séptima
u otro?

Esta variaciéon fue afiadida en el Gltimo momento a tenor de lo que se deduce del cuaderno de
bocetos de Rachmaninov. El compositor la afiadio, se cree, para crear una atmdsfera mas
sugerente antes de la introduccion del tema.

Tema: L'istesso tempo (sin variar el tempo), en la menor. La orquesta toca el tema original de
Paganini y el piano la acompana con un patrdn similar al de la variacion anterior. El tema
consiste en un antecedente de 8 compases, seguido de un consecuente de 16 compases.

¢ Qué significan estas dos palabrejas? En musica, una frase es una unidad que posee sentido
musical completo. En nuestro caso, el tema de Paganini esta formado por dos frases, la
primera que actua de antecedente, o de pregunta si queréis, y la segunda, el consecuente, que
tiene caracter concluyente; también se le conoce como la respuesta. En la figura 8 tenéis la
division en antecedente y consecuente del tema de Paganini.
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Figura 8: Antecedente y consecuente en el tema de Paganini.

El antecedente estd armonizado con una alternancia de ténica-dominante (grado | y grado V de
la escala). El consecuente sigue la armonizacién de arriba, compases 9 a 24 de la figura 4,
aunque cambia algunos acordes en la cadencia final. §Mas palabrejas? Tranquilidad, son solo
términos técnicos, palabras como otras cualquiera. Una cadencia en una serie de acordes que
marcan el final de una frase; sirven para reforzar el sentido conclusivo de la frase.

Muy sutilmente el piano enuncia un motivo que, sometido a diversas transformaciones
melddicas y ritmicas, aparecera con mucha frecuencia. Es uno de los motivos melédicos
principales de la Rapsodia. Lo llamaremos Y; esta formado por una cuarta descendente.

Figura 9: Antecedente y consecuente en el tema de Paganini.

()

Leticia, conocer todo estos detalles aumenta el nivel de consciencia de la obra y, en
consecuencia, se percibe la belleza derivada de la perfeccion formal de la obra. Aclaro que la
complejidad compositiva no equivale a perfeccion formal. Eso es rematadamente falso.
Recordemos el motivo de la quinta sinfonia de Beethoven: sol-mil-mil-mil ; mas simple,
imposible.

Llegados a este punto nos preguntamos, Leticia, que si ambas son bellas, ¢qué diferencia a la
musica y a las matematicas? Para mi, tienen mucho en comun, pero una gran diferencia es el
tratamiento del tiempo. La potencia emocional de la musica esta fuertemente asociada a una
periodo fijo de tiempo. En el corto tiempo que dura la escucha musical, todo se transforma.
Nuestros sentidos se ponen a prueba, se crean conexiones emocionales antes desconocidas,
la sensibilidad se aventura por tierras ignotas y de resultas la comprension vital se ensancha.
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Hay una gran densidad de significado comprimido en un corto espacio de tiempo. En cuanto a
la densidad, matematicas y musica son muy parejas. Los objetos matematicos son también
densos en significados, pero no tienen las ataduras temporales de la musica. Un problema de
matematicas nos puede acompanar a todas partes durante las veinticuatro horas del dia: La
musica tiene su climax durante la escucha; fuera de ella, su intensidad mengua, pues falta la
estimulaciéon sensorial.

Leticia, ha sido un placer charlar contigo sobre la belleza, sea matematica o musical. Gracias.

PARA SABER MAS

- Para informarse sobre aspectos cognitivos de la musica de una manera divulgativa
recomiendo el libro Musicofilia, de Oliver Sack [ Sac09 ]. Para aquellos que quieran
profundizar de verdad esta el libro Psychological Foundations of Musical Behaviors |
RBO03

1

- Para ahondar en los aspectos sociales y antropolégicos de la musica, recomiendo el libro
clasico de Merriam [ Me64 ].
- Enla seccion Mis conciertos de mi pagina web se encuentran andlisis de obras clasicas.

- La demostracién de un resultado siempre viene después de su concepcidn siquiera sea
intuitiva. A veces hay demostraciones visuales que muestran, a veces de modo inesperado,
resultados que normalmente se prueban con arida manipulacion algebraica. En la pagina
Proofs without words | Wik-a ] hay unas cuantas. Este tipo de pruebas se encuentran
también en el campo de la matemagia.

- Elfamoso libro de Imre Lakatos Proofs and refutations [ Lak76 ] es una buena referencia
para entender qué es el arte de las prueba matematica.

- Para estudiar la estética de la musica el libro de Scruton [ Scr-97 ] es muy riguroso y

completo.
- Una divertidisima historia de la critica musical es el Lexicon of musical invective,
de Slonimsky [ Slo-00 ]. En ese libro relata las criticas feroces y se aprecia lo subjetivo

que es el concepto de belleza, tan sujeto a modas, a tirrias personales, a prejuicios.
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