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Tenemos otra vez mas el placer de contar como autor invitado a Luis Nuno, que ya ha
escrito en esta columna anteriormente. Luis Nufio es catedratico de universidad en la
Universidad Politécnica de Valencia y autor de la Rueda Armdnica. Es un gran
investigador de la teoria matematica y computacional de la musica asi como un divulgador
de la misma. Ha publicado varios articulos de investigacion en la prestigiosa revista
Journal of Mathematics and Music. Siguiendo con su trabajo de grafos parsimonicos,
esta vez estudia dichos grafos sobre escalas heptaténicas y pentatonicas. Este trabajo
que trae a Divulgamat consta de dos partes; la sequnda la veremos en enero. De nuevo,

estamos ante un articulo iluminador y profundo. Espero que los lectores de esta
columna lo disfruten tanto como lo he hecho al leerlo.

Paco Gémez Martin

1. Introduccion

El presente articulo fue presentado en junio de este afo 2022 en la Conferencia Internacional
de Matematicas y Computacién en Musica, celebrada en Atlanta (GA, USA). Para facilitar su
difusion entre un conjunto de lectores lo mas amplio posible se ha simplificado en cierta medida
su parte mas tedrica, pero se han mantenido en su totalidad los resultados obtenidos. En todo
caso, el articulo completo puede consultarse en la referencia indicada al final de este articulo
(Nuno 2022a).

La escala mayor es la base de la musica occidental. Por ello, aunque pueda parecer superfluo,
conviene revisar algunas de sus principales caracteristicas. Se trata de un conjunto de siete
notas que guardan entre si una gran afinidad acustica, de manera que es muy “completo y
versatil”. Asi, muchas canciones populares —y no tan populares — estan compuestas en una
tonalidad mayor. Nuestra notacién musical, basada en el pentagrama y las armaduras, es
idonea para escribir musica en las tonalidades mayores. El piano, considerado el “instrumento
rey”, esta perfectamente adaptado para tocar en la tonalidad de Do mayor. Los nombres de las
notas son siete — en lugar de doce —, precisamente las de la escala de Do mayor. El término
octava (derivado de “ocho”) indica su extension (repitiendo la tonica al final), mientras que los
términos tono y semitono describen los intervalos entre dos de sus notas sucesivas. Asi mismo,
la calificacién de los intervalos (justo, mayor, menor, etc.) se establece tomando como
referencia una escala mayor. En resumen, la escala mayor es fundamental en teoria de la
musica y composicion.
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Ademas, a partir de la escala mayor pueden obtenerse directamente otros tipos de escalas. Por
ejemplo, tomando cualquiera de sus notas como como ténica, obtenemos siete modos, de los
cuales el edlico constituye la escala menor, que es también caracteristica de la musica
occidental. En este caso, sus grados sexto y séptimo pueden ser naturales o alterados
(elevados un semitono), lo que da lugar a las escalas menores natural, melédica y armdnica.

Por otra parte, la escala complementaria de una escala mayor (es decir, la formada por el resto
de las doce notas) es una escala pentatdnica mayor. En general, las escalas pentaténicas —y
no solo la pentaténica mayor — han sido utilizadas por diferentes culturas desde la antigliedad.
Aunque son predominantes en los paises del este (China, Japon, India, Java, etc.), también se
han empleado en diferentes estilos occidentales, tanto en la musica clasica como en la
escocesa, andina, jazz, etc.

Este estudio estd basado en el sistema de afinacién temperado de doce notas, utilizandose
como nomenclatura los nombres de Forte y las clases de conjuntos (Forte 1973), que aqui
llamaremos clases de
escalas . De
entre ellas, las

no inversionalmente simétricas

se dividen en dos

tipos de escalas

relacionados entre si por

inversion

, lamados

a

y

b

, de acuerdo con Nufo (2021c o, en espanol, 2020 y 2021a). Con respecto a las escalas mayor
y pentaténica mayor podemos decir que son las escalas de siete y cinco notas,
respectivamente, que tienen sus notas mas uniformemente espaciadas. Y, ademas, poseen
una propiedad exclusiva: aparte de los casos triviales de las escalas de una u once notas, son
las Unicas que pueden transformarse en otras de su mismo tipo mediante una
transformacion monosemitonal

(es decir, cambiando una sola nota y solo un semitono, que puede ser ascendente o
descendente). Por ejemplo, subiendo en la escala de Do mayor la nota Fa un semitono
obtenemos la escala de Sol mayor. Esta propiedad, para el caso de las escalas mayores, da
lugar al orden de los sostenidos y los bemoles, asi como al ciclo de quintas (Balzano 1980,
Cohn 1996), que es fundamental en la teoria de la

modulacion

, €s decir, el cambio de una tonalidad a otra. En este sentido, dada una tonalidad, las mas
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“cercanas” a ella son las que tienen un sostenido o un bemol de mas o de menos en su
armadura (Schdnberg 1983, Piston 1988). Esto también es aplicable a las tonalidades
menores, ya que sus armaduras son las mismas que las de sus relativas mayores.

El concepto de transformacion parsimonica es algo mas general, ya que, en este caso, son una
0 mas notas las que cambian en uno o dos semitonos (en la practica, no mas de dos semitonos
en total), mientras el resto permanecen fijas (Douthett y Steinbach 1998). A este respecto, el
Tonnetz

es una primera representacion de este tipo de transformaciones para las triadas mayores y
menores, mientras que Douthett y Steinbach (1998) presentan otros grafos mas complejos e
interesantes. En el s. XIX, diversos compositores hacen un uso extensivo de este tipo de
transformaciones, varias de cuyas obras son analizadas por Cohn (2012). Por su parte,
Tymoczko (2011) sigue un planteamiento distinto, representando los conjuntos de notas en
unos espacios particulares denominados

orbifolds

. En cambio, Nufio (2021b o, en espariol, 2021d) desarrolla unos grafos ciclicos circulares,
llamados

Ciclopes

, que relacionan los tricordos y tetracordos “mas comunes”, mediante los cuales se puede
analizar de forma préactica un buen numero de dichos tipos de obras. En este articulo se
presentan dos nuevos grafos similares a ellos para relacionar diferentes escalas heptaténicas y
pentatdnicas. En cada caso, se han seleccionado ocho tipos de escalas siguiendo unos
criterios puramente musicales. Ademas, muestran de forma grafica un resultado anteriormente
mencionado: el ciclo de quintas para las escalas mayores, que es complementado con el ciclo
de cuartas para las escalas pentatonicas mayores, los cuales corresponden a las Unicas
circunferencias posibles que conectan escalas del mismo tipo en estas clases de grafos
(Balzano 1980, Cohn 1996).

Este trabajo consta de dos partes, la primera de las cuales se dedica a las escalas
heptaténicas y la segunda a las pentatdnicas, en la cual se estudiara también la relacidén
acustica existente entre ambas y se incluye, ademas, un ejemplo de analisis musical con
escalas heptatonicas. En caso de duda sobre alguno de los conceptos utilizados aqui, se
recomienda consultar los articulos de Nufio (2020, 2021a y 2021d), anteriormente publicados
en esta misma pagina Web.

2. Seleccidn de las Escalas Heptatonicas

La musica tonal esta basada en las escalas mayor, menor melédica y menor arménica
(Schénberg 1983, Piston 1988), cuyos nombres de Forte “extendidos” son 7-35, 7-34 y 7-32a,
respectivamente. Para completar esta serie numeérica podemos considerar también las escalas
7-32b (mayor arménica) y 7-33 (napolitana mayor, segun la nomenclatura de Ring 2022). Estas
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son, ademas, las escalas heptatonicas cuyas notas estdn mas uniformemente espaciadas,
sobre todo la escala mayor (7-35).

Para obtener otras escalas heptatonicas a partir de ellas podemos, simplemente,
descomponerlas en tetracordos (entendidos ahora como grupos de cuatro notas consecutivas)
y combinar dos de ellos. Este es el procedimiento utilizado, por ejemplo, en la musica
tradicional de India para obtener las escalas heptatdénicas denominadas “Melakarta ragas”
(Popley 1921). Otra opcidn es partir de una escala mayor y elevar o rebajar una o mas notas un
semitono, tal como se hace con la escala menor natural para obtener las escalas menores
armonica y melddica. En este caso, lo légico es tomar las notas alteradas de las tonalidades
mas cercanas a la considerada.

A continuacién, usaremos ambos procedimientos para obtener un nimero “razonable” de
escalas heptatonicas que nos permitan obtener unos grafos de complejidad aceptable y que
pueden ser de interés para tedricos y compositores. Por otra parte, en adelante emplearemos
la notacidn inglesa para las notas musicales (C=Do, D=Re, E=Mi, F=Fa, G=Sol, A=La y B=Si).

2.1. Combinaciones de dos Tetracordos

Consideremos la escala de C mayor. Podemos ver que esta compuesta por los tetracordos C —
D-E-FyG-A-B-C, donde el primero de ellos comienza por la nota C y el segundo por
G. En ambos casos, sus “estructuras intervalicas”, en semitonos, son iguales: 221, siendo el
intervalo entre los dos tetracordos de 2 semitonos. Por tanto, podemos escribir la estructura
intervalica de la escala completa como 221 2 221 y al tetracordo 221 lo llamaremos “mayor”. Si
empezamos esa misma escala por las notas D o A, las primeras cuatro notas formaran un
tetracordo de la forma 212, que llamaremos “menor”. Si, en cambio, empezamos por las notas
E o B, resulta un tetracordo del tipo 122, que llamaremos “frigio”. Y, por ultimo, si empezamos
por la nota F, obtenemos un tetracordo del tipo 222, que llamaremos “lidio”.

Asi, podemos obtener diferentes escalas heptatonicas combinando dos cualesquiera de estos
cuatro tetracordos. Pero, para obtener las escalas armonicas, tanto mayores como menores,
necesitamos otro tipo de tetracordo: el 131, que llamaremos “arménico”. La Tabla 1 muestra las
25 posibles combinaciones de dos de estos cinco tipos de tetracordos. Se indican también las
estructuras intervalicas de las escalas resultantes, asi como los nombres y simbolos usados
para representarlas. Los nombres menos comunes se han tomado de Ring (2022) y se ha
utilizado el mismo nombre para todos los modos de una misma escala. Ademas, en todos los
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casos, el intervalo entre los dos tetracordos se ha elegido de manera que la primera y la ultima
nota de cada escala sea la misma. Es decir, que la suma de todos los semitonos en cada
escala sea igual a 12.

Tabla 1. Tipos de escalas heptatdnicas obtenidas combinando dos de los cinco tetracordos
considerados aqui, junto con sus correspondientes estructuras intervalicas. Los simbolos
utilizados para representar las escalas son: M: mayor, mm: menor melédica, hm: menor
armonica, hM: mayor armoénica, NpM: napolitana mayor, Npm: napolitana menor, hL: lidia
arménica, hh: doble arménica o hungara y WT: escala de tonos.

| 12 [\2°

mayor

menor

frigio

lidio

armoénico

mayor

| 221 2221 M |
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2212212 M |

2212122 mm

221 1222NpM |

2212131 hM |

menor

2122 221 mm

2122212M |

2122122M |

2121 222 mm

2122131 hm |

frigio
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armonico |

| 1312221 hL |

| 1312212hM |

| 1312122hm |

| 131 1222Npm |

| 1312131 hh |

Como podemos ver, la combinacion de dos tetracordos lidios da lugar a la escala de tonos
(WT), que solo tiene seis notas, por lo que no la incluiremos en este estudio. El resto de las
combinaciones dan lugar a ocho tipos diferentes de escalas, entre las que se encuentran las
cinco mencionadas al principio de la Seccién 2, siendo, ademas, un niumero adecuado (ni muy
grande ni muy pequeio) para desarrollar los grafos parsimdnicos deseados. La Tabla 2
muestra estos tipos de escalas con sus nombres de Forte extendidos, los simbolos para
representarlas y sus estructuras intervalicas. La ultima columna es el vector de clases de
intervalos , que consta de
seis digitos que indican correlativamente cuantos intervalos de cada clase (de 1 a 6 semitonos)
contiene la escala considerada. Asi, por ejemplo, este vector indica que la escala mayor (7-35)
contiene “2” intervalos de 1 semitono, “5” intervalos de 2 semitonos, “4” intervalos de 3
semitonos, “3” intervalos de 4 semitonos, “6” intervalos de 5 semitonos y “1” intervalo de 6
semitonos.

Tabla 2. Tipos de Escalas Heptatdnicas considerados aqui.

'Escala Heptaténica
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2.2. Combinaciones de las Notas Alteradas pertenecientes a las Tonalidades mas
Cercanas

Consideremos de nuevo la escala de C mayor. Sus dos tonalidades mas cercanas, siguiendo
tanto el orden de los sostenidos como el de los bemoles, dan lugar a las notas alteradas FU,
CO, BO y EO. Asi, partiendo de la escala de C mayor y utilizando estas cuatro notas, bien
naturales o alteradas, resultan 16 combinaciones, las cuales se muestran en la Tabla 3, junto
con las escalas resultantes. Como puede verse, obtenemos los mismos ocho tipos de escalas
heptatonicas que con el procedimiento anterior. Ademas, de acuerdo con el studio de Hook
(2011), estas son justamente las escalas que tienen un “span” menor o igual que 10. Por todo
ello, estos seran los tipos de escalas heptatonicas que consideraremos en este estudio y cuyas
principales caracteristicas estan recogidas en la Tabla 2.

Tabla 3. Escalas Heptatdnicas obtenidas a partir de CM combinando dos notas alteradas.

|Notas Alteradas

IF — FO

IC — Cl
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B0 M
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|DNpm

[Dhh

2.3. Caracteristicas Armonicas de las Escalas Heptatonicas Seleccionadas

14 /22



129. (Diciembre 2022) Grafos Parsimonicos para una Seleccion de Escalas Heptaténicas y Pentatonicas (-

Escrito por Luis Nufio (Universidad Politécnica de Valencia)
Lunes 12 de Diciembre de 2022 17:00

Para analizar las caracteristicas arménicas de las escalas heptaténicas seleccionadas
podemos utilizar dos generalizaciones del vector de clases de intervalos: el vector de tipos de
tricordos y el vector
de tipos de tetracordos

, los cuales indican, respectivamente, cuantos tricordos y tetracordos de cada tipo contiene la
escala considerada. La Tabla 4 muestra estos vectores para las escalas seleccionadas, donde
cada uno de sus digitos corresponde a un tipo de acorde en el orden establecido por Nufio
(2021c o, en espariol, 2020 y 2021a). Asi, por ejemplo, los primeros digitos del vector de tipos
de tricordos, de derecha a izquierda, corresponden a las triadas aumentada, mayor, menor y
disminuida. Y los primeros digitos del vector de tipos de tetracordos, también de derecha a
izquierda, corresponden al acorde de séptima disminuida, acorde de séptima de dominante,
acorde semidisminuido (o de séptima de sensible) y acorde menor con séptima menor. Los
digitos en negrita corresponden a los tricordos y tetracordos “mas comunes”, segun el articulo
de Nufo (2021b o, en espafiol, 2021d).

Tabla 4. Vectores de Tipos de Tricordos y de Tetracordos para las Escalas Heptatonicas.

|Escala

|Vector de Tipos de Tficordos

|Vector de Tipos de Tetracordos

|7-22

1111333322-011 |2212331

1000111110220-0001 10[222-0000022210 |
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3. Grafo Parsimonico para las Escalas Heptatonicas Seleccionadas

La Figura 1 es un grafo ciclico circular que he denominado 7-Ciclope, que muestra todas las
escalas heptatonicas de los tipos considerados en la Tabla 2, conectadas mediante
transformaciones monosemitonales. Asi, se pasa de una escala a otra adyacente cambiando
una nota un semitono, el cual puede ser ascendente, si giramos en sentido horario, o
descendente, si lo hacemos en sentido antihorario. Los nUmeros que hay en los extremos de
las lineas que conectan las escalas indican las notas inicial y final referidas a las tonicas de
estas escalas, donde 1 a 6 representan intervalos justos 0 mayores, que pueden alterarse
mediante 0 o 0, mientras que las séptimas mayores y menores se representan mediante

A

y 7, respectivamente. Haciendo una analogia con la caratula de un reloj, cada acorde se ha
colocado en una “zona”, que viene definida por “la suma de sus notas”, médulo 12 (Cohn 2012,
p. 102). Asi, por ejemplo, la escalaCM = (C, D, E, F, G, A,B) estaenlazona0+2+4+5+7
+9+ 11 =2 (mod 12) y, andlogamente, la escala B

0

M= (B

0

, C, D, EO, F, G, A) esta en la zona 0. De esta manera, si se sube o0 baja un semitono una nota
de una escala, pasamos a la siguiente zona girando en sentido horario o antihorario,
respectivamente. Y las escalas relacionadas por

movimiento puramente contrario

,como CMy Dhm = (D, E, F, G, A, BU , Cl) estan en la misma zona (en este caso, 2).

Puesto que los numeros 7 y 12 son coprimos, en cada zona tenemos justamente una escala de
cada tipo. Notese que las escalas mayores son las Unicas que pueden transformarse en otras
de su mismo tipo, a la vez que los enlaces entre ellas forman el ciclo de quintas, que es la
unica circunferencia posible en este grafo (la linea gruesa).
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Siguiendo unos criterios puramente musicales se han seleccionado ocho tipos de escalas
heptatdnicas. Sus caracteristicas armonicas se han analizado mediante los vectores de clases
de intervalos, de tipos de tricordos y de tipos de tetracordos. Ademas, se ha desarrollado un
nuevo grafo parsiménico, denominado 7-Ciclope, que relaciona todas esas escalas mediante
transformaciones monosemitonales. En este grafo destaca claramente el ciclo de quintas, que
es la unica circunferencia posible que conecta escalas del mismo tipo en este grafo.

En la segunda parte de este trabajo se llevara a cabo un proceso analogo para las escalas
pentatonicas y se estudiara la relacion acustica existente entre las escalas heptaténicas y
pentatonicas consideradas aqui. Ademas, se incluira un ejemplo de analisis musical con
escalas heptatonicas. Finalmente, para los lectores interesados en un estudio mas general de
los vectores empleados en este estudio, se recomienda el articulo de Nufio (2022b),
recientemente publicado.
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