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Un ejercicio de sagacidad y un poco de paciencia en el que un jardin se convierte en
puntos y rectas en un plano
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El problema del huerto o como los matematicos plantan arboles sin azada

En la resena de hace unas semanas, la del teorema de Pappus , les proponia un par de
cuestiones de matematica recreativa sobre disponer en filas unos cuantos arboles, que no
han tenido mucho éxito, dado que ninguno de ustedes me ha comentado nada ni enviado
ninguna solucion o propuesta de una. Como les indicaba alli, el britanico

Henry Ernest Dudeney

, dedico alguno de sus trabajos a cuestiones que bautizé como 'Puntos y lineas'.

Junto a la cuestidn atribuida a Isaac Newton de plantar nueve arboles formando diez filas
rectas con tres arboles por fila, afirmaba que la coleccion mas antigua de este tipo de
cuestiones que habia logrado localizar era el raro libro 'Rational Amusement for Winter

2/11


https://www.abc.es/ciencia/abci-legado-perdido-pappus-alejandria-lugar-unas-nuevas-matematicas-202205020127_noticia.html

El problema del huerto o como los matematicos plantan arboles sin azada

Evenings', publicado en 1821, por John Jackson.

Si leen la primera pagina de ese libro (la que se muestra a la derecha), resulta curiosa la
presentacion: 'Diversion racional para las tardes de invierno, o una coleccién de 200
rompecabezas y paradojas curiosos e interesantes relativos a Aritmética, Geometria,
Geografia y otras cosas similares, con sus soluciones y cuatro platos. Disefiados
principalmente para personas jovenes'.

En ese libro hay diez ejemplos de 'Arboles plantados en hileras’, acertijos que segin
Dudeney, siempre han sido motivo de gran perplejidad. Los califica como verdaderos
«rompecabezas», en el pleno sentido de la palabra, «porque nadie ha tenido éxito todavia en
encontrar una forma directa y segura de resolverlos. Exigen el ejercicio de la sagacidad, el
ingenio y la paciencia, y lo que llamamos 'suerte' a veces también es de gran ayuda».

Mas de un siglo después de que Dudeney hiciera esos comentarios (su libro, '"Amusements in
Mathematics' se edité en 1917), los problemas geométricos de incidencia siguen siendo
objeto de articulos tanto para matematicos profesionales como de aficionados a los juegos,
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porque no se ha encontrado por el momento una forma directa y metddica de resolverlos. Por
supuesto, los matematicos no trabajan la cuestiéon en términos de arboles e hileras, sino con
planteamientos de este otro tipo:

1.- ;Cuantas rectas pasan por n*2 puntos del plano conteniendo cada una al menos n puntos?

2.- Si en cada una de N rectas elegimos (como maximo) N puntos, ¢cuantas rectas
adicionales pueden contener N de esos N*2 puntos?

La investigacidn matematica de este tipo de preguntas no es en absoluto elemental: suele
involucrar aspectos no s6lo geométricos (geometria combinatoria, geometria proyectiva,
geometria discreta, etc.), sino también de algebra abstracta (teoria de grupos, configuraciones
de simetria, transformaciones proyectivas, etc.), y de analisis complejo (puntos de torsién
sobre curvas cubicas, comportamiento asintético, etc.). Obviamente, completamente fuera de
este contexto divulgativo. Pero podemos tratar de entender al menos de qué va el problema
con casos concretos, aunque las técnicas necesarias para su entendimiento no podamos
detallarlas en exceso.

Por ejemplo, imaginemos una disposicion cuadrada de n puntos, con n >1 (con un unico
punto, la situacion es trivial). ¢ Cual es el nUmero minimo de rectas que podemos formar?
Pensemos el caso n = 2 (cuatro puntos). Es evidente que podemos trazar con ellos, no sélo
como minimo, sino también como maximo 6 rectas con dos puntos cada recta (2 rectas
horizontales, 2 verticales y las 2 diagonales, como vemos en la imagen). Con 9 puntos (caso n
= 3), haciendo exactamente lo mismo, trazamos 8 rectas (3 horizontales, 3 verticales y 2
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diagonales) conteniendo 3 puntos cada una.

Escribiendo una expresidén general, podiamos 'aventurar' que el numero de rectas que pasan
por n*2 puntos, conteniendo cada una n puntos es

r(n?) =2n + 2

Sin embargo, desde 1908, que ya ha llovido, se conoce la siguiente disposicion para 16 puntos
(n=4).

Si hiciéramos caso de la férmula anterior, tendriamos como méaximo 10 rectas (sustituyan 4 en
2n + 2). Pero contemos las rectas que salen en el anterior dibujo: jj15 rectas con 4 puntos
cada unal!! Por tanto, nuestra suposicion anterior era falsa. Pero podemos 'arreglarla’

poniendo que

r(n3)= 2n + 2, para n> 1
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Ahora nos cuadran todos los casos vistos anteriormente, pero, ¢ es esa cota éptima? ;Se
puede afinar mas? En el caso de 9 puntos (n = 3), el acertijo atribuido a Newton (uno de los
gue les propuse como ejercicio), también utiliza mas de las 2n + 2 rectas:

¢ Como se pueden colocar nueve arboles en diez filas, de modo que cada fila contenga
exactamente tres arboles?

Veamos cdmo encontrar la solucidén. Partamos del procedimiento que descrito para los 4
puntos, es decir, tracemos las 8 rectas que pasan por los 9 puntos dispuestos en forma de
cuadrado

Ahora juntamos un poco los tres puntos de la segunda columna (los del medio), de modo que
aunque perdemos dos segmentos (los horizontales superior e inferior), 'ganamos' cuatro 'en
diagonal', con lo que en vez de 8 rectas, tenemos 10.

A nadie se le escapa que, nos podemos plantear un problema mas general que el de n2
puntos: distribuir n puntos del plano formando filas, cada una conteniendo exactamente k
puntos, de modo que tengamos el mayor numero de filas posibles r(n, k).

Encontrar una expresion matematica para r(n, k). Este problema, tan sencillo de enunciary
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entender, a dia de hoy, no esta resuelto en general, para cualquier valor de ny k.

r(n,2)= [:

]: nn-1)

Para esta cuestion, el caso k = 2 (que haya dos puntos en cada recta), es trivial, ya que por
dos puntos siempre pasa una unica recta, de modo que, si se quieren distribuir n puntos en
rectas que contengan dos puntos Unicamente, el valor exacto es:

Obsérvese que cuando n = 4, la expresion coincide con el 2n + 2 que comentabamos para el
caso de los n*2 puntos. Sin embargo, cuando k > 2, el asunto se complica tanto que muchos
investigadores se han centrado en un Unico valor, por ejemplo, en r(n, 3). De hecho, en
geometria discreta, este caso tiene un nombre concreto: el problema de plantacion de
arboles o problema del huerto
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Es sencillo encontrar una cota superior para este caso: como dos lineas no pueden compartir
dos puntos distintos, un limite superior trivial para el nimero de lineas de 3 puntos
determinado por n puntos es:

Probablemente algun lector se dara cuenta de que el numero de rectas de estas disposiciones
es un numero natural, mientras que esa cota superior, para n =5, por ejemplo, nos resulta un
nuamero racional (10/3), lo que parece un poco 'chapucero'. Por eso, debemos 'naturalizar' esa
expresion. Eso en matematicas se consigue mediante funciones de teoria de numeros, como
son:
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[x]: parte entera de x (a veces se denota también como £(x))
|_xJ: funcion suelo de x (la forma de los corchetes es clara)

[ x1|: funcién techo de x (la forma de los corchetes es clara)

Se definen del siguiente modo (es sencillo; es mas complicada la nomenclatura que su
significado)

La funcién parte entera es el resultado de truncar el valor de x, eliminando su parte decimal si
la tuviera. Asi:

[2]=2,[2.5]=2,[1.9] =1

La funcién techo de x devuelve el minimo nimero entero no inferior a x. O sea:

[21=2. [2l=-2: [25]=3 [2s5]=2

La funcidén suelo de x es el maximo numero entero no superior a x. Por ejemplo:

l2l=2, [2l=2 |24]=2 |[25|=-3

De los anteriores ejemplos podemos deducir que cuando x es un numero positivo, la parte
entera coincide con la funcion suelo, mientras que, si el nimero x es negativo, la parte entera
coincide con la funcién techo. Es decir,
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B |_.x-‘, six<0
[I] |_;1J six=0

Entonces, una expresién mas acorde con los tipos de nimeros que tratamos para la cota
superior del numero de rectas es

r(n,3) < é?’?(.’? ~1)

En el ano 1974 (también queda ya lejos), los matematicos Stefan A. Burr, Branko Grunbaum y
N. J. A. Sloane probaron, entre otras cosas, que una cota inferior para r(n, 3) es

Hn,3)=1+ ]En(ﬁr—ﬁ"_i

Hace menos, en 2013, Ben Greeny Terence Tao, han demostrado que la cota inferior para
r(n, k) de Burr, Grunbaum y Sloane es también cota superior para ciertos valores de n. Es
decir, que es el valor exacto. Para nuestro r(n, 3), es exacto para los primeros 14 valores,

proporcionado la sucesion

6 | 7 | 8|9 |10]11][12]13] 14
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Como ven la propuesta de acertijo atribuida a Newton, es la 6ptima: sélo existen 10 posibles
hileras de arboles de tres arboles cada una, utilizando 9 arboles.

Yo ademas les propuse la siguiente cuestion:

Colocar 25 arboles en 18 filas de 5 arboles exactamente cada fila.

Una configuracion que lo resuelve es la siguiente:

Pero se desconoce si es la cantidad maxima de rectas que se pueden formar con esos 25
arboles, con 5 por segmento.

Por supuesto, se conocen mas resultados sobre este tipo de problemas, e involucran
matematicas muy avanzadas. Aqui solo les he dado una pequefa introduccidén para que se
hagan una ligera idea. Y para que comprueben que cuestiones aparentemente elementales
pueden derivar en investigaciones de muy alto nivel, con muchas incognitas aun por resolver.
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Asi que, este verano, cuando vayan al pueblo a pasear por el huerto, tengan cuidado con las
cuestiones que se les puedan ocurrir y, sobre todo, no se las digan a un matemético, ya que
de ellas puede generar vaya usted a saber qué.

Alfonso J. Poblacion Saez es profesor de la Universidad de Valladolid y miembro de la
Comision de divulgacion de la RSME.
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