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Excmo. Sr. Rector Magnifico;

Excmos., limos., Sefiores;

Queridos comparieros estudiantes y P.A.S.U.
Seforas y Sefores:

El Protocolo de la Universidad de Zaragoza, segin una norma iniciada en
1.845, establece que, siguiendo un orden, el Rectorado designe la Facultad y el
facultativo que debe impartir la leccién inaugural de cada curso académico. Este
es el motivo que, hoy, me lleva a actuar como padrino o paraninfo de la apertura
del curso 1.988-89.

La Unica razon, en consecuencia, que me autoriza a tener el inmerecido
honor de dirigirme a todos ustedes, desde esta prestigiosa tribuna, se halla en la
notoria magnitud que a este acto imprime una universidad con la historia y valer
como la de Zaragoza, asi como el permitirme disponer de una inigualable
oportunidad de ejercer de modo extraordinario mi deseo de servicio al pueblo
aragonés que me vio nacer bajo el cobijo de la parroquia de Ntra. Sra. del Pilar de
Zaragoza.

Es bien conocido que superada la oposicion que me promociond a la funcién
de Catedratico de Geometria 5° (Diferencial), tuve la opcion de elegir entre dos
plazas en Universidades distintas. La decision fue inmediata y a sabiendas de que

“nadie es profeta en su tierra”.

Pero si no exige su cumplimiento particular el citado protocolo, la aceptacion
de tal designacion, por mi parte, puede parecer que pone en tela de juicio, tanto mi
deseo de servicio, como la citada frase biblica. Pero no; la validez de cuanto
precede es compatible con el hecho de ser el paraninfo de la apertura de curso, ya
gue no soblo supone un doble honor y ocasion de perpetuarme de modo distinguido
en los anales de nuestra Universidad, sino que, asi mismo, es uno de los mas
globales servicios que se puede prestar al pueblo que la acoge.

Por ello, la leccion que pretendo impartir, en un momento en que Espafa
accede de pleno derecho a la Comunidad Europea, creo que no puede ser otra
que la de ofrecer mi experiencia docente e investigadora ante la rapida evolucién

de la matematica. Experiencia profundamente marcada y enriquecida por los seis



cursos de docencia en la Universidad de Paris y los siete de labor investigadora
en I'Ecole Normale Superieure y el Instituto Henri Poincaré, amen de unas mas
breves estancias en universidades de Dinamarca, Gran Bretafla e lItalia,
principalmente. Asi esta leccién inaugural, la centésima cuadragésima segunda,
desde la implantacion de la correspondiente normativa en 1845, quiere
presentarles algunas de las referencias y consideraciones que me conducen a
establecer lo que entiendo es un notable paralelismo histérico en la evolucién de

la matematica y principales consecuencias que implica en su ensefianza, hoy.



LA MATEMATICA, LA SOCIEDAD Y LA COMUNIDAD EUROPEA

PREAMBULO

A las razones que anteceden, pretendiendo justificar la eleccién del tema de
esta leccién inaugural del curso 1988-89, se suma la razén pedagdgica académica
de estimar que puede ser de mayor interés y utilidad general, en lugar de haber
elegido el desarrollo de un tema especifico de la catedra de Geometria 5°

(Diferencial) de la que soy titular.

Este mayor interés y utilidad aludidos se hallan trivialmente en que con su
exposicion comprenderemos mejor el inmenso valor socio-cultural (que no
metafisico) que a la Matematica® corresponde en la Historia de la Humanidad.
Desde la codificacion de ritos religiosos en las civilizaciones primitivas a los
actuales problemas que plantea la tecnologia punta. Pretendemos, también, hacer
ver el gran interés de la Matematica —en particular de la Geometria- y el de los
estudios filoséfico-matematicos que abordan hoy, su evolucion y su ensefianza,
ante la creciente incidencia de la Matematica en todos los ambitos de la vida
humana. La exposicion que sigue, con sus limitaciones, no puede ser considerada
como la de un especialista en historia, filosofia y didactica de la matemética —si es
gue un tal especialista pudiera existir- sino como el fruto de un perseguido
encuadre historico y filoséfico-mateméatico de mi especialidad y de mis cuarenta y
dos afios de experiencia docente en matematicas a distintos niveles y

especialidades.

El aludido paralelismo surge al observar que, en el siglo XIX y, precisamente
hacia 1.845, tuvo lugar: primero, de la mano de F. Bolyay, C. F. Gauss, N. .
Lobatchevski y G. F. B. Riemann? la aparicion de las geometrias no euclideas;

') Matematica = wa®nua = “instruccién”, “aquello que puede ser pensado” segln Pitagoras.
%) Lobatchevski entre 1.835 y 1.838 publicé su Foundations of Geometry.
Riemann en 1854 en su Habilitationschrift establece la mas amplia y profunda visién de la geometria como estudio de



segundo el desarrollo de la revolucion industrial; y tercero la apariciéon del
profesional de la ciencia. Mientras que en este siglo y en torno a 1955 aparecen:
primero los trabajos en teoria de conjuntos de K. Godel y P. J. Cohen,
esencialmente, mas la irrupcién del ordenador con H. Wang®, para “demostrar”
teoremas, con la consiguiente multiplicidad de planteamientos en toda la
matematica -que no pérdida de certidumbre-; segundo, el desarrollo de la
revolucién informética; y tercero ante la, adn, no bien apreciada profunda
influencia en la informatica en la ciencia, técnica y valores culturales, la aparicién
de una nueva figura de hombre culto, numéricamente muy superior a la del actual
profesional, cuya actividad social absorbera la de éste, centrandola en una accién
esencialmente docente y creadora, como gerente en una sociedad altamente
robotizada.

Paralelismo que, en cuanto a la Matemética se refiere, se confirma por el
hecho de que, como sucedi6 a fines del siglo XIX, hoy también se vuelven los ojos
hacia la filosofia de la matemética. La diferencia, en este recurrir a la filosofia, se
halla en que, en lugar de buscar una fundamentacion de la Matemética, se busca
responder a la pregunta de ¢qué es la Matemética?; determinar la verdadera
naturaleza de la Matematica y con ella el método o métodos que permitan su
Optima docencia a todos los niveles. En cierto sentido se trata de comprender y
actualizar correctamente las ideas que expuso Platén en su obra “Leccién sobre el
Bien”. La interpretacion que de tal obra dio Aristoteles (y sus seguidores), para los
gue “Platén resolvié el problema de los fundamentos del Bien y de la Matemética
identificando ambos”, condujo a considerar la Matemética como un “sistema
Euclideo de eternas verdades”, modelo de ciencia poseedora de la verdad
absoluta superior a todas las demas, y filosoficamente base de la certeza del
conocimiento humano.

Pero, como es sabido, a esta interpretacion aristotélica de Platon, también
se debe la crisis del pensamiento que ocasioné la aparicién de las geometrias no
Euclideas iniciales (hiperbdlica, eliptica y esférica) y su rechazo por el
pensamiento de la primera mitad del siglo XIX.

variedades de cualquier dimension. Las llamadas hoy variedades diferenciables riemannianas.
%) Godel de 1930 a 1956, ver Heijenoort, edit. “From Frege to Godel”, Harvard Univ. Press, 1967.
Cohen de 1963 a 1975, ver “The Independence of the Continuun Hypothesis”, Proc. N. A. S., 50y 51, y referencias en
Bibliografia.
Con Hersch: “Non-Cantorian Set Theory”, 1968, en “Mathematics in Modern World”, Freeman and C°.
Wang: “Toward Mechanical Mathematics”, en Sayre & Cooson, ed. , The Modeling of the Mind (Notre Dame, Ind.:
Univ. Press, 1963).
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Hecho que se interpreta por algunos* como “la pérdida de certidumbre en
la Matematica”. Hoy, tal crisis no sélo se halla superada, sino que se conoce el
recto pensamiento de Platén. Por ejemplo, unos dos mil trescientos afios después,
A. N. Whitehead, en la introduccion a la edicion de sus obras completas en 1948,
escribia: “La nocién de la importancia del modelo es tan vieja como la civilizacion.
Cada arte se funda sobre el estudio del modelo. La cohesién de los sistemas
sociales depende del mantenimiento de modelos de comportamiento, y los
avances en las civilizaciones dependen de la afortunada modificacion de tales
modelos de comportamiento. Asi, la infusibn de modelos en los acontecimientos
naturales, la estabilidad y/o codificacion de tales modelos es la condicién
necesaria para la realizacion del Bien. La Matemética es la més potente técnica
para el entendimiento del modelo y para el andlisis de las relaciones entre
modelos. Aqui, encontramos la justificacion fundamental para el topico de la
leccién de Platon. Ante la inmensidad de la materia de su sujeto, la Matematica,
incluso la matemética actual es una ciencia en sus balbuceos. Si la civilizacién
continla avanzando, en los dos mil afios proximos, la novedad sobresaliente del
pensamiento humano seré el dominio del pensamiento mateméatico.”

Pero nuestra eleccibn es consecuencia, también, de la reciente
incorporacion de Espafia al Mercado Comun Europeo. Al hacernos solidarios del
nivel de investigacion y desarrollo tecnolégico europeo, nuestra aportacion debe
sumarse a la, ya, iniciada realizacion de la “Europa de la investigacion y de la
Tecnologia”, de modo que pueda superarse el handicap que supone la excesiva
fragmentacion, aislamiento, mala circulacion de informacion y falta de
coordinacién que presentan los distintos paises de la Comunidad. Si en los
campos investigador y tecnolégico, Espafia interviene, hoy, a través del “Programa
Marco” en su segundo periodo (1987-1991), la incorporacion, a través de los
programas ERASMUS (encauzando la movilidad de estudiantes) y el COMET (en
cuanto a intercambio de profesores) apenas se estan aprovechando por la
comunidad matematica espafiola. Sin embargo, estos programas son
precisamente los que mayor interés y beneficio pueden reportar a los matematicos
y a su actividad en la sociedad europea, y, en particular, en la espafola. Ahora
bien, si estos programas ERASMUS y COMET pueden ser, hoy, del mayor
interés para la actualizacion y futura coordinacion de la docencia e investigacion

en matematicas, entre los distintos paises de la comunidad, entendemos que sélo

*)R. Kline: Mateméticas. La perdida de la certidumbre. 1983.



lo son de modo puntual, transitorio y de refuerzo de una estructura, ya establecida.
Es esta estructura y sobre todo la docente en matematicas, ya establecida, la que
debe actualizarse en mas de un campo o dominio, la que debe orientarse hacia la
atencion de las necesidades que hoy nos presenta la sociedad, y ello no puede (ni
debe) esperarse llegue a ser resuelto por programas comunitarios. Se necesita la
elaboracion e implantacién de unos nuevos y adecuados planes de estudios en
matematicas. ¢Es ésta la labor que se pretende efectuar con los casi, ya,
elaborados nuevos planes de estudio que disponga la L. R. U., a nivel
universitario, y, con la L. O. D. E., a nivel secundario?. El proceso es recurrente
¢se coordinan entre si con la E. G. B.? y todos con los demas paises de la
Comunidad Europea? Cuando se esta operando un proceso descentralizador de

competencias en Educacion y Ciencia, esto es ain mas relevante.
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No existe rama de la matematica, por
abstracta que sea, que no pueda
algin dia ser aplicada a los
fendmenos del mundo real.
Lobatchevsky

Matematica y su incidencia social.

Los que recibimos una educcién secundaria previa a la introduccién de la
llamada “Matematica Moderna”, en el bachillerato y la ensefianza primaria, y
seguimos una formacién universitaria de tipo marcadamente formalista en unas
asignaturas, sintética en otras y en algunas memoristica, sin haber tenido ocasion |,
con posterioridad, de participar en la elaboracion ni implantacion de ninguno de los
planes de estudio que pusieron en practica en Espafa tal Matematica Moderna, creo
tenemos la obligaciébn moral de hacer publica nuestra opinion, fruto de la experiencia
vivida. Maxime cuando, como sucedié en mi caso, tuvimos ocasion de contrastarla
en labores de investigacién y docencia en la universidad de Paris, proximos al célebre
grupo Bourbaki. Ver también el articulo “Research Mathemaricians in Mathematics
Education” en el Vol. 35, (6), 1988 del Notices of the A. M. S.

Y esta opinion, creo es tanto mas interesante cuanto que, internacionalmente,
hoy, empiezan a detectarse fallos y descontento en el movimiento educacional
denominado “Vuelta a lo basico” (back-to-basikcs) que surgid hacia 1978, como

reaccion al movimiento “Matematica Moderna” y de los que hablaremos mas adelante.

Una de las principales razones que motivaron el movimiento “Mateméatica
Moderna”, fue, sin duda, el aumento de rigor que el pensamiento matematico
experimentd desde finales del siglo XIX, concretamente desde unos afios antes de la
consagracion oficial de la teoria de los conjuntos en el primer Congreso Internacional
de Mateméticas, (Zurich 1.897), hasta 1950. El desarrollo de la “Légica matematica” y
la “Teoria de la demostracién” como subproductos de las escuelas logicista y
formalista, mas los trabajos de Godel —particularmente, los que condujeron a la nocién
de funcién recursiva general y su equivalencia a la computabilidad teérica de
funciones numéricas (maquinas de Turing), abriendo paso a la demostracion de
teoremas por computadora que inici6 H. Wang en 1950 sobre sencillos teoremas de
los Principia de Russell y Whitehead, pusieron en evidencia la necesidad de una

mayor precision y y rigor matematico.
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LOS SISTEMAS AXIOMATICOS

La pérdida de confianza en la geometria —al aparecer las no euclideas- como
sistema de verdades absolutas y modelo del razonamiento, llevé a fundamentar la
Matematica en la teoria de nimeros, es decir, reducir el continuo a la aritmética, que
condujo, naturalmente, a la teoria de conjuntos. Este paso de fundamentar la
Matematica sobre el continuo a fundamentarla sobre la aritmética —lo discreto- llevo al
algebrista Kronecker a exclamar: “Dios cred los enteros y el resto es obra del
hombre”.

El primer intento de rigorizacién del pensamiento matematico lo realizaron los
griegos mediante la axiomatizacion de las bases de una teoria, ejemplo de este
proceso lo proporcionan los “Elementos de Euclides”, método que se halla al origen
de los “sistemas axiomaticos formales” actuales. Para Euclides, los axiomas son
“enunciados o principios inteligibles por la razén mas alla de toda duda. A partir de los
cuales, “mediante razonamiento légico deductivo, se obtienen las conclusiones
caracteristicas de los conceptos de la teoria”. Segun Aristételes, “mediante nuestra
infalible intuicién, en un analisis posterior, se conocia que los axiomas eran ciertos”.
Entre los axiomas, Aristoteles distinguid las nociones comunes y los postulados. Las
nociones comunes eran aquellos enunciados o principios que no podian ser
establecidos por razonamiento de previos enunciados previos de la teoria. Los
postulados eran proposiciones que, dadas por ciertas, se tenia alguna esperanza de

poder demostrar algun dia. Su utilizacion fue casi exclusiva de la Geometria.

El mayor rigor que permitid la aproximacion axiomatica puso en evidencia la
necesidad de utilizar “términos indefinidos” como se les llamé en el siglo XIX (el
término definido no puede entrar en la definicion o circulo vicioso y se evita la
regresion infinita). Los axiomas, en cualquier lenguaje formal, hacen afirmaciones
sobre conceptos indefinidos (y definiciones), o sea, nos muestran lo que puede ser
afirmado. Como dice Lakatos se “inyecta” en ellos la verdad de la teoria. El “mas alla
de toda duda” o auto-evidencia de los axiomas, fue algo que, exigido inicialmente, con
la aparicion de las geometrias no euclideas, dejé de considerarse como condicion
gue tendria que satisfacerse en un “sistema axiomatico formal”. En definitiva, un
“sistema axiomatico formal” esta constituido por:

Primero: ................... términos indefinidos.
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Segundo: ............... definiciones.
Tercero: .......covvvens axiomas.

Cuarto ........cceuennes Conclusiones (lemas, teoremas y corolarios).

A las leyes del razonamiento logico-deductivo consideradas por Aristoteles,
(silogismos, la del tercio excluso, etc.), los sistemas axiomaticos actuales afiaden
reglas de inferencia explicitas, y mas destacadamente la l6gica proposicional: y el uso
de cuantificadores.

Los axiomas de un sistema formal no pueden ser arbitrarios sino que el

correspondiente sistema ha de satisfacer las condiciones de ser:

a) Consistente. ............. (no encerrar contradiccion).

b) Completo ................. (todo enunciado cierto del sistema se deduce de los
axiomas).

c) Independiente ......... (ningun axioma del sistema puede deducirse de los
demas).

La caracterizacién de los sistemas axiomaticos formales, particularmente el de
los Grundlagen der Geometrie de Hilbert, puso en evidencia las limitaciones del
sistema del pensamiento euclideo: utilizacion de hechos no establecidos ni como
axiomas (intuiciones espaciales, . . .), redundancia de axiomas, falta de
autoevidencia, demostraciones de construcciones geomeétricas, etc. Ahora bien,
independientemente de los fallos originados por la insercién de la teoria de conjuntos
en la ensefianza en los distintos niveles, hoy se sabe que no toda deduccién posee su
modelo en una manipulacion en la teoria de conjuntos, como pensaron los
neopositivistas. De hecho, se necesita, al menos, considerar la existencia de
universos de definicién de categorias no pequefias, es decir no modeladas sobre una
categoria de conjuntos. Esta limitada y relativa utilidad de los sistemas axiomaticos
formales, exige una reflexibn sobre su amplio uso practicado por la Matematica
Moderna y concluir con R. Thom que: “la axiomatizacion es un trabajo de
especialistas y no tiene cabida ni en la ensefianza secundaria, ni en la de primer ciclo
de licenciatura, excepto para aquellos profesionales especializados en el estudio de
los fundamentos”. Filosoficamente el proceso de axiomatizacién puede considerarse

encuadrado en el conceptualismo.
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LA MATEMATICA MODERNA

Para introducir en la docencia esta superior necesidad de rigor de la
matematica, entre otras razones, en 1952, el Comittée of School of Mathematics de la
Universidad de lllinois redacté un plan de estudios para la ensefianza de la
Matematica en EE. UU. Que si, de momento, no tuvo mayor atencion, fue la base del

movimiento “Matemaéatica Moderna”.

Curiosamente, no fueron las razones “técnicas” ni didacticas las que llevaron a
implantar los planes de estudios de la “Matematica Moderna”, sino unas paraddjicas
razones sociales o publicas. Segun René Thom, en el segundo Congreso
Internacional sobre Educacion Matematica (ICMI), de 1972, en Exeter (G.B.), los
hechos sucedieron asi: “Existia, sin duda, un sentimiento de relativa frustracioén en la
comunidad matematica, durante los afios 1950-1960; inquietud respecto a los fisicos,
favorecidos financieramente por los resultados en la energia nuclear (y aparatos);
inquietud respecto a los biélogos famosos por el descubrimiento del D. N. A. vy el
codigo genético. Durante estos mismos afios las matematicas hicieron grandes e
importantes avances en Geometria Algebraica y Topologia Algebraica, pero estos
avances no despertaron el interés del publico en general.

El lanzamiento de satélites (1957-60) atrajo la atencion publica sobre las
teorias mateméticas (y notablemente sobre las de la computacion). Para reavivar su

interés, se recurrié a la “Mateméatica Moderna”.

Debo afadir que del mismo periodo provienen nuevas y fecundas disciplinas
matematicas (como el “Algebra Homoldgica” y la “Teoria de Categorias”) con su
incidencia en la estructuracion de la “Teoria de Automatas y Lenguajes Formales”, o
la teoria de “Topos de Grothendieck” cuyo contenido, interés y aplicaciones no ha

cesado aun.

Hemos dicho que unas paraddjicas razones sociales fueron las que condujeron
a la implantacion de los planes de estudios basados en la “Matematica Moderna”. Y
en efecto asi fue: el lanzamiento del primer sputnik en 1957 no tuvo relacién alguna
con la Matematica Moderna, los planes de estudios en la URSS seguian planes
docentes distintos de los occidentales y los de aquella época en nada se parecian a

los inspirados en la llamada Mateméatica Moderna.
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Si la comunidad matematica considerd que era imprescindible un mayor rigor y
desarrollo de la capacidad de abstraccion, y el didacta de la matemética se pregunto:
¢,qué ensefiar para alcanzar tal fin? -lo que casi consiguié responder- las
circunstancias que atravesaba la sociedad, (buscando poseer lo mas rapidamente
posible una educacién y formacion cientifica que permitiera atender las necesidades
de la acelerada tecnologia y crecimiento econémico que siguié a los afios 1945 y
sucesivos), impidieron reflexionar sobre el cdmo ensefiar, limitando y dando lugar, en
general, a que degenerasen los métodos docentes. A nivel universitario también
ocurrié lo mismo, debido principalmente a la masificacidbn. Estas circunstancias
deterioraron dramaticamente la calidad pedagdgica del docente, particularmente del
de la ensefianza primaria, en general mas necesitada en su nivel de una consistente y
actualizada formacién matematica, y eso pese a los cursillos intensivos que se
impartieron. Y tengamos en cuenta que este nivel es, precisamente, el que estd mas

dirigido y resulta més patente a los padres.

Con el movimiento Matematica Moderna se consigui6 alertar a la sociedad y se
favorecié, indirectamente, la creacién de nuevas secciones de Matematicas: en Gran
Bretafia de catorce, pasaron a cuarenta y cinco; practicamente sucedid o mismo en
Francia y Alemania (D. F. R.). En Espafa de las tres existentes en 1955, se ha
pasado a las veintiuna actuales. Esto esta permitiendo atender la superior demanda
de profesionales de la matematica por parte de la sociedad.

Todos conocemos, sin embargo, como fracasé el Movimiento Matematica
Moderna. Desde luego, no soélo por razones técnicas objetivas, sino por las
subsidiarias de su puesta en practica (rapidez en la elaboracion de planes sin
evaluacion posible, textos incorrectos, profesores sin preparacion suficiente pese a los
cursillos de reciclaje, etc. . . .) que, con el tiempo, podrian haberse superado
facilmente. Por ejemplo, mediante una preparacion suplementaria para la adquisicién
de habilidades de calculo en aritmética; eliminacion del formalismo conjuntista, a
cambio de una nueva reinsercion de la geometria en los curriculums -como ya se
venia recomendando desde afios atras y que, con ambito internacional, fue recogido
en el Segundo Congreso Internacional sobre Educacién Matematica (ICMI) de 1972-
referido todo ello a la problematica social que rodea al alumno y a la de su vida
habitual.
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Otros de los fines perseguidos por los planes de estudio basados en la
Matematica Moderna fueron: que con ellos se iba a permitir un mejor desarrollo de la
capacidad de razonamiento; que el alumno adquiriria un mejor “saber hacer”; un
mayor y mas cuidado desarrollo de su entendimiento, liberandole de la agobiante y
esterilizadora ensefianza repetitiva o memoristica. Con el transcurso de los afios, esto
fue motivo de otro de los cargos que se hicieron a la Matematica Moderna. Los padres
y docentes se quejaban de haber pasado de un extremo a otro, de haber descuidado
el cultivo de la memoria. Particularmente creo que, en realidad, lo sucedido fue que
se dejo de cultivar la memoria sin, mejorar por ello el desarrollo del entendimiento -al
menos en los niveles primario y secundario- a lo que no fueron ajenas las razones
subsidiarias que indicamos mas arriba. Este descuido en el cultivo de la memoria fue

otro de los cargos contra la Matematica Moderna.

Asimismo, la aparicion, hacia fines de 1965, de la calculadora de bolsillo de
modo masivo, a nivel tecnolégico y superior fue algo positivo, al sustituir eficazmente
el uso de abacos y reglas de calculo. En la ensefianza secundaria y primaria supuso
un nuevo factor en detrimento del cultivo de la adecuada practica y desarrollo de la

agilidad de calculo mental en el alumno.

Mas de un especialista en didactica de la matematica dedujo de todo lo anterior
gue era imposible hacer entender la matematica al alumno medio, si su exposicién se
efectuaba lejos de la actividad diaria. Esto era cierto respecto al formalismo
conjuntista, pero no lo era, sin embargo, respecto a la incorporaciéon de la calculadora
de bolsillo.

EL TOPICO “VUELTA A LO BASICO”

Las deficiencias citadas hicieron patente la necesidad de corregir la ensefianza
de la matematica que se practicaba, particularmente al matematico y al especialista
de su didactica, al observar que, pese a los reciclajes del profesorados, no mejoraba

su docencia.

Lakatos publicaba una obra en 1976 en la que, después de un vigoro ataque al
logicismo y al formalismo, sentaba las bases de una nueva filosofia de la matematica:

la escuela “casi-empirista” o “falibilista”, de la que hablaremos mas adelante.
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Los especialistas en didactica de la matematica, que habian llegado a la
conclusién de que era imposible hacer entender la matemética al alumno medio,
creyeron ver en esta nueva escuela la fundamentacion de una nueva y necesaria
pedagogia de la matematica. ¢ Como realizar el cambio de los planes de estudio que
con tanta esperanza se habian introducido con el apoyo de las fuerzas vivas y de toda
la sociedad?

Fue de nuevo la opinién publica la que favorecié el cambio: padres incbmodos
ante su incapacidad para ayudar a sus hijos en el estudio de la llamada matematica
moderna; creencia de que lo se ensefiaba no era matemética; supuesta confirmacion
de tal creencia al observar la decreciente capacidad de calculo numérico de sus hijos;
el convencimiento de que la enseflanza primaria de la mateméatica no capacitaba a los
alumnos para utilizarla en el mundo que les rodea (su ensefianza degenero, en
muchos lugares, en la practica de una serie de juegos cerrados en si mismos: fichas,
regletas, colores, etc.), etc. Estos lamentables hechos aglutinaron una opinion
contraria a la indebida docencia y equivoco modo de fijar el contenido tedrico del
tépico Matematica Moderna”. Este ultimo aspecto habia sido puesto ya en evidencia,
principalmente respecto a la geometria, por gran nimero de matematicos desde hacia

afos: (24, a) y referencia al ICMI de 1972 ya citada.

Hacia 1978, en Francia, surgié la idea de designar esta reaccion al topico
Matematica Moderna con otro tépico. En aquellas momentos, en la ensefianza
inglesa, se buscaba corregir las deficiencias que en la escritura del alumnado se
venian observando y surgié un movimiento publico bajo el slogan “vuelta a lo basico”
(back-to-basics). Se sugiri6 que este mismo slogan podia también representar el
tépico que, basado tedricamente en ideas que figuraban en la escuela casi-empirista
de Lakatos, recogiera la nueva orientacion de la ensefianza de la matematica, que se
buscd como reaccién a la desarrollada sobre el topico “Matematica Moderna”. En
1980, en Cuarto Congreso Internacional sobre Educacion Matemética, este topico se
adopt6 por unanimidad. Basandose en la escuela casi-empirista, también en 1980,
surgio el “The Mathematics in Society Project” (MISP) para el intercambio de ideas
en la ensefianza de la Matematica. Proyecto al que contribuyé Espafia desde su

fundacién y que, hoy, reane unos treinta paises.
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Lo anterior condujo, hacia 1981, a un paulatino, pero decidido cambio de los
planes de estudios basados en la “Matematica Moderna” por los basados en “volver a
lo basico”, mediante la introduccion de lo que se denomind “método de definicion
extensiva”, apoyado en la experiencia, no en el analisis. El cambio no ha sido
simultaneo, sino que ha estado condicionado por el caracter centralista, o no, de las
autoridades docentes de cada pais, y la mayor o menor consciencia de la sociedad de
la posible solucién que al problema planteado podia ofrecer el tépico “vuelta a lo
bésico”.

Este movimiento trata de basar la pedagogia de la Matematica sobre conceptos
mas relacionados con la vida diaria, orientandola de modo mas practico, centrando su
atencion en responder a la cuestion ¢coémo ensefar?, mas que ¢qué ensefar?
Precisemos que si la Matematica Moderna fue adoptada con el apoyo del publico, y
con él se evidencid su fracaso y rechazo, asi mismo la adopcion de los planes de
estudio del movimiento “vuelta a lo basico” se efectla con el beneplacito y apoyo de
los padres de los alumnos que veian que podian volver a asumir su papel de creida
competencia matematica, junto a la interior satisfaccion de mas de un profesor que
habia “rebotado” sobre la Matematica Moderna. Cuando se esta hablando de
educaciéon permanente , de la necesidad de reciclaje periddico del especialista, ¢qué
sentido tienen tales posturas?

Socialmente, pues, la adopcion del movimiento “vuelta a lo basico” en
matematicas aparece asi con un marcado caracter de reaccion frente a la
“Matematica Moderna”. Salvo los especialistas en didactica de la matematica que
inventaron el topico “vuelta a lo basico”, ningln matematico puntero o de vanguardia
emitio informe alguno, contrariamente a lo que sucedid con el estudio realizado por lka
Universidad de lllinois respecto al movimiento “Matematica Moderna”. Lo que aparece
claro es que la postura de los especialistas en didactica que introdujeron el
movimiento “vuelta a lo basico” fue opuesta al proceso de gestacion del movimiento

“Matematica Moderna”, y ello debe tenerse muy en cuenta.

Por otra parte no ha habido tiempo suficiente para contrastar los resultados de
una buena ensefianza basada en el correcto planteamiento de la Matematica
Moderna. Entre otras razones -como las relativas a su contenido- por falta de

suficiente profesorado debidamente formado en los niveles primario y secundario.
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Después de unos quince afios de experimentacidbn de equivoco y defectuoso
planteamiento, ¢cémo puede afirmarse la bondad o inferioridad de un método?
Supuesta una igualdad de nivel de formacién, de aptitudes y mediasen los que dirigen
las experiencias, no es el numero de casos, independientemente del tiempo y del
corpus, lo que permite decidir con alguna seguridad de criterio. Sin embargo, las
limitaciones y fallos del movimiento “vuelta a lo basico” se hacen ya patentes.
Destaca notoriamente, la paraddjica exclusibn de la geometria de los planes
docentes, coincidiendo en ello con uno de los defectos de la Matematica Moderna, y

la vuelta a una ensefianza memoristica.

Es fundamental desarrollar la estructura légica del pensamiento humano o
reglas del razonamiento correcto, respetando la imaginacion y potenciando la intuicion
del individuo. La Logica es esencial para la Matematica, aunque no sea toda la
Matematica. A. Weil lo expresa si: “Si la Logica es la higiene de la Matematica, ella
no es su alimento”. Yo creo que, ademas de una higiene de la Matematica, es un
potente medio de comunicacion social. Mas alla de un idioma, la Ldgica es el medio
del razonamiento en el pensamiento indoeuropeo. Si no se considera este
imprescindible desarrollo de la estructura logica de la Matematica en la elaboracion de
cualquier plan de estudios, en cualquier nivel que se proyecte, mucho me temo que
bajo el pretexto del caracter social y de la insercién de la Matematica en la vida diaria
etc., que se alega como razén esencial de la ensefianza basada en el topico “vuelta a
lo basico”, lo que se conseguira es detener el desarrollo matematico y, con él, el de la

clarificacion epistemoldgica de la ciencia y la técnica.

El hombre, ademas de falible, sera incapaz de progresar, de abordar nuevos
problemas que la natural evolucion de la humanidad no dejard de plantearse. La
formacion que se conseguird sera la de un “saber”, en lugar de un “saber hacer”,
objetivo prioritario de una buena formacion. La educacién se limitara a la transmisién
del resultado sin consideracién alguna al proceso de su obtencion. El aprendizaje se
reduce, asi, al acopio de habilidades y estrategias (numéricas, etc.), mas que al
desarrollo del entendimiento y de la capacidad de reflexién y analisis sobre cualquier
otro problema. Se vuelve, asi, a la tan criticada ensefianza memoristica de
acumulacion de recetas para resolver problemas -—siempre analogos o Vviejos

problemas- que tanto rechazaban la sociedad, los universitarios y los estudiosos de
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mi juventud. Hecho que pude experimentar durante los afios en que practiqué la

docencia, en Madrid, con jovenes futuros ingenieros superiores.

El efecto socio-cultural de tal orientacién, “vuelta a lo basico” de la ensefianza
de la Matematica, por desgracia, no se hara esperar colectivamente. Gracias, en gran
parte, a la multiplicacion de secciones de matematicas, antes aludida que de modo
indirecto provocé la Matematica Moderna, y a que es mas facil, mucho mas comodo,
desarrollar la memoria del individuo que su entendimiento. Sin embargo, estoy
convencido de que la realidad acabara imponiéndose y se hallar4 una didactica de la
Matematica que, basada en la orientacién formal que el rigor y la estructura l6gica de
la Matematica exige, se haga compatible con la visién de su incidencia en la actividad

humana de cada dia.

Diversas experiencias se estan siguiendo, hoy, proximas a este orden de ideas:
Las Clinicas matematicas en EE. UU., el Ingeniero matematico en Francia, Suiza y
Alemania o el Magisterio matematico en Francia, que no acaban de satisfacer, como
se puso en evidencia en el citado coloquio “Mathematiques a venir. Quels
mathematiciens pour I'an 2000? (27, b) Personalmente, creo que toda aproximacion
a una docencia de la matematica que, en cada persona respete su imaginacion,
potencie su intuicidn, desarrolle su entendimiento y capacidad de razonamiento
analdgico, légico y plausible, vigorice su memoria y facilite su real insercion en la
actividad humana de cada dia debe recurrir al vehiculo natural que supone la
Geometria. Como lo evidencia el desarrollo histdrico genético del pensamiento
matematico al que, trivialmente, se le puede aplicar la ley de recapitulacién de Haecke
que establece que: “en su desarrollo el individuo pasa a través de todos los estadios
de la especie”. De hecho todos sabemos que las matematicas mas antiguas y las mas
recientes se completan de modo analogo a como lo hacen los 6rganos de todo ser
vivo. La Ciencia ignora lo que son las llamadas matematicas modernas o las basadas

en la vuelta a lo basico.

EPISTEMOLOGIA DE LA MATEMATICA HOY.

Hemos indicado, mas arriba, que un resultado positivo indirectamente debido a
la Matematica Moderna fue el aumento de secciones de matematicas en las

universidades. En Espafia también ha originado un aumento de Escuelas de
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Ingenieria, Institutos de EE. MM. Y Centros de Formacion Profesional. Con estas
medidas se puede atender mejor la demanda de profesionales de la Matematica que
hace la sociedad. Téngase en cuenta que (10) el denominado “milagro aleman”,
posterior a la Il Guerra Mundial, se debid, principalmente, a la existencia de un
numeroso y bien instruido grupo de técnicos medios (Formacion Profesional e

Ingenieria Técnica).

Hoy esta demanda, no s6lo no ha cesado, multiplicandose en el técnico medio,
sino que presenta, ademas, una serie de destacadas y profundas exigencias —para
cuya atencion se ha podido verificar (27, b) que son mas aptos los llamados
matematicos puros que son sustraidos a la Universidad por la industria punta- que
parece quieren ser atendidas con los nuevos planes de estudios en gestacion. No
sabemos si en su elaboracion se tiene en cuenta, junto a los fallos del movimiento
“vuelta a lo basico”, que con la entrada en vigor del Acta Unica Europea, en 1992,
existird un libre mercado de profesionales entre los distintos miembros de la
Comunidad Europea, junto con la posibilidad para el estudiante de cursar los estudios
superiores en cualquier universidad europea 0 escuela de ingenieria de la
Comunidad, en las condiciones que fijara la futura reglamentacion de la Carta Magna

de las Universidades Europeas.

Andlogamente, (27, b) ante este 1992 y teniendo en cuenta otros problemas
particulares de la docencia e investigacion de la matematica en Francia, en diciembre
de 1987, en L’Ecole Polytéchnique (Palaisseau, Paris) tuvo lugar un coloquio titulado
“Mathematiques a venir. Quels mathematiciens pour I'an 2000? (citado en lo que
sigue MVQM) que facilitdé un encuentro entre las fuerzas vivas de la sociedad francesa
(poder ejecutivo y directores de gabinetes de investigacion de industrias tales como
M. D’Assault, Thomson, Elf-Aquitaine, etc.) y mas de un millar de matematicos,
investigadores y docentes de los distintos niveles. Con el coloquio se inicidé un estudio
que pretende determinar el tipo de curriculum, (en los niveles secundario y superior,
preciso para la formacion matematica de los profesionales que deben hacer frente a la
problematica que en su campo plantea la competitividad industrial y comercial, en el
previsible y perseguido desarrollo tecnoldgico y cientifico de los préximos tres lustros.
Se vuelve asi a resaltar el aspecto utilitario que durante los cuatro o seis lustros
primeros de este siglo domind en la matematica y su educacién y llevo a centrarlas en

las habilidades aritméticas y de calculo geométrico basico. Se repiten hoy,
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centrdndose principalmente en las exigencias mateméticas de una modelizacion y
simulacién sobre ordenador. En su conferencia en el MVQM , el Prof. Lions, un
destacado matematico especializado en las aplicaciones de la matematica dijo: “hoy
no se trata de matematicas puras y aplicadas sino de matematicas Utiles e
interesantes”. Destaca de nuevo el paralelismo entre las dos épocas de la
Matematica indicadas al principio de mi leccién. Creo que seria muy conveniente para
la mejor elaboracién de los nuevos planes de estudios en matematicas en Espafa, -
tanto en la ensefianza secundaria como profesional y universitaria- aunque su puesta
en practica tuviera que demorarse, el estar informados de las consideraciones y
conclusiones que vayan alcanzandose en Francia en los estudios iniciados con el
citado coloquio MVQM sobre el curriculum, hoy, mas idéneo para la docencia de la
Matematica de cara al afio 2000. Desde luego, no para copiarlos sino para
analizandolos frente a nuestra realidad cultural, ver qué pueden aportarnos a fin de
gue nuestra integracion en la Comunidad Europea en este campo, se facilite y nos
permita ser de la mayor utilidad. Como dice Ortega y Gasset: “Busquese en el

extranjero informacion pero no modelo”.

Por lo dicho se evidencia que la matematica, que para Gauss era la “reina de
las Ciencias”, y para B. Russell podia ser definida como “el sujeto sobre el que nunca
sabemos de lo que hablamos, ni si lo que decimos es cierto”, frase que aclaré
afadiendo: “Si nuestra hipétesis es sobre algo y no sobre una o mas cosas
particulares, entonces nuestras conclusiones constituyen matematicas”, aparece
como mucho mas que una serie de relaciones, axiomas, conceptos, reglas, férmulas,
teoremas, métodos o teorias”. Como toda actividad humana, presenta o posee una
gran carga social. Son las distintas actividades del ser humano en la sociedad las que
generan, mas o menos directamente, las distintas partes de la Matematica. Es decir,
la matematica parte de las diversas actividades del ser humano, lo que sugiere
objetos y operaciones (suma, multiplicacién, comparacion de formas y dimensiones,
etc.) que estan contenidas en el edificio matematico construido a partir de un sistema
axiomatico formal o dentro de una adecuada categoria y universo matematico.
Presenta asi codificadas gran niumero de profundas y no obvias propiedades de las
distintas actividades humanas.

Vemos, pues, que las disciplinas matematicas vienen determinadas por las

actividades del ser humano en el que podemos llamar universo existencial de la
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humanidad, nocidon que debe entenderse comprendiendo junto al concepto del
modelo matematico de la légica o modelos formales de aspectos del mundo y
experiencias humanas (en el que se hallan codificados los objetos del mundo fisico,
experiencias de la humanidad y relaciones entre ellos) las construcciones mentales
como las de una teoria de K-mddulos, de Haces, de Categorias, de los Topos o de los
NUumeros, aun cuando esta dltima junto con la Aritmética pueden considerarse
originadas por la accion de contar. Otros conceptos de disciplina y concepto
matematico, y actividad humana que la genera son: el de nimero real y la Teoria de
Funciones originados por la accion de medir en sentido amplio, o la Geometria y
Topologia que lo son por la accion de configurar y comparar formas; o la teoria de
Grupos que lo es por la simetria de las figuras y composicion de transformaciones; o
bien la Probabilidad, Teoria de la Medida y Estadistica originadas por los problemas
aleatorios. Asi mismo, el Algebra y Analisis Numérico aparecen originados por la
accion de calcular; la Combinatoria por la accion de agrupar y establecer
correspondencias entre conjuntos finitos, etc. Resumiendo, resulta clara la interaccién
entre Matematica, Ciencia, Tecnologia y Sociedad. En particular ante la revolucion
informatica, desde la década de los 60, se exige entender la Matematica en su
relacion con los problemas que le plantean aquellas, y nos vemos asi conducidos a
considerar la epistemologia de la Matematica como un intento de entenderla como

una actividad humana.

Todas las partes de la Matematica, como las actividades del ser humano que
las originan, interactian entre si con gran complejidad. Esta implicacion de la
complejidad de la actividad del ser humano en la Matematica, es la que nos permite
afirmar que el estudio de la actividad matematica precisa de la ayuda de la filosofia, y
s6lo en este orden podremos alcanzar una nocion de la Naturaleza de la Matematica,
de su contenido y, asi, preguntarnos: ¢Qué es la Matematica? Cuestion que desde el
punto de vista de la filosofia de la matematica es de caracter ontoldgico. Este caracter
junto al epistemoldgico, intento de entender la Matematica como una actividad
humana, aparecen asi como complementarios y, de hecho, sélo seremos capaces de
atender debidamente las superiores exigencias, cada dia mas profundas, que nos
plantea la sociedad, hoy, si somos capaces de aproximar mejor la solucion del doble
problema que supone:

a) Conocer mejor la naturaleza de la Matematica

b) Saber adaptar la docencia de la Matemética a la sociedad actual y la
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previsible evolucion de la misma en los proximos 15 6 20 afios.
¢, Qué situacién nos ofrecen en la actualidad, cada uno de estos problemas?
¢Qué medidas u orientaciones seria prudente o aconsejable aplicar para

aproximar su solucion?

Nuestra exposicion trata de presentar una actual vision general del punto a). En
cuanto el b), nos limitaremos a esbozarlo con algunas sugerencias y
reflexiones adjuntando al final el estudio demogréafico por quinquenios del
profesorado de la universidad espafiola en los diferentes estudios y areaas
matematicas. En posterior trabajo, en elaboracion, presentaremos un estudio
detallado y el analisis de las conclusiones mas importantes que de él se

desprenden.
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Es méas facil de conseguir la

cuadratura del circulo que hacer

variar de opinién a un matematico.
Augusto de Morgan

Naturaleza de la Mateméatica

Cualquiera que sea nuestro campo de actividad, debemos coincidir con la
opinidbn de Tymozcko al afirmar que “Los resultados matematicos parecen ser los
paradigmas de precision, rigor y certeza. Los resultados y métodos matematicos son,
con frecuencia, sorprendentes y elegantes, ocasionalmente revelan una austera,
abstracta belleza més tipicamente encontrada en las artes. La Matematica invade
nuestra vida social y ha ayudado a formar la sociedad moderna. La ciencia es
inconcebible separada de la matematica y frecuentemente medimos el rigor o
dificultad de una ciencia por la cantidad de mateméatica que emplea. Dependemos de
las matematicas cuando construimos puentes, aviones, utilizamos ordenadores u

obtenemos dinero de cajeros automaticos”.

La filosofia de la mateméatica comienza cuando preguntamos por un contenido
general de la Matematica, una visidn sinOptica de la disciplina que revela sus
caracteres esenciales y explique exactamente cémo es que los seres humanos son

capaces de hacer matematicas y que estas sean tan eficaces en la vida.

Cuando se abordan textos como el Courant-Robbins que, con el titulo “¢, Qué es
la Matematica?”, presenta una coleccion de problemas y teorias matemaéticas,
dejando (¢ para el lector?) la labor de sintesis que le permita establecer una definicion
de la Matemética, o cuando se leen o escuchan afirmaciones de matematicos
reconocidos, como la ya citada anteriormente de Russell, o aquella de M. Kline para el
que “La Matematica es un cuerpo del conocimiento que no tiene verdades”, nos
invade la perplejidad si se las compara con la diaria aplicacion de las distintas partes
de las matematicas a las actividades humanas. Es esta implicacion constante de la
actividad matematica en la sociedad la que nos lleva a afirmar que la Matematica
posee un caracter de ciencia objetiva con las circunstancias conceptuales que ello

comporta.
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Es claro que alcanzar tal caracter rigurosamente es muy delicado y sutil, pues
dimana de la filosofia de la matematica, del concepto de demostracion, verificacion,
rigor y verdad cuyo mas preciso establecimiento se debe a la escuela formalista.
Hace sélo unos ocho o diez afios que el interés por la filosofia de la matematica ha
vuelto a resurgir, después de los cincuenta afios de letargo ante el fracaso de su
fundamentacion por las distintas doctrinas filoséficas, fracaso del que no fue ajeno el
trabajo de K. Godel, particularmente el que se refiere al principio de indecidibilidad en
la Matemética publicado en 1931.

Es de sefialar que , ante el mejor conocimiento de la matematica que el
desarrollo de tales doctrinas ha permitido, las modernas Logica matematica, Teoria de
conjuntos e intuicionismo (con sus variantes constructivistas) han pasado a ser
consideradas como nuevas ramas especificas de la Matematica como lo son el
Algebra y la Topologia. El estudio de estas nuevas ramas aunque aparecen
englobadas en lo que se ha dado en llamar “Fundamentos de la Matematica”, no
supone hacer avanzar la filosofia de la matematica: Precisamente como evidencia la
Légica matematica, mientras so6lo estudiemos el conjunto de teoremas matematicos y
nos alejemos de estudiar la actividad matematica, los problemas que tratan de los
fundamentos de la matematica no podran ser resueltos. Ahora bien, el estudio de la
actividad matematica, como ejercicio del individuo en la sociedad, reposa fuertemente
sobre la filosofia, de ahi que una buena definicion de la Matematica, de la naturaleza
de la Matematica, debe buscarse con ayuda de la filosofia. Es ella la que podra
proporcionar una prueba de su consistencia l6gica y, a la vez, el reconocimiento de su

utilidad social.

Esta utilidad, por ejemplo, es la que se persigue hoy con el tratamiento y
busqueda de la solucién del gran numero de problemas que plantea la tecnologia
punta (lanzadoras espaciales, robots elasticos, etc.). Las ciencias medioambientales,
biolégicas, sociales y psicologicas (teorias de simulacion y de modelizacion), la
complejidad de sistemas, la elaboracion de lenguajes de programacion y teoria de
codigos a implementar sobre ordenador (con su analisis y verificacion), o aquellos de
la teoria de la demostracion (con la variante originada por la “demostracion por

ordenador”) o la construccion de algoritmos, etc.
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Es bien sabido que el mejor conocimiento de la matematica que las distintas
escuelas filosofico-matematicas permitieron, pese a que ninguna pudo resolver el
problema que se plantearon, se halla en la base del enorme desarrollo que la
matematica ha experimentado, desde la década de los 30 hasta nuestros dias.
¢Puede extrafarnos, ahora, que haya resurgido el interés por la filosofia de la

matematica?

Para mejor orientar y comprender qué debemos hoy entender por matematica
conviene realicemos una breve y actual revision de las principales doctrinas o
escuelas filosofico-matematicas surgidas a finales del siglo pasado o a principios del
actual, buscando su fundamentacion, asi como la reciente vision de Lakatos con la

escuela Casi-empirista o Falibilista.

Entre las doctrinas o escuelas que, de un modo u otro, han destacado en el
andlisis de la naturaleza de la Matematica, hay que citar: el Empirismo, el Logicismo,
el Intuicionismo, el Formalismo, el Estructuralismo, el Platonismo y el Casi-empirismo.
Sus origenes, aun cuando para algunos historiadores sea anterior, hay que buscarlos
en los cambios experimentados por el pensamiento matematico durante el siglo XIX
para las cuatro primeras mas aquellos alcanzados en el primer tercio del siglo XX para
el Platonismo, y la inadaptada y abortada experiencia docente de la Matematica
Moderna junto al rechazo del Formalismo por el Casi-empirismo.

De Jacobi se dice que proviene la frase “Dios hace siempre Aritmética”. Frase
que actualizé el clasico pensamiento de Platon: “Dios hace siempre Geometria”, pero
gue lo volvemos a encontrar en el orden de ideas del pensamiento de Gauss antes
citado. Esta frase de hecho refleja el sentimiento del pensamiento matematico de la
segunda mitad del siglo XIX en su relacién con el pensamiento filosofico de Aristételes
a Kant. Resume la tendencia surgida con la aparicion de las geometrias no
euclideas, que pretendid perpetuar el papel de seguridad y fundamentalidad, de
consistencia e inmutabilidad que gozaba la geometria en las ciencias por el de un
Andlisis no apoyado en la Geometria. Surgié asi la obra iniciada por B. Bolzano, N. H.
Abel y A. L. Cauchy buscando la rigorizacion de los fundamentos drel Andlisis en la
Aritmética y que concluy6 K. Weierstrass con su definicibn de niamero real hacia 1870.
Este dltimo publico en 1872 el primer ejemplo de funcion continua sin derivada en
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punto alguno que permitié conocer mejor el Calculo Infinitesimal creado por Newton y

Leibniz.

Si para el Analisis se alcanz6 una rigorizacion independiente de la geometria,
gue parecié afianzar su seguridad e inmutabilidad como parcela de la Matematica, no
ocurrié lo mismo con la Geometria que, desde mediados del siglo XIX, experimentd
profundas crisis: primero con el descubrimiento de las geometrias no euclideas,
después con su algebraizacién por Descartes al introducir en ella las coordenadas.
Surgen de este modo, junto al concepto de numero real, toda una serie de nuevas
estructuras conceptuales como la nocién de espacio vectorial de dimensién finita o
infinita (tan querida por los fisicos) y que permite codificar alguno de los métodos del
Andlisis Funcional o las nociones que subtiende la introduccién de una Teoria de

Conjuntos por Peano, etc.

Un efecto de estos cambios fue constatar lo que se dio en llamar falta de
fundamentacion de la Matematica. Es decir, los matematicos se encontraron sin un
repertorio sistematico de la naturaleza de las estructuras sobre las que operaban,
viendo dificultado su trabajo con una constante aparicién de paradojas, cuando aquel

vacio traté de ser colmado por la Teoria de Conjuntos.

Para salvar esta situacion se recurrié a la filosofia de la matematica, es decir,
se procedio: “a estudiar la Matematica mediante analisis, aumentando gradualmente
su abstraccion y simplicidad l6gica, vy, al seguirla, en lugar de averiguar qué es lo que
podemos concluir o deducir de las nociones primeras que se dan por admitidas,
preguntarnos cuales son las ideas y los principios generales que permiten definir lo
gue tomamos como punto de partida” (Russell, 22).

La presentacion de las escuelas que se citan a continuacién se efectla con la
Optica actual de busqueda de la correcta y completa definicién de la Matematica y no

se tiene en cuenta la motivacion de fundamentacion que origind la mayoria de ellas.

EL EMPIRISMO

Fue en el siglo XIX cuando, por primera vez, se habl6 de utilidad de las

matematicas y cuando se introdujo la distincion entre matemética pura y aplicada. La
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primera comprendia el tratamiento del Algebra, Geometria y Andlisis o0 Combinatoria
en cuanto a sus leyes o reglas, definiciones y teoremas, que incluia las geometrias no
euclideas; mientras que la segunda comprendia toda el area en que la Matemética se
aplica a conjuntos de objetos, o elementos del mundo externo que la revolucion
industrial hizo destacar y que en Inglaterra se denomind Fisica Tedrica, es decir, el
sistema de conceptos, teoremas y leyes reunidos por Newton en sus Principia en
1.687.

Quizas la distincion encubrié un aspecto mas sutil propio de la concepcién
filosofica reinante a que ya hemos aludido. En aquella época, para el pensamiento
filosofico, desde Aristoteles (no segun Platon) hasta Kant, la geometria euclidea fue
considerada como incuestionable ejemplo de conocimiento aprioristico no trivial, un
sistema de absoluta certeza. La adscripcién hoy aun a esta filosofia explicaria la frase
de R. Hersch (26, b) de que tal significado de la geometria fuese admitida “incluso por
los mateméaticos”. Evidentemente, si ello hubiera sido asi, los matematicos no
hubieran descubierto las geometrias no euclideas. Para salvaguardar —por encima de
todo- tal filosofia no se les ocurrié analizar los origenes de las ideas de Aristételes.
Fue mas comodo conservar socialmente el pensamiento filoséfico introduciendo la
distincién entre matematica pura y matematica aplicada, respaldada por otra parte,
por ser la dltima practicamente la Unica conocida por la sociedad. La segunda se
desarroll6 ampliamente y de modo falible en contacto con la actividad industrial,
dando lugar a lo que hoy se llama una matematica producto. La primera queds en
manos de una minoria que, no sintiendo la necesidad de considerar aplicaciones
salvo, quizas, a la fisica teorica, hizo cuanto pudo por confirmar su supremacia
intelectual dogmética, buscando, como veremos en el logicismo, una adecuada
fundamentacion de su infalible saber. Hoy la postura de todo verdadero matematico —
qgue no distingue entre puro y aplicado- es mas humilde y admite que puede
equivocarse, sin ningun prejuicio al tener la seguridad que la Matematica esta
desligada de toda metafisica, y de que como dice Thom: “No existe caso en la historia
de la Matematica en que el error de un hombre haya arrojado el campo entero sobre

el camino equivoco” ( 24, a).

Obsérvese que, en el caracter empirista que se atribuye a la matematica del
siglo XIX, la geometria se incluy6 entre las disciplinas puras, lo que, quizas, explique

el por qué de no haber sido jamas sometidas sus proposiciones al chequeo empirico,

29



aunque, ciertamente, los primeros conocimientos de la geometria euclidea fueron
empiricos. Ello se debidé a la presentacion que de la misma dio Euclides, quien al
axiomatizarla elimino su caracter figural o particular concreto.

En un acercamiento social, el aspecto mas llamativo que, en consecuencia,
ofrecia la Matemaética era el producido por aquellos mas numerosos profesionales de
la matematica que en contacto con la industria o la docencia, elaboraban tablas,
efectuaban calculos, y utilizaban formularios o practicaban una ensefianza recetaria y
memoristica de caracteres dogmaticos, si bien trata de desarrollar la habilidad de
calculo numérico y geométrico en el estudiante. Este aspecto hacia la Matematica tan
falible como las experiencias fisicas que trataba de describir 0 la ensefianza que se
practicaba, desplazando su razon de ser de los tradicionales valores formativos y
estéticos a aquel del utilitarismo (entre ambas tendencias se situa la obra, de fines del
siglo XIX, “Cours de Mathématiques Elémentaires, por F. G. M. seudénimo con el que
se presentaba un grupo de docentes francés afines a G. Darboux). La minoria,
determinada por los “puros”, constituia un mundo lejano y limitado, cuya actividad de
busqueda de la fundamentacion de la matematica era curiosamente estimulada,
principalmente, por razones extramatematicas, y, desde luego, ajenas a la actividad

humana ordinaria o general.

Como confirma por otra parte la frase de Hersch antes citada, el desarrollo de
la Matemética se considera no tanto como la labor de esta minoria sino,
principalmente, como la del profesional de la Matematica aplicada que codificaba la
creciente actividad industrial. Es decir como un “proceso descubridor”. Ahora bien,
¢qué es lo que se descubre?. Existe una enorme diferencia entre el habitual proceso
material de descubrir algo fisico (el nuevo mundo, la penicilina, ...) y el que se diga
“Newton ha descubierto el teorema del binomio”, o “Leibniz descubrié el calculo
infinitesimal” , etc. Mas generalmente, ¢existen verdades matematicas en algun tipo
de absoluto sentido de las mentes humanas, o por el contrario son invencién del

hombre?. Este invencién, ¢se puede comparar con la creacion musical o artistica?.

La respuesta del empirismo a estas cuestiones nos la da G. Hardy al decir:
“creo que la realidad matemética yace fuera de nosotros, y que nuestra funcion es
descubrirla, observarla, y que los teoremas que probamos y que describimos

grandilocuentemente como nuestras creaciones son simplemente notas sobre
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nuestras observaciones”, o que puede considerarse también como una teorizacién de

alguna realidad platénica subyacente.

La vision que el empirismo tiene de la Matemética es coterminal con el de la

Fisica Teorica en un caracter fenomenoldgico.

LOGICISMO

Una de las primeras consecuencias de la crisis del conocimiento que provocé
la aparicion de las geometrias no euclideas, como hemos dicho, fue el que se
buscase (Dedekin, Weierstrass, etc.) la fundamentacion de la Matematica en la
Aritmética, en lugar de en la Geometria. El matematico del siglo XIX, en general, no
podia admitir que no fuese poseedor de la verdad absoluta, de la certeza que desde
Aristételes a Kant habia gozado su ciencia.

Este paso, que llevaba a reducir el continuo a la Aritmética, condujo
naturalmente a la teoria de conjuntos, que ante los trabajos de Boole, hizo que se
creyera, con Frege, que la fundamentacion de la Matematica se podia efectuar con la
Légica en la Teoria de Conjuntos mas esencialmente que sobre la Aritmética. Esta
esperanza fue destruida por Russell con su paradoja “el conjunto de todos los
conjuntos”, quien junto a Whitehead buscé una reformulacién de la teoria de conjuntos
que, evitando las paradojas hasta entonces observadas, permitiera la fundamentacion
buscada. La reformulacion la efectuaron introduciendo un sistema de axiomas que
respetaba el “principio del circulo vicioso”, pero su sistema axiomatico formal est4,
aun, impregnado de un cierto sentido intuitivo y atrajo mas a los légicos que a los
matematicos. Como anécdota se dice que Russell, al no poder probar el axioma de
eleccion, lo miré escépticamente, busc6d contradicciones y, en una conferencia
pronunciada en la Sociedad Matemética de Francia en 1911, animé a los demas a

gue los buscasen también.

Se puede, pues, decir que, aunque fue iniciada por el filosofo Frege en 1884, y
entre sus predecesores debe contarse con George Boole con su obra “The
Mathematical Analysis of Logic”, la escuela no fue lo suficientemente conocida hasta
principios del siglo XX en que se incorporan Russel (con su afirmacion de que la
matematica pura habia sido descubierta por Boole) y Whitehead que ya en 1898

habia publicado su Algebra Universal. Los dos ultimos publicaron en 1910 sus
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“Principia Matematica” que aunque, inicialmente sélo atrajo a los filosofos logicos,
constituye una presentacion formal de la teoria de conjuntos, sin que llegase a ser

“completa”. Sin olvidar el destacado y mas reciente logicista Carnap.

El propésito de los logicistas fue demostrar que la matemética era parte de la
Légica. Con este fin desarrollaron su Principia Matematica Russell y Whitehead, y
demostraron que la matematica clasica (conocida en su tiempo) podia deducirse de la
teoria de conjuntos y, por tanto, de su Principia. El programa de los logicistas quedaba
de este modo reducido a probar que tales axiomas del Principia pertenecian a la
l6gica, o bien los de cualquier otra teoria de conjuntos como la de aquella mas
conocida de Zermelo-Frenkel® (1908 y 1922, respectivamente) cuyo sistema es,
hoy, el mas utilizado y conocido, aungque no sea lo suficientemente rico para contener

todos los conjuntos.

Entonces segun Russell y Whitehead la Matemética puede definirse asi: “La
Matematica consta de todo lo que puede ser formulado y probado a partir de los
axiomas de Zermelo-Frenkel”. Esta definicion podemos considerarla, incluso hoy, casi
aceptable en el sentido de que, salvo alguna cuestion de la teoria de categorias, toda
la matematica clasica puede deducirse de ella. Pero esta definicion ¢ es util desde el
punto de vista de la filosofia de la matematica?, ello equivale a preguntarnos si ¢esta
libre de contradiccion el sistema de Zermelo-Frankel?. Ahora bien, puesto que no se
sabe como probar la consistencia de los axiomas de Zermelo-Frankel, esta definicién
no es muy util y menos adn si se observa que niega todo intuicionismo. Obsérvese
gue si se probase que los axiomas de Zermelo-Frankel pertenecen a la logica, aunque
el programa de los logicistas quedaria probado o satisfecho, se encontrarian con el
problema de la existencia, o no, de contradiccion en la Logica.

° ) 1.- Axioma de extensionalidad: Todo conjunto esta determinado por sus elementos.
2.- Axioma del conjunto vacio: Existe el conjunto vacio.
3.- Axioma de los pares no ordenados: Existe un elemento a = (X, y) paratodo x e .
4.- Axioma de la unién de conjuntos: La unién de un conjunto de conjuntos es un conjunto.
5.- Axioma del infinito: Existen conjuntos infinitos (este axioma permite existan cardinales transfinitos).
6.- Axioma de sustitucion: Toda propiedad que puede ser formalizada en la teoria puede utilizarse para
definir un conjunto.
7.- Axioma de la potencia de un conjunto: Para cada conjunto x existe el conjunto y de todos los
subconjuntos de x.
8.- Axioma de eleccién: Dado un conjunto y, entoda parte x de y se puede elegir un elemento.
9.- Axioma de regularidad: Cada conjunto no vacio x contiene un elemento minimal respecto a la
relacion de pertenencia. Brevemente se puede enunciar diciendo que “X
no pertenece a X".
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De todos modos, el programa de los logicistas esta condicionado por su
concepto de Ldgica. El significado que le atribuyen es mas amplio que el atribuido a la
Légica clasica, a la que se supone constituida por todos aquellos teoremas que
pueden ser probados (sin la utilizacion de axiomas no ldgicos) en un lenguaje de
primer orden (o calculo de predicados de primer orden), es decir, en un sistema légico
gue incluye funciones proposicionales, conexiones y cuantificadores (que no es la
Légica aristotélica, pues su defecto, precisamente, estd en la I6gica de las relaciones,
no le es posible operar con funciones proposicionales). La légica clasica, asi
considerada, nos limita al uso de las reglas de deduccion y axiomas de esta Ldgica.
Un ejemplo de tales reglas lo constituye la Ley del tercio excluso: Si p es una
proposicién, entonces es cierta p 0 su negacién —-p”, simbodlicamente: “Se verifica p v
-p”, donde v y - designan las conexiones intuicionistas “0” y “no” suscritas por

Brower.

Con esta definicibn de Légica de ningun modo podria llevarse a cabo el
programa de los logicistas. Pero | nocién de Logica que admiten los logicistas es
mucho mas amplia, poseen un concepto general que precisa lo que entienden por
“proposiciones logicas”. Para ellos “Una proposicion l6gica es una proposicién que
tiene completa generalidad y es cierta en virtud de su forma, mas que por su

contenido”.

Por ejemplo la ley del tercio excluso “Es cierta p v =—p” €S una proposicion
l6gica en sentido logicista. Claramente en esta proposicion, p puede ser de la fisica,
la matematica o lo que se quiera. La ley se verifica con toda generalidad, ¢ pero,
entonces por qué se cumple? Los logicistas responden “A causa de su forma”. Aqui
sobrentienden “forma sintactica”. Reciprocamente, todo teorema de la Ldgica clasica
es una proposicion en el sentido logicista. Ahora queda claro que el fin de los
logicistas es demostrar que los nueve axiomas de Z-F son proposiciones légicas en el
sentido logicista. Pero, como puede demostrarse, eso no es cierto. Por ejemplo el
axioma del infinito reposa, notoriamente, sobre la nocion intuitiva que todos tenemos
de un conjunto infinito y no sobre su forma. Sin embargo el logicismo ha contribuido
particularmente al desarrollo actual de la Matematica, en especial al de la Logica

matematica en el cuadro formalista.
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A diferencia del formalismo e intuicionismo, el logicismo proporciona un
adecuado cuadro de una significativa parte de la actual practica de la Matematica. En
realidad una gran parte de la Matematica es Légica, pero todo matematico sabe que
su mejor trabajo estd basado no sobre meras elucubraciones o razonamientos, sino
sobre una caracteristica clase de percepciones que denomina intuiciones.

Esta intuiciébn del matematico es un caso especial de la habilidad general del
ser humano para distinguir métodos o vias, 0 mas especificamente sintetizar
estructuras complejas de sefales o aspectos diversos. Es decir, la intuicién por el
matematico de una particular estructura es simplemente el resultado de una larga
experiencia con aquella estructura. La creatividad en matematicas es mucho mas un

resultado de la intuicion que de la logica.

El logicista considera que la Matematica es un cuerpo de verdades que no se
establecen sobre nada real. Por ejemplo, tienden a pensar que la geometria es una
disciplina hipotética. Ahora bien, es claro que, como hemos dicho, los primeros
conocimientos de la Geometria Euclidea fueron empiricos. Las geometrias no
euclideas, sé6lo demuestran la consistencia logica de la negacién del postulado de las
paralelas, no prueban que éste sea falso.

A la escuela logicista se la considera basada sobre el pensamiento filoséfico
conocido con la denominacion de “Realismo”, cuyo origen hay que buscarlo en la
filosofia platénica, segun la cual los entes abstractos sobre los que se opera poseen
una existencia independiente de nosotros, con lo que la mente humana puede
descubrirlos, pero no crearlos. Con ello se establece la diferencia esencial entre

logicismo e intuicionismo.

INTUICIONISMO

Se puede afirmar que esta escuela se inici6 con Brouwer en 1908. Aunque
alguien sita en la linea intuicionista a T. Bradwardine (1290-1349) por su filosofia
sobre la Matematica, y a Sylvester que considera como objetivo de la matematica
pura la descripcion de las leyes del mundo de los sentidos, pasando por la indefinid a
postura de H. Poincaré (1854-1912), quien pese a que admitié la axiomatizacién de la
Geometria y el Analisis, negd la axiomatizacion de la Aritmética y llegéb a emitir
opiniones como aquella que afirma que “el Logicismo no es estéril, engendra
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antinomias”, y asi sin suscribir su filosofia se le sitla entre los simpatizantes de la
escuela intuicionista. La confirmacién de la fina intuicion matematica de Poincaré, que
supuso la demostracién por Godel de que la consistencia de la Aritmética no puede
ser probada por métodos finitarios, es decir, por métodos formalizables de la propia
Aritmética, acaba de reforzarse recientemente por G. J. Chaitin al demostrar, jnada
menos!, que la estructura légica de la Aritmética puede ser aleatoria. Otros
representantes del Intuicionismo son A. Heyting y E. Bishop, aunque este ultimo no

aparezca tan subjetivista como Brouwer.

El fundamento de la Matematica para los intuicionistas fue radicalmente distinto
al de los logicistas. Los logicistas nunca pensaron que pudiera existir algo equivoco
en la matematica clasica, al contrario que los intuicionistas, que piensan que esta

llena de errores.

Las paradojas que origind el tratamiento no axiomatico e ingenuo, dado por
Cantor, de la teoria de conjuntos, desde 1870, fue la chispa que provoco la reaccion
intuicionista, estimando que tales paradojas demostraban que la matematica clasica
estaba lejos de ser perfecta. Sintieron, pues, la necesidad de reconstruir la
Matematica desde su base, y esta fue el concepto de niumero natural. Segun los
intuicionistas, todo ser humano posee una primordial intuicibn para los nameros
naturales en si mismo, que permite la construccién mental de un nimero natural finito
cualquiera “después de otro”. EIl término “después” supone una conciencia de tiempo
que Bouwer comparte con Kant, quien utilizé la palabra “intuicion” para expresar el
conocimiento 0 “conciencia inmediata” y es de ahi de donde procede la palabra

“Intuicionismo”.

Conforme con la filosofia intuicionista, la Matematica seria definida como una
actividad mental que llaman construcciéon y no como un conjunto de teoremas (como
se hace en el Logicismo). La definicion precisa de la Matematica para los
intuicionistas seria: “La Matematica es la actividad mental que consiste en realizar
construcciones mentales una después de otra”. La Matematica para el intuicionista es

inventada mediante construcciones.

Una de las consecuencias de esta definicion es que la Matematica intuicionista

es efectiva o constructivista. Otra consecuencia es que las matematicas no pueden
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reducirse a cualquier otra ciencia tal como, por ejemplo, la Légica. Toda ley de la
l6gica clasica que no estd compuesta de una construccion después de otra es una
combinacion de palabras sin sentido para los intuicionistas. Por ejemplo la clasica ley
del tercio excluso es una simple combinacion de palabras sin sentido para el
intuicionista.

Ahora bien, una vez que la definicién intuicionista de la Matematica ha sido
entendida y aceptada, lo que queda por hacer es, precisamente, toda la matematica
de modo intuicionista. Efectivamente, esa labor fue emprendida por los intuicionistas
que desarrollaron la Aritmética, Algebra, Andlisis, Teoria de conjuntos, etc. Sin
embargo, en cualquiera de estas ramas existen teoremas que no son iteracion de
construcciones, de modo que los intuicionistas los consideraron combinaciones sin
sentido de palabras. En consecuencia, no se puede decir que los intuicionistas han

reconstruido toda la matemaética clasica.

Pero ello no les preocupa, ya que el propésito de los intuicionistas es dar una
definicion valida de Matematica y, entonces, “esperar y ver’ qué matematica se
desarrolla. Es decir, aquella parte de la matematica clasica que no puede hacerse
intuitivamente, sencillamente, no es matematica para ellos. Segun Brouwer no se
puede admitir el principio del tercio excluso, ya que no se posee una construccion
intuitiva que lo justifique. Ello equivale a tomar la palabra intuitivo en contraste con
formal. Se dice que un argumento es intuitivo “si es natural y facil de seguir”, es decir,
una demostracion se dice intuitiva, en este orden de ideas, si no es formal,
independiente de simbolos, y quizads ni siquiera comunicable enteramente (hecho
bastante corriente en algunos componentes de la escuela de la Geometria Algebraica
italiana de finales del siglo XIX, principios del XX, o en la cladsica matematica
sintética).

El mérito del intuicionismo es el de proporcionar ideas sobre el proceso de
creacion en la Matematica. Al ser ésta una parte de la Ciencia, con la solucién de
problemas aparece su fin principal: el de descubrir nuevas verdades, que es lo que
subtienden las “construcciones”, y con ello, el que la invencion matematica se halle
limitada por la necesidad de rigor. Una obra tipica de esta escuela la constituye el
“Foundations of Constructive Analysis” de E. Bishop (1967) que llevé a los modernos
especialistas en Légica matematica, por un lado, a buscar un sistema formal que la

encuadre y, por otro, a integrar sus métodos constructivistas en la teoria de la
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demostracion, a la vez que gran parte de la obra era expresada algoritmicamente por
los tedricos de la tecnologia de la informacién. Esta actividad nos evidencia la
existencia de una intima relacién entre la matematica constructivista y la teoria de
algoritmos y, como consecuencia, que el interés actual por la matematica
constructivista sea, en gran medida, un subproducto de la influencia cada vez mayor
de los ordenadores sobre la Matematica. Particularmente, con la utilizacion en el
desarrollo de logiciales o software para chequear teoremas mecanicamente, asi como
en construcciones de la logica formal, o en la correccion de programas de

computacion.

Como fundamentacion de la Matematica fue una doctrina bastante aceptada.
Los intuicionistas se sienten satisfechos pensando que han dado una adecuada
fundamentacion de la Matematica, aunque mirada desde la matematica clasica, es
claro que no han sido capaces de dar tal fundamentacién. Asi, la casi total comunidad
matematica rechaza el Intuicionismo pese a sus grandes y bellas realizaciones. Por
ejemplo, curiosamente ya que se debe al intuicionista Brouwer, el “teorema del punto
fijo de Brouwer” en Topologia, es uno de los que los intuicionistas rechazan, pues el
punto fijo no puede ser construido, s6lo se demuestra su existencia. Otra objecion se
halla en algunos teoremas que pueden demostrarse clasica e intuitivamente, mientras
la clasica es elegante y breve, la intuicionista es rebuscada y larga, a veces hasta diez
veces mas larga. También existen teoremas que, siendo validos intuicionistamente,
son falsos en matematica clasica. Por ejemplo, el que afirma que toda funcién a
valores reales que esta definida para todos los reales es continua. Estas tres razones
de rechazo del intuicionismo por la matematica clasica, de todos modos, no son ni
racionales ni cientificas, ni pragmaticas, sino emocionales, basadas en un profundo
sentido personal de lo que son las matematicas por encima de todo, como diria Thom.
Es claro, también, que no debe confundirse el concepto ni la actividad de la escuela
intuicionista con el de la intuicion matematica a que hemos aludido en el Ultimo punto

sobre logicismo.

Del mismo modo en que el logicismo estéd relacionado con el realismo, el
Intuicionismo esté relacionado con la filosofia llamada “conceptualismo”. Esta es la
filosofia que sostiene que las entidades existen soélo si son construidas por la mente
humana, hecho que limita su potencial actividad.
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FORMALISMO

Esta escuela fue creada en 1910 por D. Hilbert (1862-1943), aunque ya en el
siglo XIX existieron formalistas, pues Frege los atacé en su segundo volumen de
Fundamentos de la Aritmética. Sin embargo, el concepto moderno de formalismo, que
incluye el razonamiento finitario, se debe a Hilbert a quien “todo le parece preferible a
la introduccién de la psicologia en los criterios de validez de la Matematica”. Su labor
se vio confrontada por el intuicionista Brouwer, lo que origino fuertes discusiones entre
ambos que, desgraciadamente, en algun momento, llegaron a reflejarse en sus
relaciones personales. Dado que la mayoria de los textos de Matematicas, hoy, (entre
ellos lo de la Mateméatica Moderna”) y cursos de Légica Matematica habitualmente
tratan con formalismos, esta escuela es mucho mejor conocida que las otras. Habria
que destacar a formalistas con J. Von Newmanny H. Curry.

¢, Qué es lo que se formaliza, cuando formalizamos algo?. Claramente lo que
se formaliza es una teoria axiomatica dada. Debemos, pues, distinguir bien entre
axiomatizacion y formalizacién. Euclides axiomatizé la Geometria unos 300 afios a.
C., pero no la formaliza. Es decir, efecta una presentacion de la Geometria mediante
“formas abstractas sin materia o contenido” en el contexto de lo que se conoce por
una “teoria axiomatica”. Es pues una teoria no “figural”, lo que conduce a algunos a
decir que la Geometria de Euclides es una teoria axiomatica “formal”, significado de
formal que no debe entenderse como el que se opone al expresado con la palabra
informal. Esto justifica el que en el siglo XIX no se considerase la Geometria entre las
disciplinas aplicadas. Pero si no puede ser considerada como disciplina del hacer
matematico aplicado, tampoco constituye lo que se entiende por una “teoria

axiomaéatica formalizada”.

¢Como formalizamos una teoria axiomatica dada T de modo que nos
determine un sistema axiomatico formal S? LimitAndonos a una légica de primer
orden, “Formalizar T” significa elegir un apropiado lenguaje de primer orden para T. El
vocabulario de un lenguaje de primer orden consta de cinco “datos”, cuatro de los
cuales son siempre los mismos y no dependen de la teoria T, que son: primero, una
lista numerable de variables; segundo, simbolos para la conexion de cada frase: -
para “no”; A para‘y”; v para “0”; => paraimplica; y < para siy solo si; tercero, el

signo de igualdad =; y cuarto, los cuantificadores “para todo” V y “existe” 3 .
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Puesto que T es una teoria axiomatizada, tiene los denominados “términos
indefinibles”. Se elige un simbolo apropiado para cada término indefinible de T vy
estos simbolos pasan a constituir el quinto dato del vocabulario. Por ejemplo, entre
los términos indefinibles de la Geometria Euclidea aparecen “el punto, la recta y la
incidencia” y para cada uno de ellos debe ser fijado un simbolo apropiado. Para la
Aritmética esta el “cero”, la “suma” y el “producto” que pasan a ser simbolizados.
Todos estos simbolos correspondientes a los términos “indefinibles”, a veces, se les
llama “parametros”. La cuestion que plantea entonces Thom es: ¢Se puede,
razonablemente, esperar que el material intuitivo codificado en la teoria axiomatica T,
pueda ser cubierto completamente por las expresiones simbdlicas de S? Para seguir
diciendo: “Linguistas de la escuela formalista han estado tratando vigorosamente de
reducir la sintaxis y gramatica de un lenguaje natural a axiomas. Al hacerlo asi han
propuesto un cierto numero de procedimientos formales (graméaticas
transformacionales y generativas) cuya validez, sobre el nivel de la descripcion formal
de los enunciados contenidos en el corpus no puede negarse. Pero si estos
procedimientos llegan a sistematizarse en una serie de reglas que son proseguidas
ciegamente a su conclusion légica, las afirmaciones resultantes, con frecuencia,
llegan a ser tan largas y complejas que pierden todo sentido”. Pero lo que sucedio es
que, mediante el desarrollo como sistema axiomatico formal que dio a la Geometria
Hilbert con sus Grundlagen der Geometrie (cuyo estudio debi efectuar en mi primer
curso de licenciatura -hacia 1948-) se demostré que el rigor que se atribuia a los
Elementos de Euclides era ilusorio en su mayoria y que en ellos se acude con gran
frecuencia a la intuicion del estudioso. Esta fue una de las razones por las que los
puristas del movimiento Matemética Moderna decidieron su eliminacién de los
curriculums universitarios y su sustitucion por el Algebra. Y ello, incluso se efectu6 en
buena medida en nivel secundario y de formacion profesional. Curiosamente este
hecho, que insistimos, se halla en la base de una de las razones del rechazo publico
de la Matematica Moderna, sigue siendo sostenido por didactas de la Matematica
seguidores de la concepcion falibilista de Lakatos, cuyo inicio se destacd por su

tajante oposicion al formalismo.
Desde luego para probar un teorema esta formulacién puede incluso hacerse

odiosa. Ver, por ejemplo, la obra de Peano, citada en la bibliografia. Sin embargo, si

lo que se pretende es responder a una cuestion de Fundamentos, como “¢Por qué
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es esta rama de la Matematica libre de contradicciones?, entonces la formalizacién no

sélo es una ayuda, sino que es de absoluta necesidad.

Es esto, en realidad, lo que se consigui6 con el célebre “Programa de Hilbert”.
La idea fue formalizar las distintas ramas de la Matematica y entonces probar
matematicamente que cada una de ellas estaba libre de contradiccion.

Desgraciadamente, los formalistas tampoco pudieron llevar a cabo su
programa. En 1931 K. Godel demostré que la formalizacion no podia ser considerada
como una técnica matematica por medio de la que se podia probar que la Matematica
estaba libre de contradiccion. “La Matematica no es capaz de probar su propia

libertad de contradiccién”.

Desde luego la tremenda importancia de la escuela formalista es bien
conocida. Fue, precisamente, en esta escuela en la que la moderna Loégica
matematica y sus diversas ramas, -tales como la teoria de modelos, teoria de las
funciones recursivas, etc.- encontraron el marco idoneo para su estudio y desarrollo.
Para los formalistas cualquier precision del significado de los simbolos, supone una
codificacion de alguna parte de la Matematica, actividad matematica que en un
sistema formal es estudiada por la “Teoria de las funciones recursivas” y que resulta,
asi, de incalculable valor para conocer las limitaciones de la matematizaciéon. Asi la
nocion de “construccion” de la escuela intuicionista puede entenderse como la
realizacion de los programas subyacentes a esta posibilidad de codificacion, lo que
conduce a mas de un mateméatico a pensar que jamas se podra resolver un problema

recursivamente insoluble.

Pese a las llamativas manifestaciones, como las del profesor J. Weizenbaum
del M. I. T. en su libro “Computer Power and Human Reason” cuando dice: “que el
hombre y la computadora son simplemente dos especies diferentes de un género mas
abstracto llamado “sistemas de procesamiento de la informacién” y asi concluir que “la
vida es lo que es computable y sélo eso”, la incompletitud de los sistemas formales
establecido por Goédel (ni siquiera todas las verdades de la Aritmética pueden
derivarse de los axiomas de Peano —0 de cualquier otro conjunto de axiomas
recursivamente mas amplio-) nos permite tener la seguridad de la imposibilidad o
absurdo de tales afirmaciones, maxime cuando, como ya hemos hecho notar, no todo

el universo existencial de la humanidad puede ser estructurado por la Légica. Es con
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este sentido y limitacidn, al menos, como debe entenderse la adhesion a esta escuela
de los investigadores en Inteligencia Atrtificial, cuando asimilan el cerebro humano a
un ordenador, las teorias a programas y el pensar a una maquina de Turing.
Recuérdese que con tal nombre A. Turing, en 1936, dio a conocer la clase de
maquinas computadoras teéricas que son capaces de realizar todas las operaciones
requeridas por un algoritmo asociado a una funcién computable , (es aqui donde se
presenta l6gicamente la imposiblidad de la idea de Weizenbaum). Precisamente, una
funcién se dice computable si existe un algoritmo que permite calcular sus valores
para cada argumento, ya que, en este caso, es posible programar una computadora

“implementando el algoritmo” y calcular el valor de la funcion.

Como indicdbamos en publicacion anterior, el formalismo desde el punto de
vista filos6fico-matematico, supone desinteresarse del problema que crearon las

distintas paradojas (Burali-Forti, Russel, etc.) ante la teoria de conjuntos de Cantor.

Para terminar sefialemos que la filosofia que aparece mas préxima al
formalismo es el “nominalismo”. Para el nominalismo los entes abstractos no tienen
existencia de ninguna clase, ni fuera de la mente -como sostiene el realismo- ni
dentro, como construccibn mental segun mantiene el conceptualismo. Para el
nominalismo son simples nombres. La opinion dominante sobre esta escuela del
pensamiento matematico nos viene expresada por un destacado bourbakista,
Dieudonné, quien afirma que: “el principal mérito del método formalista sera el de
haber disipado definitivamente las oscuridades que pesaban aun sobre el

pensamiento matematico”.

ESTRUCTURALISMO

Corresponde a lo que algunos consideran la “caracterizacion de la Matematica
por el estudio de estructuras abstractas”, aunque este movimiento puede encontrarse
en linglistica e historia. En Matematica estructuralista creo que pueden distinguirse
dos caracteres: primero, la “opcidon Bourbakista”; segundo la que denomino
“categorias y topos”. Aunqgue el primer caracter es el creador del movimiento y se
prolonga hoy en los dos caracteres, el segundo puede distinguirse por un superior
nivel de abstraccion, y la incorporacion de métodos constructivistas principalmente por

especialistas ajenos al bourbakismo.
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La opcién bourbakista

Surgié en Paris hacia 1935 cuando un grupo de jévenes matematicos se
propusieron “dar una descripcion completa de todos los dominios esenciales de la
matematica” (27, a) y para ello el concepto de estructura les fue esencial. La nocion
formal de estructura (ver Apéndice A) valida independientemente de la categoria de
los conjuntos se precisa en el libro primero de las “Estructuras fundamentales del
andlisis” de sus Elementos de Mateméticas, obra inicial de Nicolas Bourbaki,
pseuddénimo con el que se dio a conocer el grupo. Este ambicioso proyecto, en cierto
sentido, pretendié extender a toda la Matematica la obra que Emmy Noéther con sus
alumnos, algunos afios antes, realiz6 en Alemania con el Algebra. H. Cartan, uno de
los mas destacados fundadores del grupo, en una conferencia en 1958 decia:
“¢,Dénde residen las ventajas de una clasificacion de estructuras de la Matematica?
Lo que sigue es evidente. Si, por ejemplo, tienen establecidos los teoremas
fundamentales de la teoria de los espacios topoldgicos, pueden entonces aplicar
estos teoremas a todo espacio topoldgico particular. Asi, por ejemplo, un teorema
topolégico de Baire que se refiere a los espacio métricos completos es aplicable a
numerosas cuestiones especificas del analisis superior, en particular de la teoria de
las funciones analiticas”. Bourbaki (2) se mantuvo al margen de la controversia entre
las escuelas formalista e intuicionista como expresa su frase: “Lo que el método
formalista establece como su objetivo, es exactamente lo que el formalismo l6gico por
si mismo no puede establecer”, y es evidente que bajo la presentaciéon l6gico formal
de su obra mas conocida, los “Elementos de Matematicas” -que situaria
equivocadamente a Bourbaki en la escuela formalista- existe una rica imaginacion y
una bien cultivada intuicién, como testimonia la obra de los mas, inicialmente, activos

fundadores del grupo: A. Well, H. Cartan y C. Chevalley.

Como decimos en (27, a), “si analizamos su obra, observamos que, la
fundacion axiomética, la edificacion de las teoria mediante el razonamiento légico
deductivo y la clasificacion de las matematicas por estructuras fueron los tres factores
que, habil e inteligentemente utilizados, permitieron al grupo superar todas las
dificultades que la matemética de los afios cuarenta presentaba a la realizacion de su
ambicioso programa”. Para seguir mas adelante, “Pero donde entendemos ha

conseguido Bourbaki el maximo logro es con su clasificacion de las estructuras.
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Independientemente del aspecto filoséfico que con ello resuelven, al reducir
notoriamente el peso dialéctico que, en su origen, se atribuye a la matematica
formalista, logran dotar al investigador en mateméticas de un util extraordinariamente
potente para su trabajo de analisis y sintesis”. El razonamiento légico deductivo se
conjuga con el analégico y pasa a operar sobre relaciones entre objetos mas que
sobre los mismos objetos, en un proceso de superior abstraccion, entendida ésta

como la accidn de formacion de clases.

Esta actividad de Bourbaki es aplicada por sus miembros a la topologia
conjuntista y combinatoria estableciendo nuevos e importantes métodos en Topologia
Algebraica, a partir de los cuales su desarrollo y aplicaciones estan siendo centrales
en la Matematica, incluso en la mas reciente vuelta al tratamiento geométrico de
problemas en topologia de baja dimension. De los trabajos iniciales en Topologia
Algebraica va a surgir, pronto, dos nuevas disciplinas matematicas: el Algebra
Homoldgica y la Teoria de Categorias. EIl primer tratado de Algebra Homoldgica se
debe a H. Cartan y S. Eilemberg. En este tratado aparece, por primera vez
presentados al gran publico, los conceptos de categoria y functor (aplicacion entre
categorias). En el tratado de Cartan-Eilemberg, “se expone, por primera vez, una
teoria que engloba a otras varias, tales como la cohomologia de grupos, la homologia
de las algebras asociativas, la homologia de las algebras de Lie, las sycigias de
Hilbert, etc., situandolas en el cuadro natural de sus functores derivados” (27,a).

También hay que citar aqui la pequefia -pero fundamental- monografia del
bourbakista Grothendieck en 1957 “Sur quelques points d’algebre homologique” y su
anterior obra sobre espacios vectoriales topolégicos que supusieron un extraordinario
paso adelante para la época. Destaca la monumental (e inacabada) obra por
Grothendieck y Dieudonné: “Elementos de Geometria Algebraica” cuya publicacién se
inici6 en 1960, y a la que no es ajena la profunda nocion de “haz” que, si fue
introducida por un no bourbakista, Leray, se debe a H. Cartan y J. P. Serre su
estructuracion y forma definitiva. Mas tarde, 1958, presentada por otro bourbakista R.
Godement en su tratado “Theorie des faisceaux” con aplicaciones al estudio de
variedades. Asi mismo son de destacar los trabajos en teoria de Numeros por el
tambien destacado bourbakista J. P. Serre, los de M. Karoubi en “Teoria K’ y los mas
recientes de P. Deligne y A. Connes en geometria diferencial no conmutativa. Los

éxitos de la “opcion bourbakista” han sido reconocidos por la comunidad matematica
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internacional con la concesién a algunos de sus miembros, entre 1950 y 1982, de
cinco medallas Fields y dos premios Wolf (equivalentes a los premios Nobel en
matematicas. Las primeras para mateméaticos con cuarenta y dos afios a lo sumo, los

segundos para aquellos con mas de cuarenta afos).

Sin embargo, también se reprochan a Bourbaki algunas limitaciones, asi H.
Wang (26, b) cita:

a) La omision de resultados centrales de tipo combinatorio.

b) Falta de seleccion intrinseca en la eleccion de las estructuras consideradas.

c) No considerar el aspecto constructivo de la Matematica.

d) Una relativa inconsistencia basica al apoyar su fundamentacion en una

determinada teoria de conjuntos.

Estas objeciones no presentan todas, por supuesto, el mismo peso. Es claro
gue su ambicioso proyecto de clasificar por estructuras toda la matematica no ha sido
realizado, como deciamos en (27,a) “El tiempo con la evolucion que la Matematica ha
tenido, ha pasado sobre él y esta evolucién le ha superado”. Por otra parte sus
“Elementos de Matematicas” se construyeron apoyandose en la Logica como “higiene”
y, en la base alineandose conjuntistamente sobre la axiomatica de Zermelo, con su
axioma de eleccion que respondié a un sentir comun del grupo. Téngase en cuenta
que, como dice G. H. Moore en su libro de 1984: “Si prevalecieran las mas severas
criticas constructivistas al Axioma de Eleccién, las matematicas quedarian reducidas a
una coleccion de algoritmos”. Es claro que, la necesidad de elegir uno u otro camino
para el desarrollo de un algoritmo, conduce a un proceso que se apoya en el
razonamiento l6gico-deductivo. Una precisa situacion de Bourbaki, hoy, nos la dan

tres miembros del grupo en (2, b).

Categorias y Topos

Los éxitos del grupo fueron atrayendo la atencién e interés de la comunidad
matematica. Aclaradas las bases estructuralistas por Bourbaki, ademas de los que
fueron renovando el grupo, otros matematicos se situaron en el contexto
estructuralista. Algunos incorporaron otros métodos, como por ejemplo, los
constructivistas. Se originé una proliferacion de resultados tedricos y aplicaciones a

otras disciplinas cientificas.
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Entre los resultados que se obtuvieron destacan la completa estructuracion y
desarrollo de la Teoria de Categorias y la Teoria de Topos con sus aplicaciones al
estudio de las variedades, el Algebra y la Geometria Algebraica. Como es bien
sabido, el origen de la Teoria de Categorias debe buscarse en un trabajo realizado
por Eilenberg y Mac Lane en 1945 con objeto de entender y estudiar ciertas
construcciones de la Topologia Algebraica. Asi la Teoria de Categorias surgié para
“hacer mas patentes y transparentes los esquemas comunes a diferentes tépicos”. ¢ A
quién no entusiasma llegar a conocer, por ejemplo, que es “equivalente” trabajar en la
categoria de las Algebras Afines que en Geometria Algebraica Afin?  ¢Somos
conscientes de la economia que en el trabajo del matematico ello proporciona? Se
concluye asi que, en cierto sentido, la Teoria de Categorias “constituia el lenguaje de
la Matematica” facilitando el estudio y actividad, por ejemplo, en campos tan dispares
como la Geometria Algebraica y la Teoria de Autdomatas (7). Destaca de modo
notorio en este campo la obra de C. Ehresmann (8) en su aproximacion al estudio

categorial de la Geometria Diferencial y los Sistemas Dinamicos.

Uno de los ultimos desarrollos de la Teoria de Categorias en los que irrumpen
los métodos constructivistas lo constituye la Teoria de Topos, teoria en la que
confluyen la Lobgica, el Algebra Universal y la Geometria. En principio fue
Grothendieck quien, en 1958, introdujo el primer “topos” al observar que un espacio
topoldgico podia ser estudiado por la categoria de todos sus haces. Categoria que
denomind “topos” al entender que éste era la clase de objetos preciso a los
topdlogos. EI mismo lo generaliz6 en la Geometria Algebraica creando lo que se
conoce como un “topos de Grothendieck”. Seguidamente Giraud determinéd las
condiciones necesarias y suficientes caracteristicas para que una categoria fuese un
“topos de Grothendieck”. El paso inmediato fue dado en U. S.. A. por Lawvere
Tierney, que debilitando y modificando adecuadamente las condiciones de Giraud,
operando sobre la categoria de todos los conjuntos y utilizando sélo una légica de
primer orden caracterizaron la nocién de un “topos elemental” utilizando el lenguaje de
Mitchell-Benabou. Una buena exposicidén del concepto, propiedades y algunas de sus
aplicaciones a la fundamentacion de la Matematica la facilita la obra de P. Johnstone
(14).
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Es de destacar también la actividad en esta escuela que en Teoria de Fractales
realiza A. Douady quien, junto a J. H. Hubard, después de caracterizar cierto nimero
de propiedades topolégicas de los conjuntos de Julia (asociados, por ejemplo, a la
iteracién de funciones polinomiales de la forma z > f(z) = z* + ¢, con z variable
compleja y ¢ parametro real (conjuntos faciles de construir por un microordenador),
hoy, con otros miembros del “Geometry Computing Group” en U. S. A, estudia los
sistemas dinamicos gobernados por iteraciéon de polinomios complejos con ayuda de
un super-ordenador Cray 2.

Estos dos aspectos del estructuralismo se pueden apreciar principalmente en
los mas o menos, setecientos trabajos presentados hasta la fecha en el Seminario
Bourbaki 0, mas precisamente, entre los presentados a partir de 1965. Quizas sea
esta situacion la que hace decir a Dieudonné (5,b): “Dans ces diverses théories se
poursuivent d'ailleurs des recherches dont je ne dirai rien, sinon pour souligner le
courieux phénoméne historique de la division d’'une science en deux parties qui, en
practique, s’ignorent mutuellement , sans que cela paraise géner le moins du monde
leur developpement respectif”. Aunque como también recuerdo en (27, a) antes
citada, ésto puede quedar explicado por la opinibn de R. Thom: “Sin embargo, no
parece que los matematicos hayan sufrido mucho en su actividad profesional, ¢ por
qué? Porque en la practica un pensamiento matematico nunca es un pensamiento
formal. El matematico da un significado a cada proposicién, uno que le permite
olvidar el enunciado formal de esta proposicion en cualquier teoria formalizada
existente (el significado proporciona sobre la proposicion un status ontoldgico
independiente de toda formalizacion).

Desde el punto de vista de la filosofia de la matematica, creo que se puede
afirmar que el estructuralismo aparece préximo a una curiosa alianza entre
nominalismo y realismo, que se sitla cerca de la escuela matematica del Platonismo,
gue algunos seguidores han hecho compatible con el constructivismo, particularmente
en Teoria de Topos y en Teoria de la Demostracién. Su concrecién social determina
una economia y progreso del pensamiento matematico de profundas e interesantes
aplicaciones. Al coincidir la mayoria de edad de Bourbaki con el modernismo, no es
de extrafiar que, al no ser bien comprendida su filosofia, se le considere
equivocadamente en la base del movimiento “Matematica Moderna”, pese al reiterado

rechazo de tal relacién bien por Bourbaki (2, a) o en la introduccion a sus Elementos
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de Matematicas, bien por manifestaciones de sus miembros al respecto, como las de

H. Cartan recogidas en 27, a).

Los estructuralistas subtienden la escuela formalista pero se independizan de
los problemas fundacionales de aquella, en cuanto que sus estructuras son

independientes del sistema axiomatico o de cualquier otra indole considerado.

Toman como origen de su accién el propio mundo fisico y el de las actividades
humanas en ese mundo, que codifican y analizan estructuralmente. De este modo el
Estructuralismo presenta la ventaja de asumir el aspecto social de la actividad
matematica hecho que, como hemos citado, no poseen el Logicismo, Intuicionismo ni
Formalismo, escuelas que solo ofrecen una caracterizacion del aspecto final de la

actividad matematica.

PLATONISMO

Para salvar la crisis fundacional originada por el teorema de indecidibilidad, se
consider6 que “la Matematica consta de verdades sobre estructuras abstractas
existentes independientes de nosotros, de los argumentos l6gicos que establecen
estas verdades, de las construcciones subyacentes en estos argumentos y de la
manipulacion formal de los simbolos que expresan estos argumentos y verdades”. Su

mas destacado representante es Kurt Godel.

Un platonista interpretaria el teorema fundamental de la Aritmética literalmente.
Para el platonista existen los nimeros naturales independientemente de nosotros y es

un hecho cierto que son todos descomponibles de modo Unico en factores primos.

La expresion mas caracteristica del Platonismo en Logica mateméatica es la
Teoria de Modelos. Esta disciplina aparece caracterizada como “el estudio del
contenido semantico de las teorias matematicas”. Desde luego, tanto el Formalismo,
como el Logicismo y el Intuicionismo niegan que las teorias matematicas tengan un
contenido semantico. EIl problema central de la Teoria de Modelos es la cuestion de
gué propiedades de las estructuras matematicas pueden ser expresadas en lenguajes
particulares. Esta cuestidn sélo surge si se supone que las estructuras existen y

poseen propiedades independientes de su descripcién.
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El matematico platonico se ve confrontado con una variedad de estructuras
abstractas que preceden su actividad matematica. EI no crea estas estructuras, las
encuentra. Su intuicién esta formada por las verdades sobre el mundo matematico
gue han sido descubiertas por sus predecesores y colegas, y su propia intuicién, a su
vez, le capacita para encontrar nuevas estructuras. A fin de verificar estas conjeturas,
responder a las cuestiones que le surgen, realiza construcciones, construye
argumentos y define nuevos conceptos. Estas expresiones expresadas en castellano
matematico, soportadas por calculos, aparecen rigurosas y formales. De modo que
se hacen publicamente accesibles y verificables llegando a formar parte de una

amplia dialéctica social a través de la que la Matemética se desarrolla.

De hecho, la vision que la doctrina platonica atribuye a los conjuntos es
analoga a la atribuida por Cantor y esta no aparece incluida en un sistema de axiomas
de cualquier sistema formal de primer orden (Zermelo-Frankel, Russell-Whitehead,
etc.). Para poderla estudiar formalmente es necesario recurrir a lenguajes infinitarios

o légica de segundo orden.

Esta teoria que parecia ser la mas satisfactoria hace unos veinte afios, ante la
multiplicidad de modelos que existen para la Teoria de Conjuntos, después de los
trabajos de P. J. Cohen, al ser interpretada por algunos matematicos que dan distinta
respuesta a problemas especificos, les lleva a considerar abierta, de nuevo, la crisis
de los fundamentos de la Matematica, de la existencia de un fundamento unitario. Es
decir, para algunos matematicos esta aparente relatividad o multiplicidad del
Platonismo lo hace intangible, contrario a los sistemas formales tangibles surgidos de

las actividades humanas reales con lo que también rechazan el platonismo.

Pero si observamos la situacion con mas cuidado, es evidente que lo que
traduce la multiplicidad de modelos de la Teoria de Conjuntos es el alcance o
significado que a la codificacién de los caracteres basicos de las actividades humanas
consideradas puede atribuirsele en el desarrollo de la teoria formal que trata de
estudiar, sintetizar no iluminar la actividad. Por ejemplo, Bourbaki en su desarrollo de
la Matematica adopt6 la teoria de conjuntos que admite el “axioma de eleccion”, lo
que implica y permite explicar interesantes propiedades de los espacios de Banach.

Lebesgue al desear que todo conjunto de puntos de R" fuese mesurable, adopta la
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teoria de conjuntos en la que el axioma de eleccién sélo se aplica a conjuntos
numerables. A. Koch, al elegir que todos los conjuntos sean constructibles , le es
imposible disponer de un cardinal mesurable , etc. O también la existencia de teorias
Matematicas, como la de la Homotopia que, en cada una de las distintas

aproximaciones existentes, hoy, se estudia sobre una categoria no pequefia.

Esto nos precisa lo ya indicado al hablar de los sistemas axiomaticos formales:
existen teorias matematicas cuyo desarrollo l6gico deductivo no puede hacerse en
ningn modelo conjuntista, contra lo afirmado en filosofia por los neopositivistas. Al
menos, se necesita la Teoria de Categorias Generales (entre las que figuran la
categoria de todos los conjuntos y las pequefias) para poder disponer de los objetos
matematicos en que desarrollar el estudio l6gico deductivo de cualquier entidad del

universo existencial de la humanidad una vez codificada.

Lo que sucede es que la multiplicidad de modelos de la Teoria de Conjuntos
permite que un mismo problema matematico obtenga distintos resultados en funcion
de la teoria de conjuntos en la que se estudie. Los primeros ejemplos se obtuvieron
por los estudios de Gddel y Cohen respecto a la hip6tesis del continuo. Asi GHC es
indecidible sobre el modelo de la teoria de conjuntos de Bourbaki (1931), pero si a
éste se aflade el axioma de constructibilidad de Godel, la GHC es cierta (1940). Otro
caso nos lo presenta P. C. Eklof en el “The A. M. M. Vol. 83, 1976, pp. 775-787". Hoy

son numerosos los ejemplos de este tipo.

En consecuencia, el matematico, hoy, particularmente el que trabaja en
Fundamentos de la Matematica, debe tener la precauciéon de no utilizar los resultados
alcanzados por sus colegas sin tener en cuenta sobre qué sistema de axiomas o
universo categorial ha sido establecido. Hecho que, por supuesto, no supone la
pérdida de certidumbre o relatividad de la Matematica, como afirma M. Kline, sino que
cada modelo de la Teoria de Conjuntos, 0 universo categorial, nos revela un particular
aspecto de la Matematica. De modo analogo a como cada ciencia particular nos
revela un aspecto del mundo o, como también hemos sefalado en el primer péarrafo
de esta leccion, cada rama de la mateméatica ilumina algunos aspectos de las
actividades humanas. Se tiene, como sucede con la especie humana, la unidad en la
pluralidad, aunque ello exige una nocion de naturaleza de la mateméatica mas amplia

gue la del platonismo.
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Desde el punto de vista de la filosofia, el platonismo aparece asociado con el
realismo en una forma social caracterizada por el modernismo al que acompafia en su
crisis. Aqui por modernismo entendemos la categoria ideoldgica que se ha vertebrado
en torno a las ideas de razén y progreso.

CASI-EMPIRISMO o FALIBILISMO

Algunas de las limitaciones de las anteriores escuelas se evidencian en la
publicacion (26, b), seguin Tymozcko: “Si contemplamos la Matemética sin prejuicios,
aparecen muchos hechos relevantes que los fundamentalistas ignoraron:
demostraciones informales, desarrollo histérico, la posibilidad del error matematico,
explicaciones matematicas (en lugar de demostraciones), comunicacion entre
matematicos, el uso de ordenadores en la Matemética Moderna, y muchos mas. . .”.
Los fundamentalistas podian olvidar tales hechos, puesto que interpretaban la practica

ordinaria en funcién de los fundamentos.

Para ellos la actividad de los mateméticos fue, esencialmente, el
descubrimiento de verdades sobre conjuntos, verificaciéon de demostraciones formales
o alguna otra caracterizacion de los fundamentos. Desde el punto de vista
matematico, para Hersch: “la actual encrucijada en la filosofia de la matematica es la
consecuencia del gran periodo de controversias sobre los fundamentos de Frege y
Russell a través de Brouwer, Hilbert y Gddel. Lo que es necesario, ahora, €s un nuevo

comenzar...”. Mientras que, para el filosofo Putnam: “el resultado de Gdédel sobre la
consistencia de los sistemas formales establece la necesidad de métodos sintéticos
(casi-empiricos) en matematicas”. El realismo que admite Putnam de que: “el énfasis
sobre los métodos casi-empiricos para establecer el conocimiento nos conduce a
apoyarnos sobre procesos sociales, ademas de en las rigurosas demostraciones”. Se
sugiere que el realismo de la filosofia de la matemética es muy semejante al realismo

de la filosofia de la Ciencia.

Otro nuevo e importante aspecto que cuestiona el concepto de matematica es
la irrupcion en ella del ordenador. Este hecho lleva a Davis, desde el punto de vista de
la filosofia de la matematica y la practica de la matematica sobre ordenador, a analizar

el concepto de error en matematicas en relacién con su incidencia en la Teoria de la
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Demostraciéon, chequeo por ordenador, demostraciones probabilistas vy
demostraciones informales. Davis, en su vision de la matematica, establece un
curioso paralelo entre la aparicién de la demostraciéon por ordenador y la aparicién de
la teoria de la relatividad, para concluir: “es posible que la mateméatica pudiera
hallarse en una época y en un corpus material en el que el aspecto de la
demostracion cese de tener el significado clasico y donde se pueda vivir intimamente

con una menor fidelidad”.

La postura de todos ellos tiende a coincidir con la vision denunciada ya en 1967
por Lakatos en su articulo "A renaissance of empiricism in the recent philosophy of
Mathematics” publicado en (26, a). Fue en 1976, con una publicacion reproducida en
(26,b), donde, con una enérgica oposicion al logicismo y al formalismo, fija las bases
de la escuela casi-empirista. El casi-empirismo “pretende colmar el vacio existente
entre la concepcién que tiene el filosofo de la matemética y la de las ciencias
naturales” aproximando la primera a las segundas al razonar que el conocimiento de

las primeras no es ni a priori ni infalible.

El nuevo comenzar de Hersch para Lakatos fue tratar de extender a la
Matematica la filosofia de la ciencia de Popper y asi distingue las teorias euclideas y
las casi-empiricas. (Recuérdese que la geometria era una de las disciplinas
pertenecientes al corpus material del empirismo, pese a que Lakatos estima existe
hoy un renacimiento del empirismo, su exclusion de las teorias euclideas, luego de la
geometria, le exige designe su escuela por el nombre “casi-empirismo” para precisar
tal hecho y no Neo-empirismo como hacen algunos). Es decir, para Lakatos los datos
basicos de una teoria euclidea son sus axiomas en los que se inyectan las verdades y
procede a describir sus propiedades por deduccion. El conocimiento obtenido por

demostraciones es infalible.

Por el contrario las teorias casi-empiricas, al igual que las empiricas de las
ciencias naturales, proceden al revés. Sin tener determinado el sujeto, manipulan
sobre él y, a través de muchos tanteos o variaciones, tratan de obtener los principios
subyacentes que se presentan asi, arrastrando la verdad o falsedad implicitos en el
tipo de manipulacion considerado. El conocimiento casi-empirico es falible. Para
Lakatos las teorias matematicas son casi-empiricas, es decir, “la Matematica es lo
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gue hacen y han hecho los matematicos con las imperfecciones inherentes a toda

actividad o creacién humana”

El caracter filosofico de esta vision de la naturaleza de la Matematica es
descriptivo, presentandola como creen que es, en contraposicion con el de las
anteriores escuelas filos6fico mateméticas para las que es esencialmente prescriptivo,
es decir, estableciendo cémo entienden que debe de ser la naturaleza de la
Matematica.

Las ventajas del casi-empirismo o falibilismo residen: primero: en que es capaz
de dar una informacion real de la naturaleza de la Matematica, tal como se practica
hoy; segundo, favorece la explicacién del inmenso éxito de las aplicaciones de la
Matematica.

Entre sus inconvenientes se destaca: primero, su incapacidad de ofrecer un
ordenado y completo cuadro filoséfico de la Matematica; segundo, no proporcionar
base alguna para la objetividad o verdad matematica. Por otro lado la idea de Lakatos
de extender a la Matematica las ideas de Popper sobre la filosofia de la ciencia resulta
un tanto extrafia, si se tiene en cuenta que Popper, antes que filésofo de la ciencia,
fue profesor de matematicas en Austria y Australia. Popper, pues, conocia muy bien
la falibilidad de la matematica como producto de una actividad humana. Hecho que
también fue conocido por los que no rechazaron la aparicion de las primeras
geometrias no euclideas o la actual pluralidad global de planteamientos
constituyentes de la Matematica, aludidos al final de la presentacion del platonismo.
Como las consecuencias que para el desarrollo de las mateméaticas suponen las
circunstancias sociales que rodean la vida de los matematicos. Por ejemplo las de
Newton y Leibniz, Galois, Abel y Gauss, Brouwer y Hilbert, etc., o las analizadas por J.
M. Uppal en su trabajo: “How strange is the development of Mathematics!”, si bien
como dice Thom: “No existe caso en la historia de la matematica en que el error de

un hombre haya arrojado el campo entero sobre el camino equivoco”.

En mi opinién, la limitacion més grave, incomprensible, de la escuela casi-
empirista es el haber excluido las teorias euclideas (por tanto la Geometria) de la
Matematicas. De este modo es como los especialistas en Didactica de la Matematica

gue optaron por la docencia basada en el tépico “vuelta a lo basico” -que se apoya
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sobre el casi-empirismo- comparten, hoy, la grave limitacién que supuso la exclusién
de la Geometria en la docencia basada en el tépico Matematica Moderna. Pero,
actualmente, es mucho mas grave, pues a los aspectos pedagdgicos de la Geometria
(intuicidon espacial, caracter deductivo local y estructura légica global), ante la rica
interaccion entre ordenador y matematicas, hay que sumar el ser una,
particularmente, “rica e interesante fuente de modelos del mundo fisico y una fuente
Gnica de iluminacién de la interaccion entre la teoria matematica y la epistemologia
cientifica”. Las dos ventajas del casi-empirismo antes citadas, las interesantes
consecuencias didacticas que recoge el topico “vuelta a lo basico”, quedan, asi, muy
reducidas y conducen, actualmente, de nuevo, a replantearse como alcanzar una

Optima pedagogia de la Matematica en la sociedad actual.

En cuanto a la correspondiente doctrina filosofica, se sitia en un platonismo
fenomenolégico, asociado a una forma social caracterizada por el post-modernismo
surgido de la crisis del modernismo. La aceptacion del postmodernismo que considero
aqui, mas que la de Habermasch que apuesta por una nueva llustraciébn para
completar el proyecto inacabado del modernismo, es la de Juan Cueto. Para Cueto
se presenta como un “tardo-modernismo”, ya que los valores fundamentales de la
modernidad —razén y progreso- ni han entrado en crisis ni se han derrumbado y
porque la postmodernidad es un cajon de sastre en el que caben demasiadas cosas.

UNA ALTERNATIVA

Pese a la superficialidad con que se han efectuado la presentacion de las siete
mas importantes visiones de la naturaleza de la Matematica, espero que hayan
guedado claros los pros y los contras de cada una y la dificultad de disponer de una
Unica y adecuada descripcion. Ello explica, por otra parte, la complejidad de los
multiples modos con que cada una de las nociones mateméticas esté ligada a sus
origenes empiricos y las multiples interacciones que satisfacen las correspondientes

actividades humanas.

Todos los aspectos considerados son esenciales caracteres de la Matematica,
pero el hecho de su insuficiencia aislada nos evidencia que debe existir algo mas
intrinseco comun a todas. Efectivamente, gran nimero de estos caracteres aparecen

reunidos en la octava vision de la naturaleza de la Matematica que damos como
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alternativa. De hecho, creo que esta nocién satisface casi todas las exigencias que
caracterizan a la Matematica. Invito a todos a analizarla con detalle, ya que pienso
gue puede dar la respuesta mas idénea a los interrogantes que nos plantea, hoy, la
elaboracion de unos planes de estudios de la Matematica 6ptimos en todos los niveles
docentes.

Antes permitanme dedique unas palabras a analizar un resurgir de un método
docente que la sociedad toda rechazara, ante las limitaciones que para la formacion
integra de la persona supone. Hoy, tal método, al existir el ordenador o computadora,
puede dar lugar a situaciones mucho mas graves, pero mucho mas graves para toda

la humanidad, que aquellas que motivaron su rechazo.

Puesto que las siete situaciones consideradas no nos desvelan el caracter
intrinseco coman y si nos ofrecen un efecto comun: “la eficacia de la aplicacion de la

Matematica a la vida ordinaria”, limitémonos a considerar esta eficacia.

Pithgoras ya la consider6 cuando dijo: “La Matematica es el modo de
comprender el Mundo”. Otra mas actual expresion afirma que “la Matematica es el
lenguaje de la Ciencia con el que nos describe y ensefia a manipular el mundo”. Se
tiene asi un concepto prescriptivo producto, que es Unico y manifiesta un aspecto
utilitario de la Matematica. Ahora bien, el valor de lo que es apreciado por su utilidad,
su valor, deriva de aquello para lo que es util. Es decir, con el aspecto utilitario de la
Matematica se establece una semejanza con un util, una herramienta. Halmos a este
respecto, en un articulo de 1980 titulado “El corazén de la Matemética”, afirma que “la
principal razén para la existencia del matematico es la de solucionar problemas y que,
por tanto, la Matematica esta constituida realmente por problemas y soluciones”. Para
concluir, mas adelante, “aquellos que creen que el corazén de la matematica lo
constituyen los problemas, no estdn necesariamente equivocados”. Yo me permito
afladir que quizas sean el corazon, pero de lo que estoy seguro es que no son el

cerebro. El ser humano es, al menos, ambas cosas.

El caracter de util puede que presente alguna otra ventaja pedagogica, ademas
de seguir desarrollando sélo la memoria (si acaso), si permitiera que el estudiante
pudiera interesarse mas en la Matemética y le facultara para afrontar nuevos y no

codificados problemas. No fue esta la experiencia que vivimos durante nuestra
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docencia a jovenes futuros ingenieros superiores, pese a que nuestra metodologia
hacia referencia en los enunciado y posterior resolucién de los problemas a muy
concretos casos de la vida diaria, en el ejercicio profesional del ingeniero. El que se
fomente el interés de este método puede ser debido, quizas, a que algun sector de la
sociedad pretenda centrar la docencia, principalmente, en el desarrollo de cursos
sobre la resolucion de problemas. El resolver problemas es un Uutil, es decir, algo que
permite, inteligente y oportunamente utilizado, ayudar a la penetracion de ideas, pero
son estas las que hay que transmitir y sobre las que hay que hacer reflexionar, si
gueremos verdaderamente formar a la persona y que pueda llegar a ser util a la
sociedad en el mundo actual y no que llegue a actuar como una medianamente eficaz

computadora, resolviendo problemas.

Mi experiencia me dice que el alumno precisa poseer unas referencias
conceptuales, una adecuada capacidad de razonamiento l6gico deductivo. Sin ellos
instruir al alumno en el uso de diversas estrategias (heuristicas, globales, etc.)
mediante modelos expertos, etc., aunque se motive con referencias a actividades de
la vida real y/o de la historia de la Matemética, s6lo desarrolla en él la memoria y un
cierto tipo de razonamiento analégico. Su formacién seria la motivada por la
acumulacion de recetas y estrategias. Este proceso, su dominio y control puede

realizarlo con mucha mayor eficacia el ordenador o computadora.

Un analisis mas detenido de esta semejanza entre Matemética y util, nos
evidencia el muy superior papel que juegan las ideas matematicas en la percepcion y
codificacion de los problemas de la actividad humana real, a través de la imaginacion
e intuicion y de la capacidad de razonamiento bien desarrollado del ser humano.

Pasemos ya a describir la nocion alternativa de la naturaleza de la matematica
qgue ha introducido en un reciente articulo MacLane. Los conceptos dominantes que
destacan en las siete nociones de la naturaleza de la Matematica, antes
consideradas, son las de conjunto, estructura, categoria, logica, el rigor y el proceso
falible. Si reflexionamos detenidamente sobre las cinco primeras, el superior grado de
abstraccién de la nocién de rigor deductivo, de estructura y categoria, y el de su
yuxtaposicién que originan el de la categoria estructurada tan cara a C. Ehresmann,

nos pone en evidencia la existencia de las tres nuevas nociones consideradas por
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MacLane: claridad, amplitud y profundidad. Aspectos comunes a la vision logicista,
formalista, estructuralista y platonista de la naturaleza de la Matemética.

El concepto de claridad dimana del significado preciso en matematicas en un
contexto de superior abstraccién. La abstraccion del objeto tratado exige una
descripcion abstracta y precisa, independientemente del posible contenido intuitivo. La
claridad va més alla de la precision del rigor hacia una clara ordenacion de ideas. Esto
nos dice, por ejemplo, que los entes geométricos abstractos deben ser establecidos

rigurosa y exactamente, es decir, de modo claro y perspicuo.

Por “amplitud” de una nocién matematica MacLane entiende la variedad de
situaciones en que se aplica junto a la pertinencia y relevancia de la abstraccién
hecha. Supone, también, la observacion de que los teoremas se deducen por el
motivo de abstraccion o/y teniendo presente las aplicaciones.

Finalmente, la profundidad de una nocion matematica expresa el modo en el
que la nocién representa las estructuras fundamentales, no obvias, y conceptos
subyacentes al problema que se considera o estudia. La nocién de profundidad
puede variar con el tiempo. Son ejemplos de esta nocién los conceptos de Topos de

Grothendieck y la nocion de haz, ya citados.

Precisado el significado de estas nuevas nociones, MaclLane establece la
siguiente nocién de naturaleza de la Matemética: “La Matemética consiste en el
descubrimiento de estadios sucesivos de las estructuras formales subyacentes al
universo existencial de la humanidad, con énfasis en aquellas estructuras de amplia

aplicabilidad y aquellas que reflejan aspectos profundos del citado universo”.

Es decir, como precisa MacLane, “el desarrollo matematico utiliza la
experiencia y penetrantes intuiciones para descubrir las estructuras formales
apropiadas, hacer analisis deductivos de estas estructuras y establecer
interconexiones formales entre ellas”. Esta definicién de la naturalez de la Matematica
es, con mucho y sin lugar a dudas, la mas perspicua y profunda de las siete
consideradas anteriormente. Y aclara la ya observada superior penetracion y agudeza
en el estudio, del matematico llamado “puro”, de los problemas y solucién que hoy
plantea la tecnologia punta, como se evidencio en el coloquio MVQM. Su caracter es

prescriptivo, pero también tiene en cuenta el aspecto social e historico de la
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Matematica con sus aplicaciones. Desde el punto de vista filosofico, se sitia en un
platonismo estructuralista que puede ser asociado con el movimiento ideoldgico del

modernismo.

La Matematica se incorpora, asi, al acervo cultural de la humanidad en lo que
se conoce con el nombre de “Ideas y Teorias Matematicas” cuya accioén en el mundo
fenomenolégico se realiza a través de las técnicas mateméticas (no solo

operacionales sino analdgicas, de analisis y sintesis). Segun el esquema:

Modelo M%iflo
5 g «| Codificacion || Universo
eodrico : .
ldeas Técnicss existencisl
T o # S RSNl _
Ma.ti?nnéﬁcas Matematicas \ Modelo Mundo Real
TR produccion
e —|Decodificacion|=| “control y
| simulacion | disefo

# Manipulacion sobre la simulacion.

¢UN HITO EN LA HISTORIA DE LA MATEMATICA?

Hemos visto como una de las primeras preocupaciones del matematico del
siglo XIX fue el logro del mayor rigor en el tratamiento de la matematica. Cuando
ojeamos los Elementos de Euclides se observa que la geometria, aunque construida
sobre una axiomética y rigurosos razonamientos deductivos, aunque no utilice las
inferencias, hace constante referencia al mundo fisico del espacio tridimensional.
Ahora bien, cuando la evolucién de las Ciencias, luego de la Matematica, condujo al
estudio de teorias mas generales (fundamentacion del Analisis por Jacobi, Geometria
Riemanniana n-dimensional, Geometria Algebraica, Estructuras Algebraicas, etc.) la
precisa claridad con que los objetos deben aparecer, exige que estas teorias sean

tratadas con rigor, en el sentido que precisamos a continuacion.

Se cree, generalmente, que la nocién de rigor cambia. Argumentos que
parecen rigurosos a Euler parecieron inadecuados a Cauchy. Argumentos que
parecieron rigurosos a Cauchy nos parecen, hoy, que contienen errores obvios. Pero
no, lo que ha cambiado no es el concepto de rigor sino el estandar de rigor. Es decir,
un argumento riguroso es siempre un argumento que basta para establecer la verdad

de sus conclusiones. Cuando nuestra capacidad de analisis, de “penetracion”, crece,
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vVemos que se exige mas para establecer la verdad y, por tanto, argumentos que una
Vez nos parecieron rigurosos se nos presentan ahora sin suficiente justificacion. Ello
explica como, de modo recurrente, el alumno clasifica y corrige el trabajo del maestro.
Cada generacion de matematicos repiensa las matematicas de la generacion
precedente, descartando lo que ella estima capricho, superficial o falso y subrayando
con nuevas Yy nitidas formas lo que aun es util. Se pone en evidencia, una vez mas, el

caracter social de la Mateméatica.

Es claro, asi, que el concepto de rigor supone el concepto de verdad. Ahora
bien, cuando evaluamos un argumento matematico, una demostracibn matematica,
rara vez se efectlia sobre una demostracion dada explicitamente con todo detalle. La
mayoria de las demostraciones, orales o escritas, son simples esquemas que
proporcionan pasos para indicar como puede ser desarrollada una demostracion
rigurosa. Como estos esquemas pueden inducirnos a un total convencimiento de la
verdad argumentada, existen matematicos que estiman que cuando se evalla un
argumento, simplemente tratamos de verificar si el argumento nos satisface, es decir,
si nos convence, y puede convencernos, de la verdad de su conclusion, de donde
deducen que no es necesario el rigor, que una satisfactoria comprension real de la
Matematica no se efectla sirviéndose del rigor, y de ahi la idea de demostracion
intuitiva indicada al hablar del intuicionismo. De cuanto precede, se sigue que el
concepto de rigor matematico esta intimamente involucrado en los conceptos de

verdad y demostracion.

Esta dltima reflexion y la precision intrinseca de los tres conceptos queda
inequivocamente caracterizada en el contexto de la escuela formalista (con validez en

la logicista y platonista).

Para estas escuelas la nocién de rigor se apoya sobre una explicita formulacién
de las reglas de la Logica y su secuencial meticulosa utilizacion al derivar de los
axiomas todas las propiedades subsiguientes, dando lugar a teoremas estrictamente

formulados.

El concepto de verdad matematica se sigue manifestando a través de las
particulares interpretaciones que satisfacen una teoria matematica formalizada. Una

interpretacion supondra que una constante debe asociarse inyectivamente con un
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elemento especifico del universo del lenguaje en el que aparecen codificados los
problemas matematicos planteados en el mundo de las realidades. En particular una
interpretacion de la Logica nos la facilita la Teoria de Modelos. Con mas precision y
siguiendo a F. G. Asenjo, “el concepto de verdad matematica se postula respecto a
sus formulas”, y asi se dice que un férmula es verdadera respecto a una
interpretacion en el universo del lenguaje considerado “si todas la tuplas o familias de
variables del dominio de la formula dada la satisfacen” El concepto de verdad
matematica asume asi aspectos sintacticos (relativos al lenguaje) y semanticos

(relativos a la interpretacion o funcion).

En lo que precede nos ha aparecido junto a las palabras “rigor” y “verdad”, la
palabra “argumento” o “demostracion”, y hemos hecho notar que la mayoria de las
demostraciones son simples esquemas que proporcionan suficientes observaciones
para indicar como puede ser desarrollada una demostracion rigurosa. Pero ¢qué es
una demostracion? Inspirdndose en la logica formal, para la matematica formal “una
demostracion es una sucesion finita de férmulas, cada una de cuyos elementos es un
axioma o el resultado de aplicar una regla mecanica -de un conjunto fijo de ellas- a
formulas previas de la sucesion”. Ello nos dice, entonces, que formalmente admitir o
evaluar una demostracion consiste o exige verificar si es conforme con un conjunto de
reglas tomadas por ejemplo de un tratado de I6gica matematica y, en consecuencia,
gue es posible escribir un programa de computadora para verificar mecanicamente si,
una sucesion dada de formulas, constituye una demostracion formal. Por otra parte,
como ya hemos dicho, la casi totalidad de las demostraciones dadas son simples
esquemas, dejando muchos pasos a la capacidad demostradora del lector u oyente, o
a su imaginacion. Ahora bien, lo que precede nos permite afirmar que, mediante
transcripcion a notacion formal de los distintos pasos o afirmaciones dadas de una
demostracion, es a veces posible utilizar hoy demostradores automaticos de teoremas
para rellenar los huecos entre los “pasos” publicados de una demostracion.

La llamada solucion mediante computadora del famoso problema de los cuatro
colores presentada por W. Haken en agosto de 1976 en la Universidad de Toronto,
realizada conjuntamente por K. Appel y J. Koch, abrié un profundo interrogante en el
mundo matematico induciendo a que al final del acto uno de los mas completos
matematicos rusos actuales Yu I. Manin, dijera que: “una demostracién sélo llega a

ser una demostracién después del acto oficial de aceptarla como una demostracion”.
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En 1979 el filésofo de la ciencia T. Tymoczko en un articulo (26, a) afirmaba que “el
teorema de los cuatro colores 0 no es absolutamente un teorema matematico o es
una clase de teorema totalmente nueva”, lo que justifica al precisar que para él toda
demostracion matematica ha de ser: convincente, verificable y formalizable, mientras
gue la solucion al problema de los cuatro colores dada por Appel-Haken-Koch aunque
es formalizable no es verificable. Sin embargo existen matematicos que la aceptan
como buena, unos pensando que “la certeza puede ser un inutil logro incluso en
matematicas” y otros trasladando el estandar de rigor a un estandar de demostracion
al afirmar que “no debemos olvidar que lo que constituye una demostracion varia de
una cultura a otra, tanto como de una edad a otra”. Lo que si quedd claro, con esta
“demostracion” del teorema de los cuatro colores, es que se marcé un hito o linea
divisoria en la historia de la matematica, que aumenté notoriamente la ascendencia de
la matematica en la tecnologia de la informacion, particularmente de la logica
matematica que a su vez se vio (y ve) por los problemas que aquella plantea,
originandose un rapido desarrollo de la “Teoria de la demostracion” que, iniciada con
la integracién de los métodos constructivistas en ella, hoy puede considerarse como
“un esfuerzo para ver partes cada vez mas amplias de la matematica como
constituidas por verdades légicas extendiendo el concepto de légica en varias
direcciones”. Entre estas diversas direcciones destacan: aquella originada por la regla
universal de resolucién con modificacion introducida por Robinson en 1965; las
l6gicas probabilistas y posibilistas de Zadeh, basadas en la asignacion de significados
continuos a las afirmaciones légicas; las légicas no monétonas o sistemas de
razonamiento en logica de predicados que modifican dinAmicamente sus supuestos
para asegurar su consistencia; y las logicas difusas, donde las tres udltimas son
exigidas por la modelizacion del razonamiento, que MC Carty llamé de “sentido

comun”, precisa para la construccion de “sistemas expertos”.

Por otro lado en Tecnologia de la Informacion para resolver o tratar un
problema concreto se debe desarrollar el correspondiente programa que se inicia con
la construccion de un algoritmo. Este pasa a ser codificado en un lenguaje de alto
nivel (ADA, Fortran, LISP, etc.) constituyendo lo que se llama un “programa fuerte”
que mediante un compilador es trasladado al ordenador en lenguaje maquina,
obteniéndose lo que se conoce como “programa objeto”. Es sobre este ultimo sobre el

gue ordenador realiza el algoritmo que resuelve el problema.
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Designando por p el peso o longitud de un programa P (ndmero de simbolos
es escritura binaria de la entrada de los datos del problema), “el tiempo t(P, A) que
necesita un algoritmo A para dar la solucién del problema P que lo origind, mide la
llamada complejidad del algoritmo”. Se dice que A trata a P con velocidad acotada, si
existe una funcion f(p) del peso p del problema tal que t(P, A) < f(p). En el caso
en que f sea un polinomio, se dice que el algoritmo es polinomial y que P es

resoluble en un tiempo polinomial.

Recientemente, se ha podido demostrar con métodos no constructivos que
ciertos problemas de la teoria de grafos son resolubles a tiempo polinomial, es decir,
mediante algoritmos polinomiales, cuya existencia parece probable sea independiente
de la axiomatica de Zermelo-Frankel, Ello significa que, hoy, se dispone de
demostraciones de existencia pura (no constructivista) para programas de ordenador

gue resuelven problemas reales sin esperanza alguna de que se pueda programarlos.
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Los profesores ... compenetrandose
especialmente con nuestra idea de
llevar la Universidad y las EE. MM. A
una cooperaciéon mas intima.

Félix Klein”

Sugerencias para la docencia de la matemaética

Muchas de las reflexiones a considerar en este apartado han sido ya
comentadas en los anteriores. Por ejemplo he indicado que la “l6gica es el medio de
razonamiento en el pensamiento indoeuropeo”, cabe afadir que, como es bien sabido,
la expresiébn o comunicacién del pensamiento al ser condicionada por un lenguaje
aconseja la practica de varios idiomas, tanto desde el punto de vista cultural, como

intelectual, asi como el fomento de las lenguas vernaculas.

De modo anélogo los apartados anteriores evidencian como la ensefianza de
la Matematica, y su utilizaciébn por la sociedad y tecnologia, exige prestar una
particular atencion en la docencia de la geometria y su incidencia en las ciencias de la

computacion, y esto ultimo especialmente en el nivel de la investigacion y profesional.

Pero a nivel docente ¢como deben ser traducidas dichas exigencias? Creo
con Thom (24, b) que “el problema real que confronta la ensefianza no es el rigor,
sino el problema del desarrollo del significado, de la existencia de objetos
matematicos”, para afadir: “Esta existencia es sin duda distinta de la existencia
concreta del mundo externo, pero aun esta ligada y sutiimente a él”. Asi el interés del
ordenador, de su incidencia con la geometria en la docencia e investigacion, podria
explicarse, precisamente, porque con la geometria, mediante la teoria de modelos y
simulacion, se alcanza una mas concreta existencia del objeto matematico. Como
dice Thom “la geometria es un intermediario natural, y posiblemente insustituible,
entre el lenguaje ordinario y el formalismo matematico, donde cada objeto puede ser
reducido a un simbolo y el grupo de las equivalencias se reduce a la identidad del
simbolo consigo mismo. Desde este punto de vista el estadio del pensamiento
geométrico puede ser un estadio que es imposible omitir en el desarrollo normal de la

actividad racional del hombre”

*) Felix Klein: Matematica Elemental, desde un punto de vista superior
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Hoy esté claro que los reproches de inconsistencia, etc. que los Grundlagen
der Geometrie de Hilbert evidenciaron en la Geometria Euclidea “no sb6lo son
irrelevantes al no afectar la validez del razonamiento intuitivo local’, sino que su
incorporacion a la docencia origind una limitacion en el conocimiento del significado

del objeto matematico.

El estudio de la Geometria en su funcion formativa se hace tan esencial como
clasicamente lo fue, pues presenta valores insustituibles. En (24, b) Meserve afirma
que:

“1) La geometria proporciona uno o mas puntos de vista, 0 modos de ver, en

todas las areas de las matematicas aproximadamente.

2) Las interpretaciones geométricas continian proporcionando visiones

directoras del entendimiento intuitivo y avances en la mayoria de las
areas de la matemética.
3) Las técnicas geométricas proporcionan eficaces herramientas para

resolver problemas en casi todas las areas de la Matematica”.

A estos tres aspectos hoy hay que afadir la incidencia mutua entre ordenador
y mateméatica que se manifiesta en principio a través de: sus caracteres ludico
conceptuales; su estructura l6gica en analizar plausibles conjeturas conduciendo a su
rechazo o a su demostracion; su estudio de situaciones de larga o0 extrema
complejidad en teoria de nimeros o ecuaciones diferenciales, etc. Mas recientemente
el matematico se interesa por la potencia del ordenador para proporcionar informacion
grafica. El ordenador proporciona un util extremadamente efectivo y Unico con qué
explorar el fenbmeno en muchos problemas complicados, con propiedades o
caracteres geométricos en las ideas de Meserve antes citadas. Es esta concurrencia
de valores y, en particular el nuevo valor del ordenador con la geometria lo que ha
conducido internacionalmente a constituir rn 1987 el “Geometry Computing Group”
reuniendo notables gedémetras y especialistas del analisis y tecnologia computacional,

como indiqué al hablar del estructuralismo.

La necesidad del estudio de la geometria resurge, asi, al sumar a su valor
formativo clésico el que le asigna la teoria de modelos y simulacion por ordenador.
Quizas lo aconsejable seria iniciar su estudio, en el nivel de la E. G. B. de modo

figural concreto o particular proximo a la vida del nifio, para en BUP y FP ir pasando
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de lo figural a lo euclideo. Se podria asi abordar en el 1*' ciclo universitario_el estudio
de lo que F. Klein denomina Geometria Superior (estudio de afinidades,

proyectividades y correspondientes transformaciones) de modo sintético y analitico.

Es preciso considerar aqui que las especiales exigencias que plantea la
formacién del futuro profesor de mateméticas, dado su conceptual caracter, debe ser
muy reflexiva y bien “larvada”. Creo recordar mi insatisfaccion después del primer
curso de estancia en la Universidad de Paris y ello pese el bagaje de conocimientos y
madurez intelectual con que me incorporé a aquel centro (estudios de licenciatura
mas cinco afios de docencia y estudios de doctorado). Fue dos afios mas tarde y
después de tener la oportunidad de escuchar y discutir con notorios especialistas en
matematicas —no solo franceses-, cuando empecé a vislumbrar el alcance y
posibilidades de la formacién que tenia la suerte de poder adquirir. No obstante, hoy
al querer abordar esta cuestion he preferido remitirme a las obras de especialistas
como J. L. Garcia Garrido (10) bien reciente, o la de J. M. Cobo Suero: “La ensefianza
superior en el mundo, estudio comparado e hipoétesis”, editado por Narcea, S. A., en
1979, sin por ello no estar dispuesto a exponer con mas detalle mis ideas y
concreciéon metodolégica de las mismas, aportando cuanto mi experiencia ha podido

establecer.

Pero debo abreviar. El considerar la epistemologia de la Mateméatica como un
intento de entenderla como una actividad humana, exige, a nivel universitario,
considerar los tres principales componentes de la misma: planes docentes, alumnos y

profesorado, mas su relacién con la evolucién de la sociedad.
PLANES DOCENTES
Destaquemos los siguientes objetivos generales a nivel de Licenciatura:

1

2% Aproximar la actividad practica industrial y la formacion del llamado

(=]

Atender las necesidades locales de la sociedad que acoge a la Universidad.

“matematico puro”, potenciando también el caracter reflexivo-conceptual en

la formacion del ingeniero.

1o

3= Disponer de planes de estudio diversificados y aptos para su constante
adaptacion al rapido progreso cientifico-tecnoldgico.

4°  Actualizar periddicamente los contenidos de los curriculums. Entiendo que
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actualmente los minimos troncales son: Algebra, Analisis Numérico,
Geometria, Légica Formal, Teoria de Funciones, Teoria de grafos,
Lenguajes y Estadistica.

5° Familiarizar con la practica y aplicaciones de la modelizacion y simulacién
con ordenador, lo antes posible. Ello puede sustituir las practicas en
determinadas industrias punta de que carezca una determinada region.

6° Fomentar entre los estudios de especializacion los de Didactica de la
Matematica, en cuyo curriculum deberan figurar las disciplinas de Historia y
Filosofia de la Matematica. Se procurara observar la habilidad para la
ensefianza y se calificaran las actitudes hacia la docencia.

7= Organizar la educacion permanente de todos los profesionales de la
Ciencia y de la Técnica, mediante reciclajes cada cinco o seis afios. Se
sugiere estructurarla a nivel europeo (27, b).

8> Realizar reciclajes en la ensefianza de la geometria asistida o no por
ordenador, del profesorado de EE. MM., F.P. y E. G. B.

9= Favorecer el conocimiento, o aproximacion por el alumno, de la practica de

la docencia e investigacion en Matematicas en el 2° Ciclo.

ALUMNOS UNIVERSITARIOS

Destacaremos los siguientes temas generales de reflexion:
a) La L. R. U. prevé la participacion estudianti en la perseguida
“democratizacion” de
la Universidad. Esta participacidon nunca deberéd ser en detrimento de su formacion
matematica, muy en particular ante el valor social de la misma. Napoledn | decia: “La
evolucion y la perfeccion de las matematicas estan intimamente relacionadas con la
prosperidad del Estado”.

b) La conciencia social en el estudiante surge como subproducto de su
educacién y del estimulo que recibe dentro de la comunidad académica y en relacion
de ésta con <la sociedad.

c) La rapida evolucién de la sociedad actual hace efimera e inoperante la
idea de algunos estudiantes de creer que mediante un proceso purificador de sus
emociones, lograran prepararse adecuadamente para enfrentar los problemas que

nos rodean.
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d) La igualdad de oportunidades deja de existir, cuando la ensefianza se
deshumaniza por la masificacion.

e) Buscara superar las limitaciones que la educacién primaria y secundaria le
hayan podido ocasionar en su formacién ético-social mediante la practica de la
solidaridad académica y el estudio reflexivo de textos de deontologia que le faciliten el
acceso al ejercicio profesional en la sociedad con la maxima responsabilidad.

PROFESORADO UNIVERSITARIO

Docencia e investigacion

Hoy que tanto se habla de la relacion Universidad-Empresa, felizmente de
modo provechoso para ambas partes, es hora que todos reconozcamos Yy
fomentemos la relacion Universidad-Investigacién. Hay una necesidad ineludible de
hacer compatible la docencia con la investigacion en el profesor universitario y de que
ello sea reconocido en la organizacién docente de cada curso.

No creo exagerado afirmar que es de este binomio del que, basicamente,
depende nuestra sociedad hoy. En particular en cuanto a la Matematica se refiere,
lejos de ser incompatibles, estas actividades son obligatoriamente complementarias.
Se evitara asi la inflexibilidad en el enfoque y la presentacién estereotipada, no actual,
de las asignaturas por muchos profesores universitarios. Esto debe tenerse muy
presente por las fuerzas vivas de nuestra sociedad, si queremos jugar el papel que
nos corresponde en Europa. No valen las quejas si nos sentimos discriminados o
minusvalorados en el concierto europeo.

Hay que empezar por poner orden en nuestra casa y este orden no supone
exigir lo imposible, sino en proporcionar los medios precisos para poder atender lo
gue pide o precisa la sociedad. Estan muy bien los controles, pero pueden llegar a
encubrir un superior engafio si su practica no conduce a evidenciar donde, realmente,
se halla el mal.

Nadie puede, ni debe, ser acusado de algo que, sin desearlo, se ve obligado a
realizar, como consecuencia de una equivoca educacion de toda la sociedad. Ello
puede satisfacer al “tuerto como rey de los ciegos” -segun el dicho popular- pero no
nos servira en el contexto europeo donde los tuertos tienen dos 0jos y los ciegos uno.

Desde luego, por un proceso recurrente aparecen otros defectos. Asi, en
Francia, donde hace afos la sociedad se preocup6 de que su profesorado dispusiera

del adecuado equilibrio entre docencia e investigacion, legitimando la meritocracia
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universitaria, hoy, como evidencia el coloquio MVQM, se queja de que el buen
profesor/investigador abandone la universidad por el trabajo en la industria, mucho
mejor remunerado. Quizas la causa de este desfase se deba a los cuarenta afios en
los que nos adelantaron en la aparicion del profesional de la matematica, (1870-1910)
respectivamente. Si bien, en otro contexto, debo sefialar que dicho profesional, por
parte de Espafia, ya se considero en el siglo XVI por el Consejo de Indias.

Al fin en Espafia, mediante la L. R. U., se ha recogido la posibilidad de practica
del afio sabatico, tan conocido en las universidades extranjeras y consecuente con la
doble vertiente docente investigadora del profesorado. Esta posibilidad en 1992
incidira, notoriamente, en el libre movimiento de profesores entre universidades de la
C. E. Pero si el afio sabéatico es imprescindible ante el reciclaje periddico que prevé la
educacién permanente, mas lo es para aquel profesor que ve distraida su docencia
ylo investigacion con el ejercicio, durante varios cursos, de cargos directivos en la
actividad universitaria. Sin la posibilidad de reciclaje o reinsercion que permite el afio
sabatico es casi imposible recuperar para una adecuada docencia e investigacion a
un tal profesor. Sin afio sabatico, recuperarse de esta situacion le exige un esfuerzo y
sacrificio sobrehumanos que sélo su conciencia le puede exigir, pero que una
sociedad equilibrada no deberia permitir. En tres afios sin informacion, su capacidad
investigadora y/o docente puede quedar obsoleta o estereotipada. Nada resolveran
los controles, apreciaciones administrativas o estudiantiles de su actividad profesional,
si no se le facilitan los medios precisos para ejercerla con la mayor idoneidad.
“Quered al profesional docente o investigador como le permitis ser o ayudarle a ser

como quisierais fuese”.

Una definicién

Todos conocemos lo que debe entenderse por enseflanza, docencia o
educaciéon, en sentido genérico o en el especifico, incluso desde el punto de vista
etimologico. Desde luego una buena ensefianza, de modo genérico y en cualquier
nivel entiendo que, en cada persona debe: respetar su imaginacion, potenciar su
intuicién, desarrollar su entendimiento y capacidad de razonamiento analdgico, l6gico
y plausible, vigorizar su memoria, fortalecer su voluntad y facilitar su insercion real en
la actividad humana de cada dia. Mi inicio en su practica, desde muy temprana edad,
y las experiencias vividas, sin rechazar las habituales definiciones, me han hecho

preferir la siguiente:
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“Ensefianza es un acto de amor o amistad que tiende hacia la autonomia futura”

La amistad es el medio, la autonomia futura del alumno el fin. Ese deseo de
asegurar la autonomia del alumno exige a todo profesor ser algo profeta y
preocuparse de la actualizacion constante de la docencia, tanto en contenidos como
en métodos; por tanto es esencial estar al dia al menos en los progresos de la
investigacion en su disciplina, ain cuando no disponga de tiempo para realizar
investigacion alguna por su parte. Toda la sociedad debe saber que solo esta
actividad puede ocupar todo su tiempo a un profesor responsable, dada la enorme
cantidad de trabajos de investigacion que hoy se publican.

La amistad buscara todas las situaciones y motivaciones que en una cultura se
estimen adecuadas para hacer agradable e interesante el estudio y entendimiento de
la Matematica por parte del alumno y, por tanto, exigird una entrega total a la
docencia. Eventualmente puede servir, también, para que el profesor admita con
naturalidad la triste realidad del refran popular relativo a la crianza de cuervos. Hecho
gue, por otra parte, la autonomia del alumno podria provocar con menos frecuencia. A
pesar de todo, dado que la ensefianza la entendemos como un acto de amor o
amistad, ese posible irrespetuoso y poco educado proceder es menos doloroso y
dafino para la sociedad que el que evidencia José Saramago, en “El Europeo” del 2
de junio ultimo, pag. 46, al decir: “es mi deber inmediato recordar que las hegemonias
culturales de hoy resultan, fundamentalmente, de un proceso doble y acumulativo de
evidenciacion de lo propio y ocultacion de lo ajeno, que tuvo la habilidad de imponerse
como ineluctable, favorecido, casi siempre, por la resignacioén, cuando no por la
complicidad de las propias victimas”. Curiosamente, ello lo manifiesta al entender que
“Si de mi se espera que ame a Europa como a mi propia madre, lo minimo que le
puedo exigir es que ame a todos sus hijos por igual y, sobre todo, que por igual los
respete a todos”. Yo pienso que este respeto hay que merecerlo correspondiendo con
el nuestro en un espiritu de sana emulacién y sincera cooperacién que borre y supere

en todos, en ellos y en nosotros, antiguos errores y egoismos tradicionales.

Es esta definicibn de docencia, y la formacion en investigacion que comporta,
la que, en un momento dado, nos llevo a salir de Espafia para formarnos en Topologia
Algebraica en la Ecole Normale Supérieure de Paris bajo la direccién de H. Cartan.

Hoy recogemos los frutos que, directa o indirectamente ha dado tal accién: la
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Topologia Algebraica en sus diferentes aspectos y derivaciones se halla, actualmente,
bien atendida en Espafia por jévenes que han sabido superarnos en un campo al que
—aparte de las ideas de amistad y autonomia- recurrimos por necesidades auxiliares

de nuestra especialidad, la Geometria. Gracias a todos.

Pero debo reconocer que no todo han sido éxitos, que también este concepto
de ensefianza fue el que, como Director del antiguo Departamento de Geometria y
Topologia, me llevé a luchar para que la Universidad de Zaragoza dispusiera de
geOdmetras propiamente dichos, tanto por el clasico valor formativo de la Geometria
(24,b), como por el que se vislumbraba por su incidencia en la Tecnologia de la
Informacién y que hoy ha sido confirmada como he dicho. Diversos hechos no sélo
nos negaron la posibilidad de aumentar la plantilla sino que el nimero de profesores
adscritos al Area de Geometria y Topologia de esta Universidad ha disminuido en

cuatro por diversas circunstanciales razones.

El caso es que hoy guedamos muy pocos profesores sin jubilar que hayan
recibido inicialmente una formacion geométrica apoyada en los métodos sintético-
geométricos de la escuela italiana de principios de siglo y en una transicion como la
geometria de Hodge & Pedoe. Aun recuerdo las elaboradas y precisas construcciones
de la geometria descriptiva de curvas y superficies. La potenciacién de la Intuicidn
espacial que proporcionaban es preciso volver a recuperarla. Pero profesores que,
con esta formacién, hayan seguido trabajando en la docencia e investigacion
proximos a la geometria alin somos menos. Si se tiene en cuenta que los gedmetras
deben pertenecer al Area de Geometria y Topologia, y que hoy existe un buen
namero de especialistas en Topologia (conjuntista, algebraica, etc.), se deducira
observando los apéndices B: y B, que somos muy pocos en toda Espafia y, en
consecuencia, <muchos menos en geometria. Es cierto que todo profesor de esta
Area puede hacerse cargo de un tal tipo de docencia y, de hecho en la medida de su
autonomia e interés, lo esta efectuando, pero ello lo realizan en detrimento de la
topologia que tampoco debe descuidarse, aunque soélo fuera por el caracter auxiliar de
las demas disciplinas matematicas. Aungue, como siempre, existe una excepcion.
Hoy los que trabajan en topologia de baja dimensién suelen poseer una profunda

intuicion espacial aunque no métrica ni proyectiva.
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Entiendo que dada la evolucion de la matematica y sus aplicaciones este vacio
puede originar grandes dafios. Repito: La Geometria junto al valor formativo que
siempre poseyo se ve, hoy, con su aplicaciéon al estudio cualitativo de toda clase de
problemas (de analisis funcional, ecuaciones diferenciales, etc.) pero sobre todo con
su utilizacion en Teoria de Modelos y simulacién por ordenador. Creo que ello
aconseja que se disponga de un muy superior numero de profesores especializados

en Geometria.

La situacion, como hemos sefialado ante los apéndices B, es bastante general
en toda la Universidad espafiola. Teéricamente creo que responde a la adopcion de
una ensefianza que abandond la geometria figural y sintética a causa del formalismo
a ultranza, seguida de una mas radical algebraizacion de ella. Este hecho se prolonga
hasta hoy, tanto por la filosofia formalista, como la que se desprende de la escuela

casi-empirista.

Felizmente, siempre existiran idealistas y la realidad, quizas, no sea tan grave
como se desprende de los apéndices B. De hecho existen profesores en otras
disciplinas y especialidades que, gracias a su esfuerzo e iniciativa particuillar y a la
libertad de céatedra, estdn modificando el contenido de las asignaturas llevandolas a
una presentacion mas geométrica y apoyada en los métodos informaticos. Pero esta
circunstancia, aunque se deba agradecer, hay que reconocer que es insuficiente.
Creo preciso que la sociedad y las fuerzas vivas intervengan decididamente y que en
los nuevos planes de estudio se refleje la actual evolucién de la matematica, con la
incidencia en ella de la tecnologia de informacion y superior atencion geométrico-

intuitiva.

Otras muchas consecuencias se pueden deducir analizando los cuadros
demograficos B. Por ejemplo: la disminucion del numero de catedraticos y aumento

del profesorado titular, que en los afios que se indican habran sido jubilados:

2.015 2020 2025
Catedraticos de Universidad, un ... ... 60% ..... 80% ....... 92%
Profs. Titular de Universidad, un ...... 33% ..... 50% ....... 7%
Catedraticos de Esc. Universitaria, un...63% . .... 70% ....... 87%
Prof. Tit. de Esc. Universitaria, un ... ... 34% ... .. 55% ....... 79%

70



También es necesario atender otras muchas cuestiones donde se hallan
conjuntamente implicados alumnos y profesores para cuya solucion se precisa un
serio y definido apoyo econdmico de la sociedad. Por ejemplo para evitar las malas

consecuencias de la masificacion de estudiantes en las clases.

Por mucho autodidactismo que exista, en la masificacion la relacion
profesor/alumno es practicamente inoperante de modo constructivo. Hay que prever
el aumento de alumnado, particularmente en Ciencias y mas precisamente en
Matematicas ante la orientacion cultural de la sociedad actual; y que, como se sefiald
en el Coloquio MVQM, para 1992 de un 80% a un 90% de jévenes seran bachilleres y

la mayoria de ellos deberan proseguir estudios de Ciencias 0 Técnicos.

Finalicemos puntualizando que un buen investigador no es necesariamente un
buen docente. Por ejemplo H. Poincaré siempre fue un mediano profesor (18). La
Reciproca también es cierta: se puede ser un buen profesor sin ser investigador . Uno
de los mejores y pocos modos de conocer si alguien puede ser un buen profesor es el

entusiasmo por la materia de la ensefianza.

He pretendido, como dije al principio, ofrecerles mi experiencia socio-
académica y evidenciar algunas de las consecuencias que entiendo implica para la
docencia de la Matemética, por un lado nuestro ingreso en la Comunidad Europea y
por otro la fundamental importancia que, en la formacion de la persona presenta la
Geometria.

He dicho.
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APENDICE A

Estructura mateméatica

Este concepto es uno de los mas importantes en la matematica actual.
Particularmente ha sido y es ampliamente utilizado y explotado por Bourbaki y su

escuela.

Se habla de estructura de grupo, algebraica, topoldgica, diferencial,
combinatoria, etc. Admitido un universo de cualquier teoria de conjuntos (el concepto
es independiente de la teoria de conjuntos) los objetos matematicos en él codificados
no son simples conjuntos (o clases) sino sobre todo conjuntos (o clases) provistos de
ciertas estructuras. Por ejemplo el conjunto de los nimeros reales R, no sélo es un
conjunto con la potencia del continuo, sino que aparece también como espacio
provisto de una estructura topoldgica, de una estructura de cuerpo y de una estructura
de orden (se trata de un cuerpo topologico totalmente ordenado). Damos a
continuacion un esquema de la caracterizacion formal de estructura, Bourbaki

empieza por introducir la nocion de: Especie de estructura 2 que esta caracterizada al

dar:
12 Una familia finita (no vacia) (A1, Az, ..., An) de conjuntos, llamados
conjuntos de base principales de Z;

2° Una familia finita (eventualmente vacia) (B1, B2, ..., Bn) de conjuntos,
llamados conjuntos de base auxiliares de X;

3 De uno o varios esquemas de construccion de nuevos conjuntos, a partir de
las familias de conjuntos (A))i<j<m, (Bk)i<k<n mMediante las operaciones de
reunion, interseccion, conjunto producto, etc.

Todo conjunto formado de esta manera se dice que pertenece a la escala de los

conjuntos que tienen por base principal los conjuntos (A)i<j<m Y por base

auxiliar los conjuntos (Bk)i<k < n.

4°  De una relacién entre los conjuntos de base principales y los nuevos
conjuntos construidos, llamada axioma de la especie de estructura X.

Sea pues (A1, A2, ..., An) una familia de conjuntos de base principales, (B;,
B, , ..., B,) una familia de conjuntos de base auxiliares, S un cierto conjunto

formado por superposicion de un cierto nimeros de operaciones sobre estas dos
familias, tales como las definidas en el nimero 3° (ltimo, cada operacién consistente,

bien en el paso de un cierto conjunto M, al conjunto P(M) de todas las partes de M,
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bien en el paso a un conjunto producto de una cierta familia de conjuntos previamente

construidos, entonces se tiene la:

Definicién. Un elemento cualquiera E de un conjunto cualquiera tal como el definido

mas arriba, se le llama estructura sobre (A1, Az, ..., An), de base auxiliar (B1, B2, .
.., Bn).
Se dice también que los conjuntos (A1, A2, . .., Ayn ) estan provistos de la

estructura E.

Ejemplo: Sea E un espacio topolégico y Og el conjunto de los abiertos de E; se
tecne P(E) = Og < O € P(P(E). Luego O es una
estructura sobre E para m=1, n=0, S=P(P(E)) y E = Og.
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Apéndice B

Elaborado gracias a la colaboracion y datos proporcionados por el

Servicio de Profesorado de la Secretaria de Estado

para Universidades e Investigacion

76



82€ 6 68 8. 8/ 2¢ 22 ‘Aun "3 "1 joid

v8 Ll A 9 2 0l L ‘AlUn) '9s3 1B SOIN3INONIND
709 pEl 251 6L 20|} 1S o "AlUN L jold HOd
LEZ 81 92 €€ 61 LS 8% ‘Alun 1BD S31V.LOL
2101 | S9-196L| 099561 | SS-1S6L[ 0S-9v61 Sv-iv6L| ov6l —. uooun4

502 oY 65 L ve 81 el "AUN g "L joid

144 14 L 14 | L 12 "AlUN "0S3T '1BD vavoidy
181 Gt 6€ L2 0¢ L €2 "AIUN UL joid VOILYWILVYIN
L9 9 6 £l vl Sl 0l ‘AlUN 1D

29 6 Ll Gl Gl 9 == "AlUnN L ‘Joid VID010dOL
62 b b 4 S L ! ‘Alun 1eQ A VIHLIIWOIO
02 G 2 9 S = F "AlUN "3 "L "Joid .
9 2 2 = -~ b L "AIUN 9ST 1BD VAILYY3dO
LI 9¢ £ £2 91 14 7 "AlUN ILL “Joid NOIDYOILSIANI
G S _ 8 9 6 2l S ‘AlUn ‘TeD 3 vOILSIgv.LsT
€2l L€ Ve 22 o€ bl S "AUN 3 LJI0ld | VOILVIWILVYA V1
G2 S £ b | -- Gl ‘AUn "9s3 1eD 30 v2I10vald |
09 6 LE 2l Gl 8 S "AUN 1L joid

6 2 == - = £ 14 "AlUN 18D VIWONOH1SY
91 2 £ v S | b "AIUN "3 "L joid

14 = = - -~ b € "AlU 083 1D OQILYWI LYW
6L ve 9¢ oz 9l ol L "AlUn UL “joid SISITYNY
LS £ S 4 el Sl Ll ‘AlUN 18D _

v b 1 S v 2 b "AIUN "3 "L joid

S = [ L - } L "AlUM 983 18D

G9 bE Bl 9l ol 9 14 "AlUN WL joid vHg3Ion W
v2 1 £ 9 8 S ! "AlUN 1D

101 | S9-1961| 09-956L| SS-1S6L| 05-9v61 Sy-Ly6L| Ov6L — ugioun4 OJUSIWI0UCD 3p

886" | 8p OzJew us
"Sealy Jod seonpwalely ap OLEJISIBAIUN OPBIOSSj0.d odyeiBowap oipnis
g JOIAN3dY

ealy




2 = = = 2 - = AU '3 'L 101
= == == -- = -- = "‘Alun 983 '1B) VAlILYd3dO
1% == i - c § -- "AlUN 1L joid NOIDVOILSIANI
I -- -- = L = won ‘Alun 1eY 3 VOLLSIJV1S3
€ - l = 1 b -- NRENEDE
I s - - == == I ‘Alun 0s3 1) OOQILVYINI1VYIN
4 - 4 = -- -- = "AluN “HL joid SISINMVYNY
- - = = - - - "AUN 18D
[El10L | S9-1961 09-9G561 GS-1S61L | 0S-9961 Sv-Lp6lL ovelL — uorund OJu3aWIoU0O 3p
ealy
J1INVOITV 8p pepisiaAiun
"seale A sapepisioAlLn Jod Seonewalely Sp OLE)SISAIUN OPEIOS3jold 0oyeIBowsp olpnisy
cd JO1AN3dV

= - - : F = = AU 3 L Joid
= - - - - - - "MUR 053 18D vVavoridy
- - - s - - -- "AlUN I CJoid VOILLVINILVIN
- - - - . = - "AlUM ‘18D
- - - == = -- = ‘Alun 3 1 Jold
" ¥ - - - - - "AlUN "9ST 18D
L s s = -- I = ‘AluN I joid vH83o1v
x - . - - - - ‘AU 1B
[€l10l | S9-1961 09-9561 GG-1S61L| 0S-9v61 SP-Iv6l ovelL — ugpund OjusaiWwioouod ap

VIVOV 8p peplsiaAiun

"seale A sopepisiaAlun Jod SEoBWSIE 9P OLBNSISAIUN OpEIOSajoid ooyeibowsp oipnisg
[4: | FOI1AN3IdY

ealy




> -- -- = = = - ‘AUN 3 "L Jold
- - - - - - = ‘Alun 083 1) vavolidv
S € = 4 == == =" ‘Alun J L "jolid VOILYIWILVYN
4 = - = = = L ‘Alun Jed

- - - - == - - “Alun 1L “jold vISO10d01
S | == /4 -~ 4 = Alun "1eY A VIH1INOID
== o= == -- -- = == "Alun "3 ] jold

- == ” - . - - ‘Alun "0s3 ) VAILVH3dO
- L — - = - - ‘Alun 1L joid NOIOJVOILS3ANI
= - - - — = . ‘Alun “1ed 3 VOILSIdV.LS3
Ol € 4 I ! b c “Alun "3 1 Joid VOILVINILYIN V1
[ = L o= == -~ 3 ‘Alun "0S3 Je) 3d v2I110vdld
= = - - - == - "AIUN 3 "L Joid

- - - = - - - ‘Alun "0s3 1D OOILVNILYIN
£ B [ — - - = “Alun YL joid SISINVYNV
+ | -- I == 4 - ‘Alun 1Bd

58 #e = e - = - "AlUN "3 "1 joid

- - - - = == e "Alun '0S3 1B)

v I b b - I " AU UL Cjold V48391V
: = = L - - - ‘AUN 18D

[eic S9-1961 | 09-9561 SS-1S61| 0S-9v61 Sy-1v6l ov6l — uooun4 ojusIWouco ap

VYNOT304VvE 3d YIWONOLNY PepisiaAiun

'seale A sapepisiaAlun Jod SEORBWSIB 9P OLEYISISAIUN OPEIOSS)0ld coyeIBollap olpmsg

cd

30ION3dV

ealy




€ me - c } o == "AUN 3 L joid
- - - - & = == ‘Alun "0s3 1Y vavolldyv
n = = e -- == == "AlUN I jold VOILYW3LVIN
L == == 3 == = == ‘Alun) 1BD

S = 3 3 c I i ‘Alun UL joid VIDOT1OdOL
c - -~ -~ -~ | | "Alun “jed A VIH1IWOIO |
- -- - -- -- - -- "AUN "3 "L joid

== == = == = - - ‘Alun "0s3 1) VAILYH3dO
€ - b - c == o "AluN 1L “jold NOIOVOILSIANI
/4 == 13 I e -- -- ‘Alun 1e) 3 VOILLSIgV.lST
I . = - 3 - - “AlUN '3 'L joid VOILVNILVAN V1
[ = 32 = == == [ ‘Alun "9s3 1B 3d vO110vdid |
- - = - -- -- - "AlUN "3 "L "Joid

I - - - - e b ‘Alun "0s3 1D OOJILVINI LV
Ll I I S c 1 3 “AlUn UL Cjold SISITVYNY
9 -~ I -~ £ £ 2 "AlUN “1BD

g -- - _ - - - MERNIE

-- -- - - -- -- -- "AlUN 0ST 1D

4 - = o == -~ - ‘AUnN L Cjodd vH8391V
-- -- -- - -- -- -- ‘AN ‘1eD

|elcL | S9-1961 09-9561} SS-1S61| 0S-Sv61 SP-1v6l ovelL — uorundg OJuaIWIdouoS 3p

diHAviN 3d YWONOLNY PepIsiaAiun

'seale A sepepisiaAiun Jod seoewsiepy op OLEBISIBAIUN OpRIOS3)0ld ooyelbowsap oipnisg

[A:]

J01AN3dV

ealy




14 - I e 4 b = ‘Alun 3 1 jold
2 L - -- - S b ‘Alun 083 1) vavolidy
- - - - - - - "AlUn UL “Joid VOILVW3LVIA
- o a5 = = o -- "AUN 1e)
1 -- -- -- L - = ‘Aun "3 1L joid
- - o = = -- -- ‘AlUN "0S3 1D VALLYH3dO
- - - - s - -- "Alun Ul "joid NOIOVOILSIANI
L - = 1 -- -- = ‘Al 1ED 3 VOI1SIdV.LS3
[ - . C = = = = “AIUN "3 "L j04d VOILVWILVN V1
| == - - s - } ‘Alun "0S3 1ED 30 VOILovaId
o] -~ - - = s -- Y TRENEDE
- = s - -- -- - "AlUn 0s3 1D OQILVINILVIN
c - c - - - - ‘Aun I jold SISINVYNY
1 = — | - - - "AlUN 1D
[B10L | S9-1961 | 09-9561 | SS-1S6L| 0S-9¥6} SP-Lv61 ov6lL — ugun4 OJuSIWIdOU0O 8p
ealy
ZIavD ap pepisiaAiun
'seaje A sapepisisAiun 1od SeonBWSIe 8p OLBJISISAILN OpRIOS3j0l4 ooleibowap oipnisg
cd 3OIAN3dV

L L -- - -- - == ‘Al I jodd
L - L - - s s ‘Alun 1Y VIWONOY LSY
€ - - b b I - ‘Aun "3 'L jeld
s - - - - oo -- "AlUn "2s3 1B OQILVNILVW
= - i - i o -- "AIUN I jold SISITVYNY
- 5 - -- - e - "AlUN 1BeD
1oL | S9-1961| 09-9S61| SS-1S6L| 0S-9v61 GP-Lv61L ovel ~— uoiound OJUBIUIoOUCD 9p

‘sease A sapepisiaAlun

S3HV3ITVE Sp PEPISISAIUN

Jod seonewalely ap OUBJSISAIUN Opelosajold ooyeibowsap olpnis3

ealy




- : - = = - - ‘AN 3 L Joid
v - - — s - - ‘AlUM oS3 1eD vavolidyv
~ = - - - - - "ANIUN UL "Joid VOILLYWILYW
— ~ = = ~ - - AlUN 1eD
1 = - - 1 - = ‘AU "3 "L J0id
- - - - 5 = - ‘AlUM 05T 1eD VAILYH3dO
- . - - - - - 'NUN UL J0)d | NOIOVOILSIANI
- - - F < - - ‘Aun e | 3 vOILSIaV.LS3
3 - | - 1 - 1 “ANUN 3L 0N | WOILVIWNILVYI VT
hd N ~ - - = - ‘Aluf) 0s3 ‘18D 30 v2110vald
E101 | S9-1961| 09-9561| GG-1S6L| 0S-9v6L | Gv-iw6L| Ov6l — uoiound OIUBIWIO0UOD Bp
ealy
VOIHONYIN ONVTIILSVD PEpISIOAIUN
‘seale A sopepisioaiun Jod seonewalepy ep OUE)ISISAIUN OpRIOSSjoId ooyeibowap oipnis3
zd  301AN3dV

9 - 2 ! 2 1 - ‘AU 3L Joid
e - e - L - z "AlUM 03 18D vavordy
9 l - 2 } - 2 ‘AU WL JoId VOILYWILVI
2 - - 1 ! - -- "AUM 18D
— - - = = - - REREEE
~ - - - & s - ‘AU "0S3 1BD VALLYHILO
~ _ - - - - % "ANUN UL Joid | NOIOVDILSIANI
! ) _ - - o - ‘AUn 18D | 3 vOILSIAVIST
: : = = = - - “AUN 3 L Jold | VOILVWILVYI V1
- ~ _ - = o = ‘AIUN 983 18D 30 v21L0vaid
T - - - = - i "AUN 3 "L Joid
2 - - - - - - 'AUM "2S3 1BD OOILYWI LYW
L - g - | - | "AIUN UL “Joid SISIMYNY
S ! - - 2 Z - ‘AU 1BD
— = - - i S - ‘AU 3 "L Joid
| 2 - L - - - ‘AU 053 18D
6 _ ~ 1 1 | - ‘AU WL Joid yHE3DTY
" 2 » e f - - ‘AU ‘18D
€101 | S9-1961| 09-9564| GS-1G6L| 0S-9¥6L | Sv-lv6L| OF6L ~ uground OJUBIWIOU0O 3P

‘seale A sopepisiaaiun lod seonpwalely ap OLBIISISAIUN OPEIOSdjold ooyeiBowap olpnis3

VIHEVLINVO 8p PEPISISAIUN

cd

J01AN3dV

ealy




= - -- -- > - - "AUN 3T "L ‘Joid
- . - - - - - ‘Alun 0S3 1D vavolldy
9 £ £ - = == e ‘AlUN L Tjoid VOILVNILVIA
g = - - : - L Aun ‘1eo

14 - b - c b == ‘AlUn N1 joid VIDO10d0L
c - . - b . L ‘Alun) 1D A VIH1INOID
== = = £ = 2 = "AlUn '3 L Joid

= - - - - - - ‘Alun "0s3 1D VAILYH3dO
9 [ 14 - - - - ‘Alun UL joid NOIDVOILS3IANI

£ i 2 = = l == ‘Alun 1eH 3 vOILSIdv1Sd

9 - € b t 3 = “AIUN "3 L jold VOILVNILVYIA V1
I . L = = = == ‘Alun) '9s3 18D 30J v2110vdld
St b e € 8 = I "AlUN UL Joid :

i = = = = : = ‘Alun 1en VINONOH1SY
- == o = n= = - "Alun "3 "L Joid

- - - - - = = ‘Alun 9s3 1BD OOQILVIWILVIA
£ . b l g - - ‘Alun "I Cjold SISITVYNY

£ -~ -~ = = I 4 ‘Alun "1BD

- - . - - -- - "AUN 3 °1 joid

- == = - == = = "Alun "0s3 1)

9 c c =4 == I b ‘Alun L joid vHg391v
c - b = ! -- -- "AlUn 1!

[elol | S9-1961| 09-9S64| SS-IS6L| 0S-9¥61 Sv-iv61 ovelL — ugrun4 OJUSIWIOoUD ap

VYNOT304dVv4d 330 TVHLNIO PEpPISISAIUN

‘seale A sapepisiaaiun Jod Seonewalepy ap OLBJISISAIUN OPEIOS3j0ld ooyeiBowap olpns

cd

3OIAON3dV

ealy




| § -- - - -- = ‘Alun '3 'L 'Joid

-- -- - - - -- -- "AlUN 9S3T 1B vavolldv

[ = £ 4 4 14 -- ‘AlUN UL joid VOLLYWILVIN

% L == i 4 s s ‘AU 1eD

L - ! ! 1% L -- "Alun UL “jold VID010d0L

|4 2 - = = L £ ‘AluN 1Y A VIH13WO3ID

1% ! -= c -- -- § ‘AlUn "3 'L 104d

- - == = m - s "AIlUN "0s3 1ed VALLYH3dO

L I k4 S I -- -- ‘Alun UL joid NOIJVOILSIANI

8 L -= 4 L £ L “Alun "1e) 3 VOLLSIaV1iS]

L € v c -- § ! “AUN 3 "L jod VOILVWILVIN V1

! = = v - = | ‘AlUn "0S3 “IeD 33J v2I10vdld

0c 14 14 S € € b "AlUN UL joid

|4 I = = = L [ ‘Al 1) VIWONOY1SY
‘AlUn "3 1 10id

== = e == 5= e = "AlUN 083 1ed OOJILVWILVIN

8 -- ¢ € 4 b -- "AlUN 1L “joid SISI'TYNV

S == = b k | 2 "AIUN 18D

14 -- I 4 - - b ‘AlUnN 3 "L joid

I = = = - o> b "‘Alun 9s3 1eD

g 1 oy - L L L "AlUN 1L Cjoid vHa3Io1v

£ -- [ = I = -- "AlUN 18D

elol | S9-1961| 09-9561| SS-1S61| 0S-9v6l Sv-Lv61L ovelL — ugund OJUaIWIooUOd 8p

"sease A sopepiSiaAiun Jod seanewalel op OLEBJISISAIUN OpEIoSajold coleiBowsap oipnis]

didadviN 3d 3ISN3ILNTdINOD PEPISIBAIUN

cd

301AN3dV

ealy




L4 I b b 8 - - ‘Alun "3 '] J0.d

— a5 L - - e - "Alu) "9S3 18D vavolidy
14 I I == b = I ‘Aun 1L Cjold VOILVWILVYW
. - - - % e -~ "AlUN 18D

£ - - -- == -- - "Alun "3 'L Joid

- 5 - - - - = "AlUN "0S3 1BD VAILYH3dO
c - I “= b == - ‘Alun I jold NOIOVOILSIANI
L - - - 1 -- o “Alun 1ED 3 VOLLSIdV.LS3
€ = A - 1 - = "AUN 3L Y0Id | YOILVINTLVIA VT
o - o - - -- -- ‘Alun "9s3 1D 30 vOI10vald
- = = - -- = - "Alun "3 '] Joid

- - - = - - - ‘Alun "0s3 1B OOJILVINILVIN
| 1 - - - -- - "AlUn ) joid SISITVYNY
vl == <& - - s - "AlUN 1D

- s - s = = -- "AluN "3 "1 joid

L = - = - L - "AlUN '9ST 18D .

s = - “ 5 -- - "AlUN UL “Joid vdg3o1v
- - - - - “e - "AlUN 1D

[BI0L | SO-1961| 09-9S61| SS-1S6L| 0S-9v61 Sy-Lv6l| Ov6lL — ugund OjuSIWIcOUCD 8p

v80dHOD 8p pepIsIsAlun

'seale A sapepisieAlun Jod seonewsajepy 8p OLe}ISIBAIUN OpeIoSajuid ooyeibowap oipnisg

cd

3OI1AN3dV

ealy




S 1 € == 1 -- -~ "AlUn "3 "L "joid
z - | - 5 2= 1 ‘AlUN 9S3 18D vavoridy
L | -- -- -- e == "Alun 1L "joid VOILVW3LVIN
- - - - - Si e "AlUN 1BD
L - - 1 -- -- o= "AlUn "3 1 jold
o = = s o = = "Alun "9S3 18D VAILYH3dO
L L -- - -- = e "AlUN UL CJoid NOIDOVOILS3IANI
I == | G2 s o2 -- "Alun 1B 3 vOLLSIaV.IST
L b c c c = - “AUN "3 "L joid VOILVYIWI LV V1
- s ax e s - — ‘Alun 953 18D 33 vO110vdald
L = = 1 = - - "Alun ML joid
- - - - -- -- = ‘AlUN 1BD VIWONOY.LSV
1 -- I -- -- - e ALE T = A e 2 |
- 5 = e == = s "Alun "0s3 18D OOILVYW3ILYIN
g z e - - - o "AlUN )L “Joud SISITVYNY
¢ e L - 1 L -- “Alun 1D
- - - - - - &= "AlUn "3 "L Joid
- - - s - - - "AlUN 253 18D
| - 1 - - - - "AlUn 1L “jold vdg3o1v
| = 1 23 s = 5 "AlUN 18D
[elol | S9-1961| 09-9561| SS-1S6L| 0S-9¥64 | SP-Iv6l| OP6L — ugrung OJUBIWIOOUOD 8P

‘sease A sopepisiaaiun Jod Seonewsiepy ap OLEBNSISAIUN OpeIosSejold ooyelbowap olpnisd

YHNAVWIHLX3 Sp PEPISISAIUN

cd 321aN3dV

ealy




8 e Z -- § & c ‘Alun '3 "L J0.d

€ v e . > § 4 "Alun 0S3 1B vavoridv
c 8 == ! == = = "AlUn Y joid VOILVW3ILVIN
z - | b 1 s - "NUN 1eD

9 I € 4 -- - - ‘Alun YL joid VIOOTOd0L
L == = u = I == ‘AU 1ED A YIHLIWO3ID
e L — 2 - - - "AlUn "3 1 jold

€ b c == = = - ‘Alun 083 1eD YAILLYH3dO
0l £ 9 I ot e - ‘Alun 1 joid NOIOVOILSIANI
14 = } I c 22 == ‘AluN 1D 3d VOILSIdV.LS3
Ll I S c 8 3 = “AlUN "4 L joid VOILYWILVA V1
c b -- -= ! -- - “Alun '0S3 "1eD 340 vOLLOvdId |
14 -- I -- c b - ‘Alun 1L “joid

m= == - e = - o ‘Alun 1eY YINONOYHLSY
-- -- - - - - - "AIUN '3 "L Joid

o = = == =% = 7 ‘Al 9s3 1B OQILVWILVIN
6 -- 14 c c L -- ‘AU UL joid SISTIVNY
2 = | - - | -- ‘AN 1D

- - - - p- - - "AIUN 3 "L J0.d

- - " s = - = 'AlUN "2S3T 1D

8 § € 4 4 - - ‘AlUnN YL jold vHa391v
2 o e e & i = ‘AlUN 1BD

[E101 | S9-1961 09-9G6| §G-1G961 0S-9v61 Sy-Iv6l ov6l ugound OJuUBIWIDOUOO 3p

‘seale A sapepisioniun Jod seonewalely ap OLBJISISAIUN OpeICSajold ooyeibowsap olpnis3

VAVYNVHD Sp PEpISISAIUN

cd

32I1aN3dVvd

BalY




VNNV V1 8P PepISIaAn

‘seale A sapepisiaaiun lod sednewsleyy ap OUBJISISAIUN OPeI0Sajoid ooyeibowsp olpnis3

cd

301AN3dV

z ] 1 == - -~ == ‘Alun )L joid VIOO 10401
- - - - = . - ‘AN "1BD A VIH1INOID
- = - - - % = "AlUn "3 1 'joid
. 2 = v -- - = "Alun 083 1BD VAILVH3dO
P e L - -- - == “Alun UL joid NOIOVOILS3ANI
L - -- - -- } - AlUn ‘e 3 VOLLSIdV1S3
9 = v 3 = b - “AlUN 3 'L joid VOILVINILVIA V1
> ! - - - - | "AlUn "053 1B 30 VOLLOVaId |
1 L = -- - == - ‘Alun 1L joid

2 L - -- - = I ‘Alun 1BY YINONOH.LSY
€ - - 3 4 - e ‘Alun "3 L joid
- - - = -- -- -- "‘Alun "0s3 1eD OOILVYW3I1VW
L - v c b - - ‘Alun UL joid SISITVNV
1 1 - - 5 = = "AUN 1D
- - = - - - = ‘AU '3 "1 'joid
- 5 = = - - - "AlUf] "0ST 1B
- - o - -- - - "AIUN UL “joid vag391v
1 = 5 = ! - - ‘AN 18D
1oL | SS-1961 | 09-9561} GS-1S61 | 0S-9161 SP-Lv6l ov6lL — ugrund OluaIWIdoUOcY Bp

Baly




2 - Z - - - = N ERRET

> - = 1 - I - "AlUN 953 ‘1eD vavoridy
s > = - - - - ‘AU UL joid VOILYWILVI
- -~ - - == == i ‘AlUN ‘1)

> 1 1 = = - - "AUn ‘3 'L Joid

¢ = - - . s - ‘AN 253 18D VALLYH3dO
- . = - - o - ‘AU UL J0id | NOIDYDILSIANI
- - - s . = - ‘Aun 1BD | 3 wOILSIAV.LS3
N - = = I = - "AUN 3L 101d | VOILVWILVA V1
1 A - e - - - Alun 953 189 30 vOILOVAId
2 - 1 1 = - = LNEREDE

¢ - - - - - = "AlUn "283 18D OOILYWI LY
- - - - = = - ‘AN WL Jolid SISITYNY
=5 - - - - - == ‘Alun ‘18D

] - - = 1 - - NERWIE

- - - - s - -- "AlUN "9s3 1e)

. - - = = - ~ "AUN UL JoId vHE3OTY
= — - - - = == "AlUN .ump

[0l | S9-1961| 09-9561| SS-1S6+| 0S-9v¥6L | Sv-1v6L| oOver — uppung | ojusiLoouoo ap

NO37 ap pepisiaAiun

'seale A sapepisiaaiun Jod Sednewaleyy ap OLBNISISAIUN OpEIOS8j0ld ooleiBowap olpnisg

cd

301AN3IdV

ealy



€ - s } = c == ‘AU 3 1 joid
= . a = 55 - -- "AlUN "0ST 1eD vavolidv
2 b i - b I -- ‘Alun )| “joid VOILLVW3LVIN
L e == me L e = "AlUN “18D
- - - . - - - ‘Alun ILL joid VID0O10d0L
2 = == o ! I i ‘AN 1B A VIH13IWO3D
- == == == w2 - - ‘AU "3 L joid
-- - -- - -- - -= ‘Alun 083 1e) VAILYH3dO
€ o b = l I = ‘Alun 3L joid NOIDVDILS3ANI
| b A= & & I =5 “Alun 1ed 3 ¥OI1SIAV.1S3
8 § § 14 } b e “AlUN '3 1 'jold VOILVAILVIA V1
- -- -- -= -- -- - ‘Alun "0s3 1) 3d vO110vdld
= = = = -3 == e "AIlUN 3 "L Joid
-- - - e - e == ‘Alun oS3 1e) OJILVWILVIN
€ § I = = - I "Alun L J0id SISINVNY
c - -~ - -~ -- 2 "AlUN 1D
b - - - b w =" ‘Alun 3 "1 joid
- - == - e - o= AU "2S3 1BD
§ = = I == = - ‘AUn i joid vdg3o1v
| -- -- } -- - - ‘Alun 1eD
[elol | S9-1961 09-9S61 GG-1S61| 0S-9¥61 Sy-Lyel orelL — uooung ojuaWIoouUod ap

‘seale A sapepisioaiun lod

VOV IVIN 3P PEPISISAIUN

SEONBLISIEY 8P OUEBIISISAIUN OPRIOS3j0id ooyeiBowap oipnisg

cq 3O1AN3dVY

Baly




9 c 14 = = == - ‘AlUn "3 1 joid

I - - - - = I "AlUf) 983 18D vavoridv
I = = == == == I ‘Alun i joid VOILVW3ILVW
- - - - -- - - "AlUn “1BD

I 2 = I o= == - "Alun i joid VIDO10d4d01
== - -= - -- = = ‘Alun 1e) A YIHLINOID
-- - -- - - - - ‘AU "3 'L joid

b - = - - i I ‘Alun 9s3 1Y VAILYH3dO
I - “ = == == 3 "AIUn I Cjoid NOIOVOILS3ANI
! - - - -~ - I ‘Alun 1e) 3 VOILLSIdv.1Sd
9 I - 3 14 = m= “AlUN 3 °1 'joid VOILVIWILVN V1
! - -- - -- | "AlUn "953 18D 30 VOLLOVAId
-- -- -- - -- - - ‘AUN 3 " "jJoid

- o =5 == e - - ‘AlUn) "0s3 1B OOILVINILVIN
9 3 € 3 e b = ‘Alun L jold SISITVNV
2 o ~ - - _ ! Aun e

-- - -- -- -- - -- ‘AN "3 "] 'joid

- - -- - - - - "AlUM 953 18D

S - c I C == == “Alun UL joid vHg8391V
L -- -- -- i - -- ‘NUn 18D

(€101 | S9-1961| 09-9S61| GS-1S6L| 0S-9¥61 Sv-Lv61 or6l — ugung OlU3IWIDOUOD 8p

VIOHNIN 9p pepisiaAlun

'sease A sapepisiaAlun Jod seonewaley op OLBJSISAIUN OpeIoSajoid coleibowap olpms3

cd

30I1dN3dV

ealy




9 14 - 1 } - - ‘Aun "3 1 joid
¢ - 1 - -- 1 b "AlUN 083 "1eD vavoridv
£ - f - 1 - L "AIUN UL “J0sd VOILYNILVIN
2 - - - -- L 1 ‘AU 1eD
! = § = = = = ‘Aun 3 'L joid
— - e - - - -- "AlUN "0s3 18D VAILLVH3dO
€ = Z L -= == e "AlUn I “joid NOIOVOILSIANI
| - - - 1 . o ‘AlUN 1eD 3 VOILSIAVIST
v 2 = == 2 L 1 "AUN '3 7L 104d | VOILVINGLVA V]
2 -- - -- -- -- Z "Alun "9s3 1eD 33 voLL0vdid
[Blol | S9-1964| 09-9S61| GSS-1S61| 0S-9¥61 Sy-1v61 or6lL ~ uorund OjusILIdoUod 8p
ealy
Od3IANO 9P PEPISISAIUN
‘seale A sapepisiaalun Jod Seonelwsiey ap OLRJISIOAIUN OpPeIOS3jold ooyeibowsp olpnis3
cd JOI1AN3dV

- - w = = -- -- ‘AUN "3 "L J0id
- - - - - s o "AlUN "9s3 18D vavolldv
z . 1 e ” L - "AUn L “jold VOILVWILVIN
- -- - -- - s -- "AlUnN 1D
€ 2 1 - e - - "AlUN WL "Joid VIDO10d0L
1 - f = - - = ‘Alun 1B A VIH1INOIO
- - - - = ~ - "Aun 3 °1 joid
- - - -- - - - ‘AlUn 9S3 1D VAILYH3dO
£ I I I -- - - "AlUn I “Joid NOIOVDILSIANI
2 = - - 1 -- L "AUN “1eD 3 VOLLSIaVL1ST
= 5y - - s - - ‘Aun 3 "1 joid
- o - - s = -- "AlUn "9S3 1BD OJILVANILVIN
e L - L -- 1 -- ‘AlUN UL Cjoid SISITVYNV
" - - L - == - ‘AUN 1B
[elol | S9-1961 | 09-9G61| 6S-1S6L| 0S-9v61 Sp-ip6L| OP6L — ugoung OJUBILIOOUD Bp |

VIONVLSIA ¥ NOIOVYONA3 3Ad TYNOIJVN PEPISISAIUN

‘sease A sapepisiaaiun Jod Seonelwsiep ap OLBISISAIUN OpeIoSajold ooyeibowsap oipnis3

cg

JOIAN3dV

ealy




61 S 9 E g ! - ‘Aun 3 L Joid
4 - 4 ~ - ! ! 'AUN "053 18D vavoridv
€2 8 S l S 2 g ‘MU UL Joid VOLLYWILYW
8 L v - - g ! ‘AUN 1ED
- s - == = - - ‘AlUN 3 'L jold
= -- = . i % = AlUN *983 18D VAILYH3dO
L 2 € - o | - ‘AUN UL J0Id | NOIOVOILSIANI
£ - L - - L ! ‘Aun 18D | 3 VOLISIAVIST
oL [ S9-1964 | 09-9561| SS-1561[ 0S-9v6L | Sv-iv6L| ovel uguny | oaiwoouoo ap
Baly
VNNTV.LVO 30 VOINOILITOd PEPISISAILN
‘sease A sopepisiaAiun Jod seojewsjely sp OLBJISISAIUN OpeloSsjold ooyeibowsap oipnisy
zd  30I1AN3dV

51 2 v z € € ! ‘AN "3 "L Joid

| - - - - - L ‘AIun "0s3 1e) vavordy
L = e g = l 2 ‘AU UL Joid VOLLYWILVIN
— — _ — - - - AU e

! - - - - I - AN 1L joid VID0TOdOL
! - L - - - = AUN 18D A YIH1IWOID
- == - -- - - = ‘Alun '3 "1 joid

- = - = = = " 'AlUN "9S3 ‘18D VALLYH3dO
€ I - - - - g ‘AUN UL J0Id | NOIOYOILSIANI
% = = = -- % = AUN 1D | 3 vOILSIAY.LST
4 ! ! = | ] - "AUN 3 °LYold | YOILYWILYI V1
4 - L - - - L AU 9s3 1 | 30 ¥OlLOvaId
= = e == == - - "AUN 3 "1 joid

- - - - - - - ‘AUN "953 18D OOILYWILYW
S l 1 2 - ! - "NUN UL Joid SISITYNY
g " - - : - } AN 189

: - - ] = = - EMERNRE

- - -- -- - - - "AlUn 93 18D

- - - - - - - ‘MU UL Joid Va3V
! - = - = = £ ‘AUn ‘18D

oL | $9-1961| 09-9561| SS-1G6L[ 0S-9¥6L [ Sv-tv6L| O¥6l - uound | OJUBIWPDOUGS op

‘seaJe A sopepisioAiun Jod seonewsiey ap OLEBJSISAIUN OPeIoSajold ooleibowap oipms3

OOSVA SIVd I8P PEpPISISAIUN

cg

3FOIAN3dV

ealy




14 == e c 4 == == ‘Alun '3 1 joud
3 = B I = B -- "AlUn "0S3 1D vavolridv
c == c - - -- -- ‘AUN )L joid VOLLYWILVIA
-- -- -- - -- -- - "AlUN ‘1BD
[elol | S9-196L | 09-9S56F | SS-1S6L| 0S-9v61 SP-Lv61 orel — uoiund OJuSIWIOoU0d 9p
Baly
SYIWTVd SV1 3A VOINDILINOd PEPISIBAIUN
‘seale A sapepisisAiun Jod Seonewaiey ap OLB}ISISAIUN OPRIOSajold odyeibowap olpnis3
4z | F01AN3dY
ve S 6 € S ! I ‘Alun 3 'L j0Md
€ % ! == -- - c ‘AlUn "0S3 1ed vavoridyv
8 } 14 == I I l ‘Alun 1L jold VOILVW3LVIN
8 - i I € c e "AlUN ')
= - - 7T - . . . ‘AlUn 3 "1 joid
I =" == = == 3 == ‘AlUn oS3 1D VAILYH3dO
S } I == 8 e 4 "AlUnN U Cjoid NOIJOVOILSIANI
4 s = - - * C -- ‘AN 1e) 3 vOI1SIdVv1isd
[elol | S9-1961 | 09-9S561 GG-1S61 | 0S-9v61 Sv-1v61 ovelL — uoioung ojusiwioouod ap

VIONTTVA 3d VOINOILINOd PEPISISAIUN

‘seale A sopepisioniun Jod Sedewaley ap OUBNSISAIUN OpeIoSajoid ooyeibowap oipnis3

cq

301AN3dV

ealy




144 L vi 8 é 14 S ‘Aluf) "4 1 jodd
/ f | 2 s L 2 "AlUN "9ST 1BD vavolridv
0S Gl 9 9 9 L (0] 8 ‘AlUn UL joid VOILVWILVIN
144 £ L 3 1% S 0l "AlUN 1B

‘Alun '3 1 joid
- - an = - - - "Alun 0s3 1B)D YAILLYH3dO
ol 9 z s = a5 2 "AIlUN U Cjoid NOIOVOILSIANI
£ = o - L 2 - ‘AlUN 1eD 3 vOI1SIdv.1S3
= - - = == 2% e "AlUnN "3 "1 'Joid
e = - - - - = "Alun 953 18D OJILVINILVIN
L - s = 1 -- - "AlUN UL Cjoid SISITVYNY
- - - s s wa = ‘AlUN 1ED
[BloL | G9-1961 | 09-9S6L| SS-1S6L| 0S-9v6L | Sv-Lv6lL| op6L — ugund OJUBIULIOOUCD Bp

"seale A sopepisisAlun Jod seonewsiep Sp OLEBJISISAIUN OPeIOSajold 0oyeiBowap olpnisy

AlddviN 33 VOINDILINOd pepisiaaun

cq

F0IAN3dV

ealy




€ = 2 - b = = ‘Nun 3 'L j0.id

L s = - . - 1 "AUN "0S3 1D vavolidyv
- - = - - - - "NUN WL joid VOILYWILVI
- - - - - = 5 "AIUN 1BD

= - > - - - - RETRDE V5010401
e - - | = 5 £ "AIUN ‘1D A VIHLINOIO
- - - ~ ~ - - "Alun "3 "L Joid

- i — = s = = "AIUN "0S3 1D VAILYH3dO
1 - 1 = - - - ‘AU UL JoId | NOIOVYOILSIANI
1 - - - | - - ‘Aun 1D | 3 voILSIavLss
3 - = 2 1 - - “AUN 3L J0id | VOILVWILVYN V1
L - - - - - = "AlUN '0ST 1D 30 v2110vaIg |
g - - 1 2 € 2 "NUN UL Joid |

I - - - - - b "AIUN 18D VIWONOY.LSV
- - - - -- -- -- "Aun "3 "L joid

- - - - - - = ‘AlUn "0s3 18D OOILVWI LYW
1 5 = L - - - "NUN N1 “Joid SISINVYNVY
z - - - - 2 o "AIUN 1BD

= = = = = == = "AUN 3 "1 Joid

- - - - " - o ‘AlUN "0S3 1B

- - - - - - = "NUN WL “JOid vdg3IoTV
1 e e - -- - b "AUN ‘18D

1ol | S9-1964| 09-9S61| SS-1S6L| 0S-9v6L | SP-kv6l| OvV6l ugrun OJUBIWIO0UCO 8p

‘sease A sapepisiaaiun Jod Seonewalepy ap OLE)SISAIUN OpeIOSajold ooyelbowsap oipnis3

VONVIWYVYIVS 8p PEPISISAIUN

(42

321AN3dV

ealy




L = , z r _ 2 MERREE
2 - - - . i P AN 983 1) vavordy
9 - y 2 - - - AU YL Joid VOLLVWILYI
> P - e _ - - AU 1BD

ot F 3 y 2 = - AU WL JOId VISOT10dOL
2 - - - _ - F AUNIBD | A VIHIIWOIO
2 P = = ! = = 'AUA 3 'L Joid

- - - - - - ~ 'AUN 953 "1eD VAILYHIdO
2 - S 2 - - - AUN ULJ0ld | NOIOVOILSIANI
- - - - - - - Aun1ed | 3 vollsigvis3
Z = g ! = F = "AUN 3L J0ld | VOILVNILVA V]
_ - - - - - F AUN oS3 | 30 volLovaIg
! = = F = = = 'AUN UL Joid |
- - - - - - = AU 18D VINONOHISY
- - - -- - - -- "AlUN "3 "L Joid

- - -- - - - - ‘AN 953 "1eD OOLLYWI LYW
8 _ 2 2 _ 2 - ‘AU ML JoId SISITYNY
S = - - 2 F 2 AUN 18D

-- -- -- - - -- -- "AUN "3 °L Joid

F - _ - - - - ‘AU 953 18D

6 1 2 £ - e * AU YL JOId vHEIOTY
2 - - - - 2 - 'AUN “1eD

0L | S9-1961| 09-9561| S3-1S61| 0S-9v6F | Sp-I¥6L| Ov6l — UoUN | OjUBIWIOUCO Bp

‘seale A sepepisiaalun Jod SeoneWaleN 8p OLIBIISISAIUN OpeI0Sajoid ooyeiBowap oipnis3

OOVILNVS 8p pepIsiaAiun

cg

301aN3dVY

Baly



0l Z ! S g - ~ ‘AU '3 °1 joid
p - - - s % 4 "Alun *9S3 ‘1B vavondy
6 2 } € € - - "AUN UL Joid VOILVWILVW
£ - - ! - ! ! ‘Aun 1D
¥ 1 = | g - - "AUN UL Jold VIDO10dOL
L - -- — - - _ ‘AuN 1D A VIH1INOID
1 1 -- - -- - - ‘AUn 3 "L Joid
| i -- N - - = ‘AN "9S3 18D VALLYH3dO
9 1 - € e - - ‘NUN UL J0id [ NOIOVOILSIANI
£ = ! ! - ) - Aun eD | 3 vOlISIav.LST
¥ 2 ] = ! - - "AUN 37170 | VOLLYVWNILYN VI
L 1 - - - - - Aun9s31eD | 30 vOLLOVAId
F - - - C - - "AUn "L Yjoid
- = - = -- - - 'AUN 1D VIWONOHLSY
g - ~ - - - 'AUN 3 °L Joid
-- - - - - - "Alun "953 1e OOILYWI LYW
€ - v € & ! "AUn UL 7Joid SISITVNY
- 1 - | ! - ‘AUN 1B
- - - - - - "AlUN ‘3 'L 'Joid
- <& = = - -- "Alun 2S3 1D
g 4 l - - - "AUn UL Joid vHa3ov
- - - = | 5 ‘AUN 1eD
G9-196L | 09-9561 | SS-1S6L| 05-9¥6L | Sv-Lv6L| O¥6l ~ ugiound [ OJUBIWIOOUCO Bp
Baly

VT1IAIS ©p PEPISISAIUN

‘seale A SapepISIaAlun Jod Seonewalepy ap OLBJISISAIUN Opelosajold ooyeibowsp olpnis3
cd 321AN3dV




= == s -- -- -- -- "AUn "3 'L joid

-- -- > - = = -- ‘Alun 083 1e) vavolridyv
S I C e c = == ‘Alun I joid VOILVW3ILVIN
e - e -- - -- -- "AlUN “1BD

9 2= 4 14 L = = AU U CJoid VIDO10d0L
2 - | -- -- -~ b “Alun 1e) A VIHLIWNOIO |
= % == = - -- -- "AlUN "3 "L Joid

-- -- o == -- -- ‘Alun 0s3 1e) VALLVH3dO
vi § 9 14 € = s ‘AlUn U Cjoid NOIJVDILSIANI
1 == = 2 § == = ‘Al "1en 3 VOLLSIgV.LS3
ol - ~r 9 £ L s “AlUN "3 7L joid VOILVWNILVIN V1
L4 -- -- | -- - € ‘Alun) "9s3 1eD 340 v2110vdid
14 A = = } § - ‘Alun 1 “jold

- i = s -- = 5 ‘AlUN 1e) VINONOY1SY
g - ~ ” ﬁ - - ‘Aun “3 "L joid

-- -- <= - -- - = "Alun) 083 1B O2ILVWI LYW
oL € Z € c -= - ‘AlUN 1 jold SISITVNVY
€ == == == [ = I AlUN 18D

= 1 - L -- - s ‘AUn "3 °1 joid

I = I =% == = - "Alun 083 1e)

9 ! 4 } 4 -- = ‘AUN H “jold vd8391v
2 L - s L -~ - “Alun 1en

[elo] | S9-196L | 09-9561 GS-1S61| 0S-9v61 SP-Lv61 ovel — uorun4 OJUSIWIDOUCD ap

VIONTTVA 8p pepisisAlun

‘seale A SIpEPISIBAIUN Jod Sedliewalel\ ap OLEJISI2AIUN OpPeIOS3j0id OO_..-N._DOE@U olpnis3

(A

AJ1AN3dV

Baly




91 4 € S S == ! "AlUN 3 'L joid _
I -- - - -- I == ‘Alun "9s3 1ED vavoidyv
0l = S - £ - [ ‘Alun 1 joid VOILVW3LVIN
2 G = [ = =2 -~ “AlUn 1eH

€ - c l - - -- ‘AU I Cjod VI©DO10d40L
I e = i == I -- ‘AU 1eD A YIH13NWO3ID
b -- - | - = -- ‘AlUn '3 "L joid

7= = = == == - -- ‘AU "0s3 1eD VAILLYH3dO
9 ve &5 £ £ == e ‘AlUN UL 'joid NOIOVOILSIANI
| -~ I -~ -~ &2 =% ‘Alun 1ed 3 VOLLSIdV.1S3
- -- -- - - -~ - "AUN 1L ‘Joud

L -- -~ -~ - = | ‘AlUn 18D VINONOYLSY
- = = e == o= - "AlUn 3 "L joid

I - - - % = 3 "AlUn 983 1ed O2ILVWILVIN
14 - ! 3 ! -- 3 "AUnN YL “joid SISITVYNY
£ = == = - } C ‘Alun e

I -- - - == 3 = ‘Alun '3 "L joid

-- -- -- - - -- -- "AlUN "9ST 1BD

£ e c == 1 -- - ‘Alufn Y “jold vHEe391Vv
£ -- ¥ I I L - ‘AU 1BD

[eloL | S9-1961 | 09-9961 | GS-1S6L| 0S-9¥61 Sv-Iv61L ov6l uopun4 OJUBIWIOOUOD Bp

'seale A sapepisiaaiun Jod seonewaleyy ap OLENSISAIUN OPeIOSaj0ld oolyelBowap olpnis]

anoavIIvA 8p pepisiaAun

cH

30ION3dY

ealy




zl v = € ] € | ‘Aun "3 L Joud

€ - - - = - > ‘Alun "983 1) vavoIdv

vl % 9 S > - = ‘AUn UL “joid VOILVWILYW

S - ! = - 4 - Aun 18

8 g - £ € - = "AUn UL “Joid VID010dOL

_ - - = - - ! Aun 1. A VIH13NOID
‘Aun "3 7L joud

o = - - s - - ‘AN "0S3 1BD VAILYH3dO

S = € | } = = ‘AUN WL 7J0id [ NOIOVOILSIANI

2 - s ! - - : Aun ) | 3 VOILSIgVIST

6 o g - y G L "AUN 3L 0Md [ VOILYWILVIN V1

- - - = - - AN "9s3 18D 30 ¥2110vaIg

¥ - 2 ~ I | - ‘AUn WL 7joid

= - - = = - = ‘AuN 18D VINONOH1SY

g ” - g - - - ‘AU "3 "1 joid |

l i - - = _ - "Alun "9s3 1eg OOILYWI LYW

L = ¢ g € ! -- ‘AN UL Joid SISITYNY

£ - - = - | g AUN 18D

€ - = - g _ = 'Aun '3 "1 Joid

= e -- #E == == o "AlUN "0s3 '1e)

S = - v ! - = ‘Aun UL Joid vHE3IDTV

£ - s _ ! ! = NUN 1B

[I0L | S9-196}| 09-9561| SS-1S6L| 0S-9v6L | SP-Iv6L| Ovel — ugoung | OUSILIOOUCD Bp

'seale A sepepisiaAlun Jod Seonewalepy 8p OLE)ISISAIUM OPEIOSaj0id ooyesBowasp oipnisg

VZOOVHYZ 9p pepisiaAiun

cd

301AN3dV

ealy




Reconocimientos:

Al Departamento de Matematicas de la Universidad de Zaragoza y particularmente a
José Antonio Martinez Herranz por su paciente y eficaz composicion del texto mediante
ordenador. Al Secretariado de Publicaciones de la Universidad de Zaragoza por su
esmerado trabajo de publicacion. Y a todos cuantos han facilitado la redaccion de esta

memoria, particularmente a mi mujer por sus acertadas observaciones.

Observacién: El ojo del dios Horus de la portada, se tomé de un papiro cuya fotocopia es
Z LIENTTR T T
" =5 i B
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S RmE W iSEETT B el 21 N et s R iR | S S
Nota: En la portada sobre la silueta de un conjunto de Mandelbrojt, se representa e

I ojo del dios halcon, Horus, de
la mitologia egipcia con cuyas partes expresaban las distintas fracciones de numerador la unidad. En las medidas

de capacidad, para los cereales y en las medidas agrarias, los egipcios han conservado un procedimiento
antiquisimo para escribir las fracciones obtenidas, dividiendo por 2 la fraccién inicial % . La figura mas abajo
ilustra ese procedimiento grafico. Los simbolos de Ias fracciones se derivan de un mito arcaico segun el cual el ojo
del dios halcén, Horus, le fue arrancado y despedazado por el dios Seth. Véase tal representacion y el ejemplo
siguiente en el tomo primero de la “Historia General de las Ciencias” dirigida por R. Taton, edicién de 1988 por la
Editorial Orbis, Barcelona. En él se indica que el ojo de Horus, llamado Udyat -literalmente el (0jo) sano-, combina el
ojo humano -iris, pupila y ceja- con los trazos cromaticos que rodean el ojo del halcdn. Tomadas por separado, cada
una de las partes de ese ojo magico designan:

AP S Of: b Db ok G

Y Y como el total de esas fracciones suma 63/64, indica suponen que el 1/64 que falta

-'/6¢ 3 (para establecer la unidad) fue procurado magicamente por Thot, el dios Ibis, cuando

consiguié encontrar y reunir el ojo despedazado para devolvérselo a su propietario.

Ojo de Ho-

rus que simboliza fas

fraccionmes 1/2 1 /4  ejemplo:
o 1 /64, 50 A

Este modo de escribir las fracciones se limita a los cereales y se cita el siguiente

1 1 1 zi)
Ry Vi — | =14 — | fanegas
Ao o 32( 32

Considera otros dos sistemas graficos, pero lo importante es recordar que en os tres sistemas 0s egipcios

sélo consideraban fracciones de numerador la unidad, es decir, “partes alicuotas” de la unidad.
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