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Esta conferencia encddrase na campafia que a Facultade de Matematicas ven levando
a cabo para presentar 6 alumnado da universidade, non s6 de matematicas, e ¢ publico
en xeral este outro aspecto das matemadticas que a entronca co mdis profundo do

acervo culturalda humanidade.

O profesor Antonio Pérez Sanz € un recofiecido entusiasta e divulgador das

matematicas.

En 2000 elaborou para TVE 2 o ciclo El Universo Matematico consistente nunha

serie de 10 programas dentro da serie La aventura del saber

- Pitdgoras, mucho mds que un teorema (Mencidn honorifica nos Premios
Prismas da Casa das Ciencias. A Corufia novembro 2003)

- Historias de pi

- Numeros y cifras, un viaje en el tiempo

- Fermat, el margen mas famoso de la historia

- Gauss, el principe de las matematicas

- Euler, el genio mas prolifico

- Newton y Leibniz. sobre hombros de gigantes

- Las matemadticas en la revolucion francesa

- Mujeres matematicas

- Orden y caos: la busqueda de un suefio

El Universo Matematico foi galardoada no Festival Internacional Cientifico de

Pekin de 2002, co Premio Especial do Xurado d divulgacion cientifica.



El Festival Internacional Cientifico de Pekin, ha galardonado a la
serie UNIVERSO MATEMATICO, con el Premio Especial del Jurado
en la categoria a la divulgacion cientifica por “sus meritorios valores
y por su creatividad” por la emision del documental "Pitdgoras,
mucho mds que un teorema', que mostraba que Pitdgoras no sdlo
habia aportado su saber famoso teorema, sino que puso también las
primeras piedras cientificas en otras materias como la Aritmética, la

Astronomia y la Miisica.

Asimismo, el Jurado destaco que el documental Pitdgoras mucho mds
que un teorema “con una produccion tan sencilla lograba tan alta
calidad en la explicacion para el piblico general de un tema

matemdtico y cientifico”.

El Jurado, que fallo los Premios el pasado 11 de diciembre, estaba
integrado por prestigiosos especialistas de Francia, Alemania, Reino

Unido, China, Estados Unidos y Japon.

Tamén dentro de La Aventura del Saber de TVE-2, nos curos 96-97 1996 e 02-03

elaborou o ciclo Matematicas en Accién que constaba de 13 programas:

El nimero Aureo.

Movimientos en el plano.

La Geometria se hace Arte.

El mundo de las espirales.

Conicas: del baloncesto a los cometas.
Fibonacci. La magia de los nimeros.
Las Leyes del Azar.

Numeros naturales. Numeros primos.
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Fractales... la geometria del caos.
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. El lenguaje de las graficas.
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. Matematicas y realidad.



A pesar de ser emitidos en el marco de la Television Educativa, los
programas no presentan un enfoque académico, en el sentido de responder a
una ensenianza reglada, es decir, no son clases de Matemdticas por
television. Su objetivo mds bien es acercar al gran publico aquellos aspectos
de las Matemdticas que convierten a esta materia cientifica en algo atractivo,
interesante y iitil en un sinfin de manifestaciones de nuestra actividad

cotidiana.

Sin embargo, los contenidos, la estructura y el enfoque divulgativo de los
temas tratados hacen que estos programas puedan servir como material
diddctico aplicable directamente en el aula para alumnos de ensefianza
secundaria, pero confio que puedan resultar interesantes no solo para los
alumnos de estos niveles sino para alumnos universitarios y para los

profesores de todos los niveles.

O profesor Pérez Sanz ten pronunciado varias conferencias e colaborado en varias

revistas de e congresos profesores de matemadticas entre as que destacamos a modo de
exemplo as duas seguintes:
-Educacion Matematica e Internet: Una introduccion para profesores de
secundaria
-CABRI en internet
Comunicacion de Matemadticas nas III Jornadas sobre Calidad de Ensefianza e
Innovacion Educativa. 2001 Articulo publicado n® 36 da revista da Federacion

de Sociedades de Profesores de Matematicas, SUMA.

Para unha madis ompleta informacién:

http://platea.pntic.mec.es/~aperez4/
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Matematicas y Naturaleza

La historia de las curvas es uno de esos hech@matitos que dan material para mas de una
novela, aungque hoy sélo construiremos un relatoebr® para empezar quiero invocar la
autoridad que sobre estos objetos mateméaticospootaa dos grandes genios:

“El Universo es un libro escrito en el lenguaje dess matematicas, siendo sus caracteres
triangulos, circulos y otras figuras geométricasn $as cuales es humanamente imposible
comprender una sola palabra; sin ellos solo se capgira vagar por un oscuro
laberinto”

Galileo Galilei

“La mente humana, previa y libremente, tiene quenstruir formas antes de encontrarlas

en las cosas”
Albert Einstein

Aunque a un nivel mas doméstico pero también mésquoquizas sea mas conveniente esta
cita de un profesor asturiano:

“Las curvas son los paréntesis de las ideas”
José Manuel Alvarez Pérez

Aunque en apariencia poco tienen que ver este mmnfle objetos naturales, tan familiares por
otra parte:



Con este otro conjunto de expresiones matematicas:

Y... MATEMATICAS

(x—a)'(x" + v*) = b'x*

A lo largo de la conferencia veremos que la relae® mas estrecha de lo que podiamos
imaginar



Un Universo lleno de curvas

A pesar de estar el universo fisico que nos rddea de curvas, sin embargo en nuestras aulas
sucede algo muy extrano:

e ElI mundo casi siempre es un PLANO, cartesiano... adem

» El espacio tridimensional sélo llegard en 2° dehblecato y inicamente para los
alumnos de ciencias...

e Las lineas siempre son rectas, las figuras polg¢megulares a ser posible) y los
cuerpos prismas, cilindros, piramides o conos..nas improbables

Coged un coche y salid de la ciudad y parad erzona no habitada... buscad alli una recta,
una superficie plana, un poligono regular o untdeolidos citados... realmente os va a
resultar dificil encontrarlos. Porque en el munekl.r.

¢Existen las rectas?, ¢ de verdad hay superfit@mente planas?, ¢ el Universo es plano?,
Jliene ecuacion esta flor?

La Naturaleza es poco prodiga a la hora de mosdaas, planos y cuerpos regulares, sin
embrago nos ofrece un amplio muestrario de todsedig curvas: circulos, espirales, elipses,
pardbolas, hipérbolas, catenarias, braquistécoamediodes, cicloides, concoides...

De todas ellas, con mayor o0 menor detalle nos seopzs un poco mas adelante.

Pero como en toda buena novela, hay que empezat poncipio. Y en el principio fuerolos
puntos, las rectas, los dngulos y los circulbs .Geometria de los Elementos de Euclides. Es
curioso que en los Elementos no aparezca ni uaacaola distinta de los circulos.

Pero también en el principio, incluso antes deliies, habia dos problemas clasicos, que
sorprendentemente tiene mucho que ver con estaiiide curvas:

» La duplicacién del cubo; el mandato del ordculoDi#os, para acabar con la peste en
Atenas: Construir en el templo de Apolo un altanajante al existente pero que fuese el
doble de grande...El altar tenia forma cubica

» La triseccidon de un &ngulo cualquiera utilizando ségla y compas.



Platén. Las sombras en la caverna

Aunqgue Platén es un heredero de las mateméaticagopitas su concepcién filosofica global
afectara durante muchos siglos al papel reservalis anateméticas en su relacion con la
naturaleza:

» Las mateméticas constituyen un universo de idedspendientes del mundo de los
fendbmenos.

* Forman un lenguaje intermedio que permite a pdetito sensible apuntar al mundo de las
ideas.

Platén considera a las mateméaticas comiencia liberal y desinteresadaindependiza las
matematicas del pragmatismo empirico y de la atilichmediata, liberdndola intelectualmente
de instrumentos materialggmrque «tienen la mision pedagdgica de formar nmebien hechas,
cumpliendo con el fin propedéutico de servir deoidticcion al estudio de la Filosofia
(Platén).

El Timeo. El primer modelo cosmogdnico de caractgométrico

“La esfera y el circulo, las formas geométricasfpetas, la armonia de la lira, las mateméaticas
y la musica de la mano en la primera victoria deden sobre el caos.

Platén el famoso filésofo griego fue mas all4, #iado a afirmar que Dios, el creador del

Universo, utiliza siempre procedimientos geomégico

Convencido de la actuacion de Dios como un geome&ia@on en su dialogo Timeo, asocia
cada principio elemental con uno de los poliedregulares, los sdlidos platdnicos:

El fuego, el elemento mas ligero, es el tetraeflmonado por cuatro triAngulos equiléteros, el

sélido regular mas sencillo.

El aire, el segundo elemento se compone de odmugulos unidos entre si: el octaedro.

El agua naceria de la union de veinte triangulosikgeros. Seria el icosaedro.

La Tierra el elemento méas pesado lo formaria lanién de seis cuadrados, un cubo.

Y termina Platén diciendo:

"puesto que todavia habia una quinta composicibdios la utilizé para el universo cuando lo

pinto"

Esa quinta composicion es el dodecaedro, un séédalar formado por 12 pentagonos.

¢ COmo poder sustraerse a la increible belleza denadelo geométrico tan armonioso como
suprema expresion del orden en el Universo?”

Platén, en efecto es el autor de una de las prrierdativas de buscar un modelo geométrico
para explicar la estructura del Universo. Y sipdagoricos habian colocado en el principio de
todo el nimero como principio de todo lo tangilflaton va a colocar al triangulo y los cinco

sélidos platénicos en el modelo cosmogdnico masqmede la historia de la ciencia.

Aristoételes. El reino de las esferas y los circulos

Para Aristoteles, un poco mas realista, el objetlasl mateméaticas stas formas extraidas de
la naturaleza, es lamodelizacion de las regularidades empiricas que groducen en la
realidad. Esta vision va a dominar la historia de las matsas hasta bien entrado el siglo XX.

Por su influencia y tras la aparicién de los Eleimerde Euclides, los puntos, las rectas, los
angulos, los circulos y las esferas... las formedeptas, los poliedros regulares van a
constituirse en las armas casi exclusivas pargomatiar la Naturaleza. Las formas imperfectas,



las curvas extrafas, los poligonos no regularessdtidos distintos de los conos, los cilindros y
las esferas...quedan expulsados del universo métem&odlo Arquimedes y alglin otro
contestatario se preocupara de mirar con ojos ndgiys esas otras formas que se rebelan
contra Platon y Aristoteles.

“Aristoteles situard la Tierra en el centro del
Universo y el frente de batalla entre el orden y el
caos en la esfera de la orbita lunar. Por encima de
ella el mundo celeste, perfecto inmutable y peipetu
el reino del orden.Por debajo el mundo terrestre,
constituido por los cuatro elementos Tierra, Agua,
Aire y Fuego intercambiandose entre si; un mundo
imperfecto, cambiante e impredecible. El reino del
caos.

Pero algo viene a romper esa armonia perfecta del
mundo ideal por encima de la Luna. Los planetas
conocidos describen orbitas erraticas sobre el toul@ estrellas fijas. De hecho el término
planeta significa "erratico" o viajero. A vecescinso parecen retroceder en sus orbitas.

¢ COmo encajar estos hechos con un modelo geométdat? Aristoteles recurre a un modelo
fisico basado en esferas de éter en las que seemueg planetas. Estas esferas se van
acelerando y frenando unas con otras. El complegcanismo necesitaria de 56 esferas
distintas para poder explicar los movimientos apaes de los planetas.”

Ptolomeo. Circulos y mas circulos

Por desgracia para la Ciencia este modelo, basada esfera y el circulo, permanecera
intocable durante dos mil afios. Los matematicostyomomos tendrdn que crear auténticas
filigranas mateméticas para hacer encajar las wésienes del movimiento de los astros con el
modelo aristotélico.

Y al frente de esta tarea monumental se colocad@dtolomeo en el siglo Il d. de C. Su obra
"Sintesis Matematicapasara a la historia con el nombre de la tradac&idbe El Almagesto
que significa "el muy grande”.

Para explicar el movimiento de los planetas regpletda idea de que s6lo se pueden mover en
oOrbitas circulares Ptolomeo va a inventar un inggmimodelo geométrico: los epiciclos y los
deferentes.

A cada planeta, incluidos el Sol y la Luna, leg@aiun circulo imaginario llamado deferente.
La Tierra esta en interior de este circulo, aunguenecesariamente en el centro. El planeta
girara en un nuevo circulo llamado epiciclo cuynteeserd un punto del circulo deferente. A
moverse el centro del epiciclo a lo largo de laedsite, al planeta se acerca o se aleja de la
Tierra lo que explicaba a la perfeccidn los cambi@srillo de un mismo planeta observados en
distintos momentos del afio. Ptolomeo pensaba queatidad los planetas no se movian asi,
pero su modelo geométrico explicaba a la perfectmogue cualquier astronomo veia en el
cielo.

Los astrbnomos que vinieron tras él tomaron su foodemo un dogma y aplicaron penosos
célculos matematicos para realizar tablas que jpestii la posicion de todos los planetas
conocidos. Uno de las mas completas fueron lageyetastellano Alfonso X el sabio. Las

famosas tablas alfonsies. Su elaboracion era taple@a que le hicieron exclamar al sensato
rey Alfonso:"Si el Sefior Todopoderoso me hubiera consultadesade embarcarse en la

Creacion, le habria recomendado algo mas simple".



Aunque hoy nos parezca ingenuo el modelo geométadetolomeo, desde un punto de
vista exclusivamente matematico resulta de unaerguncreible. La idea de hacer
rodar circulos sobre circulos, nos abre las puertas sugerente mundo de curvas
mecanicas generadas mediante el movimiento unifornggie nos introduce en un

paraiso de curvas. Astroides, cardiodes... y helgiaes. Si, aunque parezca increible
los epiciclos y deferentes de Ptolomeo pueden genébitas circulares y elipticas.

Ptolomeo

Epiciclos y
deferentes

Anima ef planeta v el centra del
ommcro

Marca traza sobre ef plansta.

Astroide. Animacion generada con Cabriweb

La herencia aristotélico-ptolemaica ha llegado aenzpn ciertas modificaciones impuestas por
la tenacidad de los hechos en la historia, hastatras aulas actuales de matematicas, sobre
todo en secundaria, donde un estudiante puederaebhbachillerato sin conocer mas curvas
que los circulos y las conicas.

El Renacimiento

El modelo matematico de Ptolomeo es demasiado legomp poco util a la hora de hacer
predicciones a largo plazo. Copérnico pone en nmanomuevo modelo matematico que mejora
las predicciones y sobre todo que es mas senddidvara de calcular. Coloca al sol en el centro
del sistema y hace girar a todos los planetasafradedor. No abandona las érbitas circulares ni
los epiciclos, pero siembra el germen de un cardbigaradigma cientifico que llegara a la
cumbre con Galileo: la experimentacion y la obsddra de la realidad como criterio de
validacion de la teoria cientifica.

A finales del siglo XVI, un joven toscano va a hatesnblar los principios de la interpretacion
del universo fisico, tanto por debajo como por macde la frontera de la esfera lunar: Galileo
Galilei.

En el mundo terrestre, intentando descubrir lasdepue rigen el movimiento de los cuerpos. En
una época en que las disputas politicas se aresglan excesiva frecuencia a cafionazos, nadie
se habia parado a investigar cuél era la trayectedl de un proyectil. Galileo descubrira que
cualquier bala de cafion describe un arco de par&mdes de impactar en el blanco. Pero
también descubrira que todos los cuerpos caerel san la misma aceleracion.



Galileo sera el fundador de una nueva ciencia,ifantdtica e intentara explicar todos los
movimientos mediante leyes matematicas. Los eférciel orden matematico sitian el frente de
batalla contra el caos en la misma superficie s&ee

Pero un extrafio instrumento inventado por los ht@aes va a hacer tambalear toda la doctrina
oficial de la Iglesia basada en las ideas aristaigl el telescopio. Gracias a él, Galileo va a
destrozar una vision del universo que habia preiilanas de dos mil afios: el mundo mas alla
de la Luna no es tan perfecto como decia Arist®tédel una no es una esfera perfecta sino que
presenta crateres como la misma Tierra, Jupitee teatélites que orbitan a su alrededor... y
hasta el Sol tiene manchas.

Le costaria la vista y casi la vida pero habiaedesdo la vieja idea de que la Tierra era el
centro del universo. Y habia conseguido algo muchés importante: convertir la
experimentacion en el motor fundamental de la éenh@ Iglesia le condeno, pel@ Tierra se
mueve..

El mundo de las conicas: Menecmo, Apolonio, Kepler

Kepler construiré toda su teoria y descubriradsied del movimiento de los planetas basandose
en las precisas observaciones de Tycho Brahe. tadlebde Marte, la lucha de los calculos de
Kepler contra las observaciones de Tycho va a srpanderrota del circulo aristotélico y la
victoria de las conicas de Menecmo y Apolonio. Lianpra de sus famosas leyes va a traer a la
elipse al primer plano de la ciencia:

Primera LeyLos planetas describen Orbitas elipticas en unow@s focos esta el Sol.

Repasando las excentricidades de las érbitas depléowetas del sistema solar nos sigue

pareciendo un milagro que Kepler saliese triunfadioresta batalla. La excentricidad de la

orbita de Marte, la mayor, tras la de MercurioJafeplanetas conocidos en la época, no llega a
una décima.

Mercurio

Venus

Tierra

Marte

Japiter

Saturno

Urano

Neptuno

Plutén

0,206
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0,017
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4 500,2

Orbita de Marte trazada con wimplot

Ni el ojo del pintor mas experto distinguiria unbpse con esa excentricidad de una
circunferenciaPero Kepler era sobre todo tenaz y meticuloso.



Las conicas, esas atractivas curvas matematicadiaas por Menecmo y Apolonio hace

tantos siglos van a constituir una imprescindibégrdmienta matematica para explicar el

mecanismo celeste. La eficacia de las matematicas$ grimero de los momentos estelares de
la historia.

Los albores de estas curvas entroncan directarnentks dioses griegos, al menos con Apolo.
Segun la historia, aunque un poco adornada dedayema mortifera peste asolé Atenas alla
por el afio 430 a. de C. Incluso Pericles perdigda. Los atenienses se dirigieron al oraculo de
Delos para preguntar qué tenian que hacer pararacah la maldicion que amenazaba con
acabar con la ciudad. El oraculo les dijo que jpargentar a los dioses tenian que duplicar el
altar de Apolo, que tenia forma cubica. Nace amfeda historia y la leyenda, uno de los tres
problemas clasicos: la duplicacion del cubo.

Menecmo es uno de los muchos que van a intentveesl problema: dado un cubo de arista
a, encontrar arista de otro cuyo volumen sealdkedo

El primero en abordar la cuestion fue HipOcratesQuéos, quien redujo el problema al de
intercalar dos medias geométricas o proporcionaid® la magnitud que representa la arista
del cubo primitivo y la correspondiente al dobldaeiisma.

a_x_Yy
X Yy 2a
Encontrar los valores de x e y equivales a res@str sistema de ecuaciones cuadraticas
2
xX*=aly
, = x®=2a°
y® =2alX

Menecmo se dio cuenta de que geométricamenteglelgpna consiste en encontrar el punto de
corte de dos conicas, de dos pardbolas, como easel de arriba, o de una pardbola y una
hipérbola.

*

jLas coénicas hacen su primera aparicion en la rastpara resolver el problema de la
duplicacion del cubo! Por desgracia para Menecmopmrar el punto de corte de esas dos
cobnicas es un problema que no se puede resolveegtany compas, como demostrd en 1837 el
francés L. Wantzel.

En el Renacimiento, si la elipse es la curva dddfela parabola sera la de Galileo, el padre de
la cinemética. Sera él quien descubra que cualquigyectil lanzado al aire describe una
trayectoria parabodlica. Dos conicas para explioarrhovimientos, tanto de los cuerpos mas
préximos a nosotros, a la superficie terrestre ctmmanas alejados en el cielo. Newton con su
ley de gravitacion universal y con la demostradémgue toda drbita de un objeto celeste es una
de las tres conicas pondré la guinda en el pastigisicurvas de Apolonio.



Si Apolonio realizé un estudio exhaustivo de eatilia de curvas, y Galileo, Kepler y Newton
las colocaron en el centro de la explicacion derlogimientos celestes, un joven Blaise Pascal,
va a encontrar uno de los pocos resultados que g@shron por alto a Apolonio, en un famoso
opusculo desaparecido, titulatiobre las cénicas”

“los puntos de interseccion de los pares de ladmsestos de un hexagono inscrito en una
cbnica estan en linea recta”

El célculo diferencial permiti6 a Newton atacaestudio y la clasificacion de otras curvas de
grado mayor que dos. En Emumeratio linearum tertti ordinise 1676 nos describe hasta 72
curvas de tercer grado, aunque alguna se le escapo.

Arquimedes, Bernoulli. El mundo mégico de las espir ales

"La espiral es un circulo espiritualizado. En larfea espiral, el circulo, desenrollado,
devanado, ha dejado de ser vicioso... La vueltaesigla vuelta, y toda sintesis es la tesis de la
nueva serie..."

Vladimir Nabokov

Ninguna curva ha fascinado tanto al ser
humano, desde los tiempos mas remotos,
como la espiral. Su presencia en los
objetos vivos, tanto animales como
vegetales, tuvo que llamar la atencion de
nuestros antepasados desde los albores de
la humanidad.

No existe ninguna cultura que no la haya
utilizado como elemento simbdlico,
magico o simplemente ornamental. La
espiral ha acompafado al ser humano en
todo tiempo y en todo lugar... salvo en las
clases de matematicas de secundaria y de
universidad.

Ante las innumerables manifestaciones
naturales de las espirales, tanto de caracter
organico como mecanico, estas curvas no podian diejdamar la atencion de los matematicos




y ser objeto de su investigacion. Sin embargo, camgoropia forma sugiere son curvas
esquivas. No son curvas geomeétricas estaticas tuoicunferencia, las conicas o las lunulas.
Para construirlas se necesitan recursos mecaaigosgue crece o que se mueve.

Arquimedes. La espiral uniforme r =alé

Sin duda, al menos desde un punto de vista matnédiespiral mas simple es aquella en que
el radio varia de forma proporcional al &ngulo djraY a esta es a la que dedicé su atencién
Arquimedes, a la espiral uniforme, que desde eatonieva su nombre. La espiral
arquimediana.

De Arquimedes se conocen dos libros sobre la ge@m@lana, uno dedicado a la
circunferenciaPe la medida del circuladonde nos proporciona el salto a la fama del nome

y una de sus aproximaciones mas usadas hastaasue$as; y otro dedicado a la espiral
uniforme,De las espiralesUn libro complicado y de lectura dificil, dondegdimedes hace un
profundo estudio exhaustivo de la espiral uniforme.

En esta obra Arquimedes define, quizas por primemen la
historia, una curva mecanica, una curva basadareovemiento.

" Imaginaos una linea que gira con velocidad contgaalrededor

de un extremo, manteniéndose siempre en un misano,p} un

punto que se mueve a lo largo de la linea con iddoclineal

constante: ese punto describird una espiral"

El interés del sabio de Siracusa por esta curabashotivado por

un problema muy alejado del mundo de las curvasidaccion
del angulo. Arguimedes, gracias a la espiral umérdescubri6 un método para dividir un
angulo en tres partes iguales, y en general emtespguales.

Basta hacer coincidir el vértice del angulo
con el origen de la espiral, dividir el
segmento que va desde el origen al punto de
corte de la espiral con el segundo lado del
angulo en tres partes iguales y trazar por esos
puntos arcos de circunferencia hasta que
corten a la espiral.

Si unimos el origen con esos puntos de corte
tendremos los tres angulos que dividen al
original en tres partes iguales.

Por desgracia para las matematicas la espiral
A uniforme no se puede dibujar con regla y
compas.

Sobre las espiralegs una obra cargada de
sorpresas, que colocan a Arqguimedes en la cima destoria de las mateméticas. En ella
demuestra propiedades de las areas de las diferesp@as, tan sorprendentes, pensando que
faltan casi dos mil afios para que se invente eulzatliferencial, como estas:

"El area barrida por el radio de la espiral en stirmpera revolucion es la tercera parte del area
del circulo cuyo radio es el radio final de estagkicion...”

"El &rea barrida por el radio en la segunda vue#ts16 veces el area de la primera vuelta".
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"El area barrida en la segunda revolucion esta aadn 7/12 con el circulo cuyo radio es la
posicion final del radio vector"

Decididamente, Arquimedes era un genio, uno déréssgrandes de las Matematicas de todos
los tiempos; y sin embargo nuestros jovenes solederdaran al acabar sus afios escolares
como el sabio de la bafiera, el de jEureka!, o,sauhoo, como el descubridor de las leyes de la
palanca... Injusticias de los planes de estudimatematicas.

La cuadratriz de Dinéstrato

Aunque hemos dicho que Arquimedes es el primero dpfe con precision una curva
mecanica, basada en el movimiento de un punto,neses del todo cierto. Ni tampoco fue el
primero en utilizar curvas extrafias para resolver de los tres problemas clasicos. En ambos
casos se le adelantaron dos compatriotas, Hipi&dislg¢ sobre todo, alld por el afio 390 a. de
C., un hermano de Menecmo, el padre de las coriaasado Dindstrato, que inventaron una
extrafia curva generada por el movimiento uniformedds rectas, y que también servia para
trisecar el angulo. Desde entonces se la conoce coadratiz o trisectriz de Dindstrato.

La curva se obtiene mediante los puntos de inteiGgede dos rectas en movimiento, AB y BG.
La primera AB, gira con velocidad angular unifors@bre el punto A hasta llegar a AD, la
segunda BG se desplaza horizontalmente, tambiérmetocidad uniforme, y de tal manera que
llega a AD al mismo tiempo que la recta AB. Lostpsrde interseccion de ambas dibujan una
curva BZZ'Z"'H que es la trisectriz.

B G
\\\\ E
.
% ."’Ir
. /
p 2
T E
£, /
/ 4
L
P / Z ]
/ 2 £
/ e
P ol Zi\,
f N\ -
s 1
J. A \
Vg 1
A ! D
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Para trisecar el angulo T basta marcar el punte Zaite del lado del angulo con la curva y
trazar una paralela al otro lado AD del angulo pamaontrar el punto P. Si dividimos el
segmento AP en tres partes iguales mediante lompuiy P”’, los puntos de corte de las
paralelas a AD por dichos puntos determinan emaaclos puntos Z" y Z”. La rectas que se
obtienen al unirlos con A dividen al angulo en frages iguales.

Por desgracia, al igual que ocurre con la espeafdjuimedes esta curva no se puede trazar
utilizando solo regla y compas.

Jacob Bernoulli. La espiral logaritmica.
— ki@ —
r=Cleé g =—0n—

¢ Por qué el Nautilus tiene esta extrafia y eledantea?

El origen del estudio de esta espiral tiene quecoer la
navegacion. A lo largo de los siglos XVI y XVII reg de
barcos surcan los océanos. Los navegantes sab&an qu
sobre la superficie terrestre la distancia masacamtre dos
puntos es un arco de circulo maximo. Pero parairsegu
rumbo que encaje con este arco es necesario realiza
continuos cambios de rumbo. Por ello sustituiaa rgnbo 6ptimo por otro en el angulo que
formaba la trayectoria del barco con todos los diembs que atravesaba se mantenia constante.
El rumbo se mantenia constante. Los rumbos deipstdibujan en la esfera terrestre una curva
llamada loxodrémica. Pero los navegantes no trbbajasobre una esfera, sus mapas eran
planos, proyecciones de la esfera. Pues bien jepe@n de la esfera sobre un plano convierte
a la loxodromica en unaespiral equiangular.

El primero en describirla como una curva
mecénica, en contraposicion a las curvas
algebraicas, es Descartes quién en 1638 escribe al
padre Mersenne los resultados de sus
investigaciones. Descartes estaba buscando una
curva creciente con una propiedad similar a la de
la circunferencia, que la tangente en cada punto
forme con el radio vector en cada punto siempre
el mismo angulo. De ahi el nombre de
equiangular. También demostr6 que esta
condicion es equivalente al hecho de que los
angulos alrededor del polo son proporcionales al
logaritmo del radio vector. De ahi su segundo nemdmspiral logaritmica

La separacion de las espiras aumenta al crecagel@ es decir, el radio vector crece de forma
exponencial respecto del angulo de giro. Por esbeeain tercer nombre, espiral geométrica.

El padre de esta espiral, con toda justicia, eshJBernoulli, quien realiza un profundo estudio

de la misma, quedando cautivado por la curva Habkfaunto de pedir que en su tumba, en el
cementerio de Basilea, figurara la inscripci@adem mutata resurgo¥y un grabado en piedra
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con el dibujo de una espiral logaritmica. El camteo era un buen matematico pues tallé una
casi perfecta espiral arquimediana.

Jacob  Bernouilli descubri6 varias
propiedades de esta curva que les
pasaron desapercibidas a Descartes y
Torricelli, entre ellas el hecho de que la
espiral logaritmica es la Unica curva que
verifica que su evoluta, su involuta, su
caustica y su podaria son, a su vez, una
espiral logaritmica. Jacob Bernouilli
habia descubierto ademas otra extrafia
_ o of i —— 8 propiedad, la autosemejanza, que
relaciona directamente esta espiral con los obfedotales.

La espiral logaritmica es sin duda la espiral gas se
prodiga en la naturaleza. El reino animal nos
proporciona unos ejemplos preciosos en las corgdnas
los caracoles y los moluscos. Detras de todas estas
formas hay un fendbmeno natural: un proceso de
enrollamiento vinculado al proceso de crecimieite.
hecho la concha de un caracol no es ni mas ni menos
gue un cono enrollado sobre si mismo.

El cuerno de un rumiante también, aunque ademas est
retorcido. Y aunque las leyes fisicas del crecitoiete
especies tan dispares no son las mismas, las fegsmaticas que lo rigen si: todas estan
basadas en la espiral geométrica, la curva deitsichicontinua. Si nos fijamos bien el
crecimiento de las conchas y de los cuernos
tiene otra curiosa propiedad se produce
por un extremo. Y esta propiedad
crecimiento terminal conservando la figu
completa es exclusiva, dentro de las cur
matematicas, de la espiral equiangular
logaritmica.

Las galaxias, las borrascas y huracanes
brindan muestras espectaculares de espir
logaritmicas. Al fin y al cabo en cualquid :
fendmeno  natural donde haya  uFAEE
combinacién de expansion o contraccion"y
rotacion aparecera por fuerza esta espiral.

En el mundo vegetalig”
los ejemplos son SA
cabe mas llamativos
ya que entre last
plantas aparecen ur
sinfin de espirales y_
no precisamente de
una en una. La
distribucion de las
pipas en cualquier girasol, las escamas de cualgiiia,
no importa de qué variedad, una simple margaris.
ofrecen una auténtico desfile de espirales enadix
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En cualquier pifia de los pinos, si la observamasl@l@arriba, descubriremos que los pifiones se
distribuyen formando un buen nimero de espirale® Jrecisamente de forma aleatoria. No es
ninguna casualidad. Los pifiones han de distribdiestorma 6ptima, es decir, aprovechando el

espacio al maximo; y esa optimizacion del espaeicm®isigue mediante una distribucién en

espiral.

La curva de las conchas. La concoide de Nicomedes

El nombre de concoide se debe a su parecido camtehas que tanto abundaban en las playas
griegas. Aunque su creador es Nicomedes, un gesrgaggo (280 — 210 a. de C.), que la
investigod junto a otras 16 curvas matematicas,astaoide fue atribuida a Pappus.

También nacié con la vocacion de resolver los bk de la duplicacion del cubo y de la
triseccion del angulo y de hecho la curva sirvapasecar cualquier angulo.

Su ecuacion cartesiana es
(x—a)*(¥+ y¥)= ¥, es decir una

cuartica.

Es el lugar geométrico de los pares de
puntos Py Q, situados sobre una recta que
pasa por un punto fijjo O, el polo, y otro
punto M que a su vez se desplaza a lo
largo de una recta ff'llamada directriz. La
distancia de P a My de Q a M es una
distancia fija. Este método de construccion
se lo debemos a Roberval.

Si en lugar de utilizar una recta como
directriz usamos una circunferencia obtenemosmeacde Pascal.

La concoide de rosetdn. El pétalo geométrico

Alejandonos de las espirales, existe una familizw®as, investigada en el siglo XVIII por
Abbot Guido Grandi, que parece haber nacido pamatifitarse con algunas de las flores mas
habituales en el campo o en las floristerias. 8 tde laconcoide de rosetdéntambién
conocida compétalo geométrico

Para investigarla utilizaremos una herramientarmética apropiada: un programa informatico

gue vaya mas alla de las curvas en coordenad&sieads y permita trabajar directamente en
coordenadas polares y paramétricas, por ejemplpletjrsoftware desarrollado por el profesor
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Richard Parris de la Universidad de Exeter, qu@uste obtener de forma gratuita en esta
direccion:_http://math.exeter.edu/rparris

Ay Com te Dw e Den A e

I X
AN | e
| )

"\ '_|| / e

[

Ideas para encontrar su ecuacion. Necesitamos:

e una forma que rota y se repite periddicamente...
e Unacurva que se aleja y se acerca al centro...

Solucién: jifunciones trigopnométricas y coordengutdares!!

Para interpretar el crecimiento de hojas y floessdoordenadas rectangulares o cartesianas no
son las mas apropiadas, mas bien son completanmeapeopiadas. Recurriremos a las
coordenadas polares, otro regalo a la historigeigial Euler, en las que las dos variables son el
angulo girado respecto a la horizontal y la digenal origen. Estas coordenadas son
especialmente aplicables a todos aquellos casgsiementro de la figura existe algun punto
invariante, es decir, algun punto que no sufre uriagdeformacion al crecer. En el caso de las
plantas suele ser la base de la hoja, el “nod@tebtor del cual se desarrolla toda la hoja o el
centro de simetria circular en el caso de lasdlore

En estas coordenadas, todas las concoides denrasé® rosaceas, como dicen los franceses,
tienen esta ecuacion general

p=alcosnfd+b

Cada pétalo base es simétrico respecto del eje GX gbtiene haciendo variar el angélo

7l 7l
entre 71 _p 7

n n

Obtener, a partir de esta escasa informacién, foapeoximadas a las siluetas de algunas de las
flores mas populares no va a ser muy complicado.
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Caso0O<b<a

Ejemplol: Pétalo simple: Caso O<b <a

n=7/2 +1

4
cos— 6@
( 5 )

Ecuaciéon p =3

7l 7l Si hacemos variar 271 < 8 < 271 obtenemos
-——<f<— |

35 35 a flor completa
Casoa=b
Ejemplol: Pétalo simple: Casoa=b Ecuacién p = 3cos§0+ 3
n=5/2 2

—————+—+—+

7 7 Si .he.lcém.os. véri.af.4}; < 6’. <.47.2 6bfehefnos
-——<fg<— |

25 25 a flor completa

Si lo queremos con un circulo central, algo poma giarte muy frecuente en la
naturaleza, basta con tomar el valor absoluto akmo.
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Caso0O<b<a

Ejemplol: Pétalo simple: Caso O<b <a

n=7/2 Ecuacién p = 300%6 +1

n 7l Si hacemos variar 271 < @ < 271 obtenemos la

35 3.5 flor completa

Se puede observar que el fadioslarga el pétalo mientras qneéhace aumentar el nimero de
los mismos en cada circunferencia.

Si introducimos al valor absoluto del coseno, misemos a acercar a la realidad

Ejemplol: Pétalo simple: Caso O<b<a

n=7/2 Ecuacién p =3 +1

7
cos— 6@
( 5 )

_n < 7l Si hacemos variar 271 < 8 < 211 obtenemos
35 35 la flor completa

17



Casob>a

Ejemplol: Pétalo simple: Caso b > a Ecuacién p = 2cos 9+4
n=7/2 2
| | . \f“”
\\_.,/
7l P 7l Si hacemos variar 271 < 8 < 211 obtenemos
“35 <0< 35 la flor completa

El mundo de lasrosas: n< 1

Hasta ahora en los tres casos hemos jugado cogyar oize 1. ¢ Qué ocurre si n es menor que la
unidad?... Nos adentramos en el mundo de las rosas.

CasoO<b<a

Casob>a

Ecuacién p = 2C0$§9 +4 Ecuacién p = 3COS§9 +1

Y aprovechando que estamos en Santiago, términlasdaventuras y desventuras de tantos
peregrinos, no podemos sustraernos a la tentaeidmehtar matematizar los dos simbolos por
excelencia del peregrino: la calabaza para alma@ne u otros liquidos mas reconfortantes y
la concha del peregrino que marca el camino hizgfarla la meta.
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Porque solo necesitamos dar un ligero salto debph espacio, y trabajar en lugar de con
coordenadas polares, con sus equivalentes enadiesfas coordenadas esféricas.

Y para nuestra sorpresa, los dos simbolos encuestranodo matematico en dos ecuaciones
muy similares

La calabaza

r:—2,4—§sen§ u
5 2

La concha de peregrino

r= —2,4—§senE u+ 5t
5 2

¢Sera pura casualidad?, o como pensaba Platéins. gun gedmetra?
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Otras curvas con historia

El nacimiento y posterior desarrollo del calculéedincial brindé a los matematicos del siglo
XVIII una potente herramienta para mirar con otfss curvas que la naturaleza habia puesto
ante nuestros 0jos y cuyo misterio se escapaba lestdedos. Los métodos desarrollados en el
siglo anterior, fundamentalmente por Descartes iyn&g permitian el estudio de las curvas
algebraicas, esto es aquellas donde la relacige &g variablex e y se daba mediante un
polinomio. Descartes elimina de &eometriatoda consideracion algebraica de las curvas no
algebraicas, que denomintecanicas Pero el mismo Descartes considerdé importante
desarrollar técnicas no algebraicas para el estlgli@s curvas mecénicas. De esta manera se
imponia la necesidad de poseer una forma mas deteestudiar las curvas, cualquiera que

fuese su clasificacion.

6
La cardiode P =a(l+cosd )= & Coéz

Su ecuacior p =a(l+cosf) no deja de ser un

caso muy especial de la concoide de roseton en el
caso en qua=b yn=1

Aungue en apariencia poco parecida con las rosas,
existe otra curva que vemos todos los dias en
nuestros vasos cuando nos tomamos el café o la
leche bajo una lampara en cualquier cafeteria. Se
trata de la cardiode, esa curva que se forma en el
vaso o la taza al reflejarse la luz de la lampaida d
techo, una curva con forma de corazon.

[
El nombre se lo debemos a Francesco de Castillen %+

la denomind de esta forma en un trabajo titulBeo |
curva cardiodeen 1741, aunque previamente ya hal,

sido estudiada antes por astronomos y mateméticosf;?" '

Es también una epicicloide y se puede obtenercarh:
girar un circulo sobre otro del mismo radio c¢

velocidad uniforme

-

i 1 w =

Como caustica del circulo ya fue estudiada | =jff'*f-i~':"-:~r;—:£~f-~:_;:¢::,‘—J':‘;1_‘:_.«_
Leonardo Da Vinci en su codigo Arundel, fechal . g dsomibs o s S sl g o)
1 vl v d [wameg e S spane tenpel ol srakeg e
entre 1510 y 1515, en un intento de emular; i Ry g e o oy S

Arquimedes en la construccion de espejos ustorios.!
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x= Ri{t—sint)

Galileo vy la cicloide
4 y:R(l—cnsr):ZRsinzg

Entre las curvas mecénicas que mas atrajeron @i@tede los matematicos se encuentra la
cicloide, que fue introducida con el fin de cuadiacirculo mediante el uso de la integracion.

Galileo fue uno de los primeros en estudiar lapipdades de esta curva, a la que dice haber
dedicado mas de cuarenta afios. Se plante6 el pralde comparar el area bajo un arco de
cicloide con el &rea del circulo que la genera. €amconsiguio resolver el problema mediante
métodos matematicos, recurrio a recortar y pesaapide metal con la forma de la cicloide. De
esta manera encontré que la relacion entre elbd@jeaun arco de cicloide y la del circulo que la
genera es aproximadamente de 3 a 1, pero decidia@debia ser exactamente 3, ya que intuia
(errbneamente) que debia ser no racional.

Como veremos mas adelante la cicloide es una &#téatja de sorpresas.

El reto de Jacob Bernoulli. La catenaria

En 1690, Jacob Bernoulli publicdé un articulo enAasa Eruditorumde Leibniz en el que se
utiliza por primera vez el término Integral. Aldiindel articulo y para demostrar la potencia del
nuevo célculo Jacob lanza un reto a la comunidatem@dica de la época. Descubrir la
ecuacién de la curva que se forma al suspendeosipuhtos una cuerda de peso uniforme: la
catenaria.

Galileo ya habia abordado el problema
cometiendo de nuevo un error, al
concluir que se trataba de una arco de
parabola. Huygens demostraria mas
tarde que no se trataba de una parabola
pero no pudo decidir de qué curva se
trataba. Precisamente el nombre de
catenaria se debe a Huygens

parabola

catenaria Lanzado el reto, Jacob obtuvo tres
respuestas: de Huygens, de Leibniz y de
su hermano Johann.
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La respuesta es esta ecuacion diferencial:

ady

La respuesta en forma de ecuacion integral X= Iﬁ

Hoy, la ecuacion de la catenaria estd incorporadia® calculadoras cientificas de todos los
alumnos de secundaria y corresponde a la funcigsencohiperbdlico:
X X

X e +e?
y=acosh—=a————
a 2

Por desgracia para los Bernoulli, Leibniz y Huygeng$uncion exponencial alin no se habia
descubierto.

Tautocrona y Braquistocrona. El desafio de Johann B ernoulli

La busqueda del mejor de los péndulos posibleslparanstruccion de relojes precisos habia
puesto de moda a principios del siglo XVIII lasvas relacionadas con los tiempos de caida de
cuerpos siguiendo trayectorias con condicionesrm@tadas. Asi se estudia la tautécrona,
curva cuyo perfil hace que un cuerpo tarde desdkgier punto el mismo tiempo en llegar al
punto mas bajo.

Pero sin duda la curva estrella sera la braquimégrla curva que une dos puntos Ay B de tal
forma que un cuerpo que cae por ella tarda el noitiempo posible. Johann Bernoulli propuso
el problema de la braquistécrona en junio de 169&t$ a la comunidad matematica a
resolverlo antes del fin del afio, afiadiendo cocasano que “la curva era una bien conocida de
los matematicos”.

En la actualidad es la curva que se utiliza entdbeganes de patinaje para conseguir llegar
abajo en el menor tiempo.

El afio siguiente aparecieron en total cinco sohgsoademas de Johann Bernoulli, resolvieron
el problema Leibniz, Jacob Bernoulli, L'H6pital y autor inglés andénimo. Johann no tuvo
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dificultad en reconocer que el autor era Isaac Newtlo expresd con una frase historitor
las garras se conoce al ledn”.

. . ds C
La ecuacion diferencial no era nada elemen— = —

dx Jlyl

Pero Johann lo habia avisado la lanzar su reta. Ufla curva muy conocida por los
matematicos, efectivamente se trata de un arcachiéde, una curva conocida desde hacia mas
de un siglo.

El pasado reciente, el futuro inmediato. Fractales y Caos

En 1960 Edward Lorentz desarrollé un modelo matiemgiara realizar previsiones del tiempo.
Este modelo era bastante simple y contemplabats8o/ariables que rigen el movimiento de
conveccion, relacionadas entre si mediante tremcemes diferenciales hoy muy populares.

Lorentz puso a trabajar su ordenador, cada misintolaba el paso de un dia. Con sorpresa
comprobd que una diferencia de menos de una méésimuna de las variables, al cabo de
pocos minutos (unos dias simulados) producia @iestimatico totalmente distinto.

Habia descubierto la segunda gran caracteristiclosddenémenos caodticos: Una pequefia
variacion de las condiciones iniciales produce deancambios en el sistema a lo largo del
tiempo. Es lo que se conoce como efecto maripddaat de las alas de una mariposa en una
selva africana puede producir dentro de unos mestlsracan en el Pacifico.

La primera caracteristica del caos es por supugst@l sistema es impredecible a largo plazo.
Pero incluso en los fenbmenos cadticos apareceasiegularidades, un cierto orden.

Estaba naciendo la Teoria del Caos. Y enseguidanatamatica capaz de buscar el orden
dentro del caos: la geometria fractal, las mateasidle las curvas fractales. Incluso en aquellas
regiones de la naturaleza lejos de las comodasar&tades de las ecuaciones diferenciales las
matematicas se revelan como la herramienta impdibte para interpretar la naturaleza. Y por
supuesto siguen manifestando de manera rotundeitle eficacia.

Estaban naciendo otras curvas que tanto nos hamesdido por su extrafia e impactante
apariencia y que, gracias a su tratamiento infdomabhacen que Matematicas y Arte se den la
mano otra vez y de una forma sorprendente.

Otra vez Mateméticas y belleza viajando juntadgabistoria; pues como dijo Hardy:

La belleza es la piedra de toque; en el mundo ng bt lugar permanente para unas

matematicas desagradables desde el punto de &s#to®.

Gracias por su atencion. Y no lo olviden: jjAtemc#las curvas!!
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