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1. INTRODUCCION

Desde épocas remotas el Hombre ha intentado comprender y dominar los fenémenos
de la Naturaleza. Por supuesto que hay otras infinidad de fenémenos y formas
que apararecen en la Naturaleza, pero al mirar el mundo alrededor a menudo nos
sorprende una simetria en la forma, una regularidad en la pauta que nos hace
sospechar que, después de todo, hay un cierto orden en el caos que nos rodea. |,
Por qué es esto asi 7 ;Por qué la Naturaleza en una situacién concreta prefiere
una determinada forma y comportamiento entre la multitud de posibiliadades con-
cebibles? Este orden sugiere que deben de existir una serie de leyes Universales
detrds de tanta armonfa. Posiblemente jamds alcancemos una respuesta final a la
mayoria de las cuestiones de esta indole, pero es posible que seamos capaces de
encontrar o desenmascarar una serie de principios explicativos que aclaren por
qué, en una situacién determinada, unas formas y comportamientos predominan
sobre otras. Esta modesta actitud ante los secretos de la Naturaleza ha sido de
vital importancia en la evolucién del conocimiento cientifico. En esta lucha, la
bisqueda por la simplicidad ha sido no sélo un fundamento estético basado en
la creencia de que la mds simple es la mejor manera de hacer algo, sino que
también albergaba la conviccion de la Naturaleza siempre opera de la forma més
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eficiente. Una de estas teorfas es la conocida como PRINCIPIO DE ECONOMI{A
DE LOS MEDIOS o también PRINCIPIO DE MiNIMA ACCION. Esta teoria
surgi6é y desarrollé durante el periodo del barroco y rococd, desde finales del
siglo XV1I y a lo largo del XVIII, es decir desde el mismo nacimiento de lo que
conocemos como ciencia modema. Desde sus comienzos se ha utilizado como
una herramienta esencial en la busqueda del conocimiento del mundo fisico prop-
iciando, al mismo tiempo, el desarrollo de la teorfa matemdtica conocida como
CALCULO DE VARIACIONES.

A pesar de que a través de los tiempos siempre se han buscado leyes o prin-
cipios que explicasen el mundo fisico, no fue hasta 1744 cuando el cientifico
francés Pierre-Louis de Maupertuis propuso un principio general que abarcase la
gran variedad de fenémenos fisicos, conocido posteriormente como el PRINCI-
PIO DE MINIMA ACCION. Influenciado por las ideas de Leibniz , Maupertuis
establecié el principio metafisico de que la Naturaleza opera siempre de 1a forma
mds econdmica posible, asi, por ejemplo, en un medio homogéneo la luz viaja
siempre eligiendo el camino mas corto. Maupertuis, viendo este principio como
una manifestacién de la sabiduria de Dios, concluyé que los cambios en la
Naturaleza se producen de forma que se consume la menor canti-
dad de la energia o accién necesaria para dicho cambio. En la forma
propuesta por Maupertuis, el principio era demasiado vago y ambiguo como para
ser Util a la hora de atacar problemas concretos de alguna dificultad. Fueron
Euler (quien también habfa insinuado el principio poco antes que Maupertuis) y
Lagrange quienes lo elaboraron y desarrollaron de una forma matemdtica con-
virtiéndolo en una herramienta indispensable para la Fisica. Sin embargo, esta
evolucion estuvo a su vez fundamentada en una de los mds influyentes creaciones
de la mente humana: Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, de Isaac
Newton, aparecida en 1687.
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Figura 1: Isaac Newton



Las ideas revolucionarias de Newton no fueron inmediatamente aceptadas en
Europa donde hasta 1730 predominaron las ideas de René Descartes. Los Carte-
sianos lucharon denodadamente contra las ideas de Newton hasta que la Academia
Francesa de Ciencias decidié poner fin a la disputa basdndose en los hechos mas
que en el debate. De esta suerte, organizaron dos expediciones cientificas, una al
Circulo Artico en Suecia y otra al Ecuador, con el objeto de realizar mediciones
geodésicas y determinar si la Tierra estaba achatada en los Polos, como las teorias
de Newton preveian, o si lo estaba en el Ecuador, como lo hacfan las de Descartes.
La expedicién al Norte fue dirigida por Mapertuis en 1736-37 y demostré que
Newton tenfa razén. Este hecho le dio una enorme popularidad a Maupertuis y
contibuy¢ a la posterior expansién de su principio de minima accién.

El propdsito de esta charla es exponer, mediante el uso de tres
ejemplos de la teoria de curvas, algunos problemas matematicos
relacionados con el principio de minima accion y otras propiedades
variacionales.

El primer ejemplo, sirve para ilustrar cémo los problemas variacionales ya
eran objeto de interés en la Antiguedad. Los dos ejemplos siguientes analizan
cémo el principio del minimo condujo a las nociones de geodésicas y curvas
eldsticas. Usando un lenguaje moderno, lo que se hace normalmente en este tipo
de problemas, es considerar un cierto espacio de curvas, {1, sobre el que tenemos
definido un funcional “energia®, §, y donde se pretende encontrar las curvas de
2 que son minimos o, al menos, puntos criticos de dicha “energfa®.

2. EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

Desde antiguo, el circulo y la esfera se han considerado como las formas
perfectas en Geometria. Para los antiguos Griegos eran los simbolos de la simetria
Gltima de lo divino. Por esa razén pensaban que que los planetas se movian en el
firmamento describiendo circulos perfectos. El filésofo griego Xendfanes (565-
470 b.C) desheché los multiples dioses de la creencia popular y los reemplazé
por un tnico y supremo dios a quien atribuy¢ la forma de una esfera.
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Figura2: Urano y sus lunas

La gran variedad de fuerzas y mecanismos en la naturaleza que producen
objetos con forma casi estérica hacen que la forma esférica sea tan sugestiva
hoy en dia como lo era en la Antiguedad. Como hemos dicho, ya los antiguos
Griegos desarrollaron la idea de que en la Naturaleza existe un orden una simetria
y una armonfa que pueden explicarse por medio de las Matemadticas. Es mas los
Pitag6ricos pensaban que las almas puras podfan ascender a través de las esferas
celestiales, para una eventual unién con Dios, por medio de las matemdticas. Este
interés por la suprema simetria de las esferas, motivé que una notable propiedad
variacional del circulo ya fuera conocida en la Antiguedad.

Esta propiedad estd relacionada con la historia de la reina Dido, contada por
Virgilio en la Eneida. Dido era una princesa fenicia, hija de Belo, rey de Tiro {(que
hoy forma parte de Libano) y esposa de Siqueo uno de los més ricos terratenientes
fenicios. Cuando el hermano de Dido, Pigmalién accede al trono de Tiro, éste
manda asesinar a Siqueo para arrebatarle sus posesiones. El fantasma de Siqueo
se aparece a Dido y le revela el crimen y el lugar donde ocultaba enormes tesoros.
Con ellos prepara su fuga junto con sus seguidores y llegan al Norte de Africa
{aproximadamente en el afio 900 a.c) al lugar que mds tarde se llamaria Cartago.
Una vez allf intenté compral al rey local, larbas rey de los gétulos, una porcién



de tierra donde establecerse con sus seguidores. No se sabe muy bien si fue
porque Dido era tacaifia o porque larbas no queria vecinos molestos, que cerraron
el trato con la condicién de que Dido compraria aquella porcidn de tierra que
pudiera abarcar con la piel de un toro. Dido interpreté la palabra abarcar de
la forma mds generosa posible, y mand6 cortar la piel del toro en tiras muy
estrechas las que, unidas, formaron una gran cinta de entre uno y dos kilémetros,
con los que pudo rodear una superficie de entre 10 y 25 hectdreas donde fundé la
ciudad de Birsa (Cartago). Cémo pudo obtener Dido, la mayor cantidad posible
de tierra rodedndola con la cinta 7 Dido tuvo que resolver el siguiente problema
matematico:

De entre todas las posibles curvas cerradas y simples de
una longitud dada, cudl encierra un area mayor 7

Podemos suponer que Dido conocia la respuesta correcta: la circunferencia
de dicha longitud. Incluso podria haber obtenido mds cantidad de tierra, si
los dos extremos de la cinta hubieran estado fijados a dos puntos de una, mds o
menos rectilinea, playa Mediterrdnea, y hubiera extendid la cinta en forma de una
semicircunferencia. Esto es, de hecho, lo que cuenta Virgilio que hizo ella. Si
miramos a algunos mapas de ciudades amuralladas de la Europa medieval, parece
como si sus habitantes hubieran llegado a la misma conclusidén que Dido.

El problema planteado en la historia de Dido pertenece al tipo de problemas
que, en Matemdticas, se conocen con el nombre de problemas isoperimé-
tricos. La solucién, como hemos dicho la circunferencia, ya era conocida por
los griegos, aunque no se dio una demostracién rigurosa hasta finales del siglo
XIX. Una formulacién equivalente, acorde con el principio del minimo, seria
fijar un drea determinada y de entre todos los dominios con dicho
drea, determinar aquel con menor longitud perimetral. Una tercera
formulacién serfa expresar el problema mediante una desigualdad analitica, es
decir, puesto que conocemos los valores del drea del disco y de la longitud de su
frontera, establecer el problema isoperimétrico en términos de una desigualdad
isoperimétrica, L* > 4w A, donde A es el 4rea del dominio y L la longitud de su
perimetro.
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3. EL PROBLEMA DE LAS GEODESICAS

Todos nos hemos enfrentado en multiples ocasiones con problemas relaciona-
dos con el Principio del minimo. Cuando hacemos un viaje en automdvil nos
preguntamos cudl serd la ruta mds corta o aquella por la que tardaremos menos
en realizar el viaje. Problemas de este tipo fueron importantes estratégicamente
para el Imperio Romano, que comunicé sus provincias por un excelente sistema
de carreteras. Asimismo, la cuestion de encontrar las rutas mis cortas y breves
hacia el lejano Este y el Nuevo Mundo, fue de vital importancia para las grandes
potencias Europeas de los siglos XV y XVI. La tecoria Matemdtica que trata de
determinar las lineas mds cortas en una superficie, como por e¢jemplo, la de la
tierra, comenzd en 1697 con 1os estudios de los hermanos Jacob (1654-1705) and
Johann (1667-1748) Bemoulli.

Los hermanos Bernoulli, que fueron los primeros miembros de una dinastfa de
matemditicos suizos, nacieron en Basilea y eran hijos de un mercader de fdrmacos.
Estudiaron matematicas en contra de la voluntad de su padre, pero este fue uno
de los pocos puntos que tuvieron en comun, pues durante la mayor partie de su
vida estuvieron amargamente enfrentados. De hecho, esta agria disputa estd en
el centro del turbulento nacimiento del estudio de las geodésicas. Entre 1666
y 1680 , Newton y Leibniz descubrieron el cdlculo infinitesimal. Mientras que
las ideas de Newton no se publicaron hasta 1711, Leibniz publicé las suyas en
1684, aunque de una manera un tanto breve y criptica. El primero en entender
y desarrollar las ideas de Leibniz fue Jacob, quien en 1687 habia aceptado un
puesto profesor de Matemdticas en Basilea rechazando un trabajo eclesidstico.
Jacob ensefié a su joven hermano los secretos del cdlculo infinitesimal que él
habia redescubierto sin la ayuda de Leibniz. En 1690, Newton, Leibniz y los dos
hermanos Bernoulli eran las dnicas persona que conocian el cdlculo diferencial ¢
integral. Parece ser que fue en esta fecha cuando surgié la rivalidad entre los dos
hermanos. En Agosto de 1697, Johann propuso publicamente como un desafio a
su hermano, el problema de encontrar el camino més corto entre dos puntos de
una superficie convexa. En otras palabras, el problema de:

Determinar, de entre todas las curvas que unen dos pun-
tos dados de una superficie, aquellas que tienen la longitud
mas pequena.



En 1698, Jacob resolvié el problema para las superficies de revolucién. Johann
criticé la solucién por tratar de un caso muy especial y anuncid, sin aportar la
prueba, que el poseia la respuesta correcta afirmando que la curva mds corta
en una superficie, verificaba la propiedad de que en cada uno de sus puntos el
plano osculador era perpendicular al plano tangente a la superficie en dicho punto.
Treinta afios mds tarde, en 1727, Johan propuso el mismo problema a su estudiante
L. Euler (1707-1783), quien lo resolvié en 1728 aunque no lo publicé hasta
1732, dando lugar al primer articulo sobre el tema. Euler reducia el problema
de encontrar la curva mds corta a la solucién de una ecuacién diferencial que
es equivalente a la condicidn geométrica sobre el plano osculador de Johann
Bernoulli.

Con la aparicién del articulo de Euler, Johann aprovechd para proclamar de
nuevo que la respuesta era conocida por ¢l desde hacia mucho tiempo. Sin
embargo, los expertos dudaban de las palabras de Johann. Esto no es de extrafiar
si tenemos en cuenta el asunto relacionado con el Marqués de L'Hopital. En
1691-2 cuando con ocasién de un viaje por Francia, Johan Bernoulli conocié al
Marqués, convinieron en que, a cambio de una pensién vitalicia, aquél comunicara
al Marqués todos sus nuevos descubrimientos sobre el cdlculo infinitesimal y que
permaneciera callado sobre el tema hasta la muerte de éste. L‘Hopital convirtid
los descubrimientos de Johann en el primer libro sobre el Cédlculo Infinitesimal,
que aparecié en 1696. A la muerte del Marqués, Johann afirmé ser el auténtico
autor del libro, hecho que hoy en dia parece estar confirmado.

Posteriormente, las curvas que verificaban la propiedad de que en cada uno
de sus puntos el plano osculador era perpendicular al plano tangente a la super-
ficie en dicho punto, recibieron el nombre de geodésicas, por lo que el {eorema
de Bernoulli afirma que las curvas de menor longitud deben de ser geodésicas.
Resulta que el enunciado reciproco, no es cierto, ya que “pequeiios trozos” de
geodésicas st dan el camino mds corto entre dos puntos de una superficie, pero
no asi trozos "mds grandes”. Basta considerar, por ejemplo, que en una esfera
las geodésicas son los circulos mdximos contenidos en ella, pero que si cogemos
dos puntos de un circulo mdximo que no sean diametralmente opucstos, entonces
el arco mds pequefio de dicho circulo situado entre ambos puntos es de longitud
minima, pero no el otro. Una geodésica se dice minimizante si es la curva de
longitud més corta que une dos puntos.

Debemos recalcar que Euler no probé la existencia de geodésicas sobre una
superficie, sino que di6 una condicidénes que deben de satistacer dichas lineas, si
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es que existen. No fue hasta 1900 que David Hilbert, demostrd la existencia de
geodésicas por un punto cualquiera de una superficie en cualquier direccién. Si so-
bre cada geodésica, se puede uno desplazar eternamente con velocidad constante,
entonces la superficie se dice geodésicamente completa. Ejemplos de superficies
que no son geodésicamente completas, son ficiles de encontrar. Por ejemplo, en
cualquier disco abierto de R?, con el producto escalar inducido, las geodésicas
alcanzan la frontera en tiempo finito. Del mismo modo, si consideramos a R?
con el producto escalar inducido por la proyeccién esterografica desde la esfera,
las geodésicas resultantes se escapan a infinito en tiempo finito. Por otra parte,
sobre una superficic se define una

H. Hopf y W. Rinow demostraron en 1931, que sobre una superficie completa
dos puntos cualesquiera pueden unirse por una geodésica minimizante. A partir
de aqui surgen naturalmente muchos otros problemas relacionados, como, por
ejemplo:

. ., Cudntas geodésicas, » geométricamente » dis-
tintas , hay uniendo dos puntos dados 7

., Cuédles son minimizantes 7

;, Cudntas geodésicas cerradas hay en una su-
perficie ?

Matemaiticamente, dos geodésicas se consideran geométricamente iguales, cuan-
do se pueden deformar continuamente la una en Ia otra sin salirse de la superficie
en la que estdn incluidas. En este caso se dice que son homotdpicamente equiva-
lentes. Respecto de las dos primeras cuestiones, hoy sabemos, que en cada clase
de homotopia de curvas que unen dos puntos dados de una superficie completa, ex-
iste una geodésica minimizante. El asunto de la existencia de geodésicas cerradas
es mds delicado y ha sido objeto de profunda investigacién desde principios de
siglo. En 1927, Birhoff demostré la existencia de al menos una geodésica cerrada,
sobre superficies compactas con la topologfa de una esfera. En 1929, Lusternik y
Scnirelmann dieron una demostracién de la existencia de al menos tres geodésicas
cerradas simples para cualquier esfera topol6gica. La demostracidn, sin embargo,
no se pudo completar totalmente hasta que, en la década de los setenta, Ballmann
consiguié una prueba correcta. La generalizacidn a esferas de dimensién n, es
decir la existencia de 1("241) geodésicas sobre n-esferas topoldgicas, fue hecha
por Alber en 1960. La demostracion no era correcta, y Ballmann y otros autores



dieron posteriormente prucbas correctas de diversas versiones del teorema de Al-
ber. En 1934, Morse habfa demostrado, con el ejemplo del elipsoide con los tres
ejes distintos, que el nimero anterior era 6ptimo. En efecto, si la razén entre los
ejes es pr6xima a 1, entonces las elipses que se obtienen al cortar el elipsoide con
los planos coordenados, son las tinicas geodésicas cerradas del mismo. Finalmente
mencionaremos, que Klingenberg, demostré en los afios sesenta, la existencia de
al menos una geodésica cerrada simple en toda superficie compacta (sea del tipo
topolégico de la esfera o no). Uno de los métodos mds importantes en
el estudio de las geodésicas cerradas, ha sido el aplicar la teorfa de
Morse a ciertos espacios de curvas, donde las geodésicas aparecen
como puntos criticos del funcional energia. Si Q es un cierto espacio
de curvas que satisfacen ciertas condiciones de diferenciabilidad y de frontera, se
define el funcional energia, § : 2 — R, Fla)=[f, < ¢/,a’ >, a € Q. Se tiene
entonces que las geodésicas son los puntos criticos del funcional energia.

4. EL PrROBLEMA DE LAS CURVAS ELASTICAS

Otro de los problemas cldsicos del Cilculo de Variaciones fue propuesto
también por Jacob Bernoulli en 1691: El problema de la cable eldstica o, simple-
mente, eldstica. Este problema estd relacionado con la siguiente situacidn fisica:
cojamos una cuerda de piano y juntémosla diferenciablemente por sus extremos.
Retorzamos ¢l aro resultante de modo que obtengamos una inmersién diferencia-
ble de la circunferencia en R®. Si liberamos ahora el aro, éste se mucve de modo
que decrece la "energia eldstica” en él almacenada. El asunto es describir cémo
evoluciona el aro y determinar cdal es la posicion dltima que alcanza. Fue Daniel
Bernoulli {1700-1782), hijo de Johann y sobrino de Jacob, quien, en una carta a
L. Euler, sugirié un modelé matemdtico para describir una eldstica en equilibrio.
Usando una terminologia moderna, este modelo dirfa que una

clastica es una curva para la que la energia almacenada
en la misma por efecto de su curvatura, es minima con
respecto a las curvas de su misma longitud

Esta energia se mide por el funcional curvatura al cuadrado total
de la curva que describe la posicion del cable. Mds concretamente, sea M una
variedad de Riemann completa y representemos por ({u,v) el espacio de cur-
vas inmersas en M, que unen p y ¢ y cuyas velocidades en dichos puntos son,
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respectivamente, v y v . Por {2 representaremos el espacio de curvas cerradas
que pasan por p Y, finalmente, representaremos por §z(u, v) y €y, los respectivos
subespacios de los anteriores formados por las curvas de longitud L. Siguiendo el
modelo de Daniel Bernoull, la energia eldstica total de una curva o viene dada
F(a) = f, «*, donde x es la curvatura de la curva. En consecuencia, una curva
eldstica es un punto critico del funcional F' : £2,{u,v) — R, una curva eldstica
cerrade es un punto critico del funcional F' : 5, — R, y las curvas eldsticas
libres se definen como los puntos criticos de F' sobre los espacios Q(u, v) y §2 (cer-
radas). Notese que las geodésicas cerradas, son minimos absolutos
de la energia eldstica. Se plantean entonces, las siguientes cuestiones:

o Existencia de elisticas cerradas en M.
« Clasificacién de las eldsticas (cerradas o no).
¢ Determinar la estabilidad de los puntos criticos

En 1743, L. Euler determind por cuadraturas, todas las formas que un cable
eldstico plano podia adoptar. Como consecuencia de esta clasificacién, las tinicas
eldsticas cerradas planas son los circulos y una curva con "forma de ocho™.

El tema permaneci¢ olvidado durante bastante tiempo, hasta que Radon clasifi-
c6, en 1928, las eldsticas libres {aquellas que minimizan la curvatura al cuadrado
total entre todas las curvas que unen dos puntos, sean de la misma longitud o no )
de R®. Pero no ha sido hasta muy recientemente que el tema ha sido nuevamente
objeto de interés. En 1982-3 Bryant y Griffiths generalizaron la nocién de eldstica
y estudiaron este tipo de curvas en los espacios modelo (espacios Euclideos,
esferas e hiperb6licos). En esa misma época, D. Singer y J. Langer clasificaron
las eldsticas cerradas en los espacios modelo 2-dimensionales (1984), en R® (1985)
y en S% (1987), estudiando también la estabilidad de las mismas. En particular,
demostraron que existe (salvo semejanzas) una familia numerable de eldsticas
cerradas no-planas en R®. Todas ellas estdn embebidas (no se autocortan) y caen
dentro de un toro de revolucién. El problema de las eldsticas cerradas es, por su
dificultad, de especial interés dentro de esta teorfa. Langer y Singer en 1987 por
una parte, y Koiso en 1993 usando un argumento diferente, por otra, demostraron
la existencia de cldsticas cerradas de una longitud dada en una variedad compacta.

Los primeros ejemplos de eldsticas cerradas en superficies de curvatura no
constante los dieron M. Barros y O.J. Garay en 1996 en un articulo donde clasi-
ficaron las superficies de revolucién cuyos paralelos son todos curvas eldsticas
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