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1. INTRODUCCION

Cuando nos encontramos con un objeto o idea que desconocemos, €s muy pro-
bable que la causa que nos mueva hacia €l sea la curiosidad. Segun los casos,
puede ésta desaparecer pronto o bien puede convertirse en interés. Mi objetivo
en estas notas es, al igual que lo fue en la charla que justifica su existencia,
despertar el interés por la geometrfa del espacio hiperbélico. De entre sus muchas
propiedades, he elegido aquf una pequefia muestra.

Aunque supongo en quien esto lea cierta familiaridad con el concepto de
superficie regular S € R® y con los hechos b4sicos de su geometrfa, comezaré
recordando que, gracias al producto interior usual < , > en R®, para cada punto
p € S se tiene definida en su plano tangente, que se denota 7,5, una forma
bilineal simétrica definida positiva, que se denomina primera forma fundamental
de la superficic en el punto p y que representaré por gP. Se tiene también definido,
aunque s6lo sea localmente, un campo de vectores normal unitario.

Haciendo uso de este campo se define la curvatura de Gauss como K, =
det W, donde W, es, salvo el signo, la diferencial de la aplicacién normal.
Definfamos también las geodésicas como aquellas curvas cuya aceleracién se
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mantiene siempre colineal al campo normal.

Las superficies més sencillas son los planos. En efecto, ya que el normal
unitario es constante, la aplicacién W), es nula y por tanto la curvatura de Gauss
se anula. Por otro lado, para una curva plana la aceleracién sélo puede ser normal
al plano si se anula. De aqui, las geodésicas han de ser las rectas.

El plano es el terreno de la geometifa elemental que conocemos desde pequefios.
Ya que la primera forma fundamental nos permite definir 4ngulos, longitudes y
rectas, en cualquier superficie tenemos una geometria, aungue no todas se prestan
de igual forma a ser consideradas generalizaciones de la geometria euclidea.

Aunque a pequefia escala las geodésicas se comportan como las rectas, a una
escala mayor y dependiendo también de la topologfa de la superficie, esto estd
lejos de ser cierto en general. Hay algunas superficies que podrfamos considerar,
sin embargo, como modélicas que son aquellas de curvatura constante; salvo
homotecias, podemos suponer que esta constante es 1, 0 o —1. Una propiedad de
las rectas del plano es la de tener como intervalo maximal de definicién todo R,
por esto vamos a pedirle a las superficies modélicas que sean completas.

Ahora bien, ya en 1899 Liebmann demostré que una superficie — sin borde,
sin singularidades y conexa — que tenga curvatura de Gauss igual a 1 ha de ser la
esfera. Lo que vendria a decirnos que superficies buenas hay pocas. La situacion
en el caso de que la curvatura de Gauss sea igual a —1 es todavia peor pues Hilbert
demostré en 1901 que en R® no hay superficies completas con esta curvatura de
Gauss. Por ejemplo, la pseudoesfera, que se obtiene por revolucién de la curva
a(t) = (sint, Intg(%) + cost) que se denomina tractriz, no es completa.

2. EL PLANO HIPERBOLICO COMO SUPERFICIE DEL ESPACIO DE MINKOWSKI

Ya que en el espacio euclideo no podemos encontrar el modelo de curvatura
negativa que buscamos, algo tendremos que cambiar. Vamos a considerar en
R? una forma bilineal simétrica, no degenerada, de signatura 1; en concreto, la
métrica de Minkowski que viene dada por la expresién < (z,y,t), (T,7,f) >1=
T + yy — tt.

Dada una superficie regular S C R?, si para cada punto p € S su plano tan-
gente T, S es no degenerado — es decir, si g? es no degenerada — puede considerarse
en S la semimétrica determinada por < , >.
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De la misma forma que en (R® <, >) se defini6 la esfera unidad como

S2={peR’; <pp>=1},

en (R3 <, >1) podemos considerar la cuddrica

Q-1 ={peR®; <pp>=-1}={{z,5,); 2+ =¢> -1},

que es el hiperboloide de dos hojas; la componente conexa con t > 0 se
denomina plano hiperbélico y se denota H2.

Tenemos que el espacio tangente en un punto p de H? es T,H? = {p}* y asi,
podemos definir un normal unitario como N(p) = p. Por lo tanto, el operador
de Weingarten cumple W, = —Id, igual que ocurre para la esfera. Ahora bien,
en el caso de una semimétrica la férmula que nos da la curvatura de Gauss es
K, = edet W,, con e =< N, N >, y de aqui obtenemos que la curvatura de H?
es idénticamente igual a —1.

Una observacién importante e€s que, aunque la semimétrica de Minkowski
tenga signatura 1, la métrica inducida en el plano hiperbdlico es definida positiva
y por tanto g” es una primera forma fundamental, en el sentido usual de superficies.

Ya que, también en este caso, una curva es geodésica si y s6lo si su aceleracion
se mantiene siempre colineal al vector de posicién, con una demostracién com-
pletamente andloga a la que suele darse en el caso de la esfera, es ficil comprobar
que la geodésica de H? que sale de p con velocidad v € T,M es la interseccién
del plano generado por p y v con H?, parametrizada proporcionalmente a su lon-
gitud de arco. En concreto, si ||v]] = 1 esta curva es ¢(s) = ch(s)p+sh{s)v. Para
p=(0,0,1), se trata de hipérbolas, como puede verse en la Figura I.
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3. UNA SUPERFICIES ABSTRACTA: EL SEMIPLANC DE POINCARE

Figura 1

Ahora que ya hemos encontrado una superficie de curvatura —1, para seguir
estudiando sus propiedades, vamos a verla de forma intrinseca. Sabemos que
geodésicas y curvatura de Gauss pueden definirse, alternativamente, en términos
de la primera forma fundamental y por lo tanto estos conceptos pueden extenderse
a una superficie abstracta.

No voy a entretenerme aqui con la definicién formal de este concepto que
puede encontrarse por ejemplo en [1]. Para los prop6sitos de estas notas, es
suficiente considerar un abierto U C R? y en él una primera forma fundamental,
es decir, una aplicacién que a cada punto le asigna, de manera diferenciable, una
forma bilineal simétrica, definida positiva. Esta primera forma fundamental define
en U/ una geometria que nada tiene que ver con la usual; en este sentido diria que
[J es una superficie abstracta.

Una manera natural de construir una primera forma fundamental en un abierto
de R? es considerar una parametrizacién X : U € R® —+ S de una superficie
regular S. Las superficies abstractas construidas de esta forma a partir de las
distintas parametrizaciones sobreyectivas de H? serdn los distintos modelos del
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plano hiperb6lico. De entre los muchos posibles voy a interesarme por el que
recibe el nombre de semiplano de Poincaré.

Figura 2 Figura 3

Tomamos como abierto el semiplano positivo I' = {(u,v) € R*; v > 0} y
como parametrizacién X la aplicacién inversa de ¢ : H* — I’ donde

1
t) = ——— 1).
oz, y,t) P— (z,1)

Maés interesante que su férmula es la descripcién geoméirica, un esquema de la
cual puede verse en las Figuras 2 y 3. Dado un punto del hiperboloide, procedemos
en primer lugar a una translacién de vector (0,0, —1), seguida de una proyeccién
estereografica desde (0,0, ~1) sobre el plano ¢t = 0, esto es (z,y, 1) — ;;i-;(:c,y).
Con esto hemos enviado cada punto del hiperboloide en uno de la bola unidad
abierta. Aplicdndole ahora la parametrizacién usual del hemisferio sur de la esfera,
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(u,v) — (u,v,—/1 —u? —v?), seguida de la proyeccién estereogrfica desde
(0,1,0) en el plano y = —1, que se expresa como (z, y,t} — (Tzzmg, -1, —13_%), obte-
nemos un punto en el semiplano {(x,—1,¢}; ¢ < 0} que podemos identificar con

I, mediante la aplicacién (z,—1,¢) — 4 (x,—t).

La parametrizacién X, tiene por expresién

1
X(u,v) = —(2u,u? +v* + L,u® + 02 — 1).

2u
Un cilculo directo nos da
1 1
Xu:;(l,u,u) szﬁ(—Zu,vz—ﬁ%-l,vg—ug—1)

de donde guy =0 Y Guuw = oo = V72

Como se ve, la expresién de la primera forma fundamental es muy sencilla
y podrfamos calcular los elementos geométricos, analfticamente, con cierta facil-
idad, véase por ejemplo [2], pg. 49. Sin embargo, vamos a hacerlo utilizando
la informacién que ya tenemos, lo que resulta mucho mds interesante para un
gedmetra.

La aplicacién ¢ es una isometria entre el espacio hiperb6lico de dimensién 2
y el plano de Poincaré y por tanto la curvatura de éste serd constante igual a —1.

Las geodésicas serdn de la forma a(s) = ¢(c(s}), siendo ¢s) una geodésica
del espacio hiperbdlico. En particular, las geodésicas que salen del punto (0,1) =
@(p) con vector tangente unitario {(wy,ws) = @.(w), donde p = (0,0,1) y
w = (wy, wy, 0), son as) = (ch(s)p -+ sh(s)w).

No es dificil comprobar entonces que

1

ch(s) — sh(s)ws (wysh(s), 1).

als) =

De donde, si w; = 0 entonces a(s) recorre el eje vertical y st w; # 0 entonces
a(s) recorre la circunferencia de centro (3%,0) y radio |wy|~!. Las imdgenes de
estas geodésicas pueden verse en la Figura 4.
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Figura 4

Las geodésicas que parten de un punto arbitrario (ue,vp) € I' tienen la misma
forma ya que la aplicacién L : I' — T" dada por L(u,v) = vo(u,v) + (u0,0) es
una isometria tal que L{0,1} = (uo,vo). Esta aplicacién manda rectas verticales
en rectas verticales y semicirculos en semicirculos.

Vemos pues que dados dos puntos del plano de Poincaré siempre exista una
isometria que lleva uno en el otro, esta es una de las propiedades que suele
exigirsele tambi€n a una superficie para ser considerada como maodélica.

No es dificil ver que toda bola métrica, o geodésica, del plano hiperbdlico en
el punto p = {0,0,1) tiene como borde la interseccién del hiperboloide con un
plano horizotal ¢ = a, con @ > 1. La imagen de esta bola por la aplicacién ¢, que
serd una bola geodésica del punto (0,1) del plano de Poincaré, tiene por borde la
circunferencia de centro (0,a) y de radio va? - 1.

4. ANTENAS HIPERBOLICAS

Podriamos pensar que hemos construido un modelo de espacio hiperbdlico en
el que las hipérbolas no tienen ningdn papel especial: desde luego no aparecen
entre las geodésicas — es decir, entre las “rectas”— ni tampoco entre las “circun-
ferencias” — esto es, los bordes de las bolas geodésicas — .

Lo que quiero demostrar, a continuacién, es que en realidad aqui aparecen
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haciendo el papel de las pardbolas. Para ello necesito, en primer lugar, dar una
interpretacién de estas curvas en términos de rectas y de dngulos, que pueda ser
mimetizada en el plano de Poincaré.

Las pardbolas son las curvas planas gue tienen la propiedad de reflejar en
un mismo punto todos los rayos de un haz de rectas paralelas. Esta es la razdn
por la que los faros y antenas se construyen con un perfil parabdlico.

En efecto, si busco una curva en R? con esta propiedad y supongo, por sim-
plificar, que es una gréfica (z, f(x)), como puede verse en la Figura 5, la recta
vertical que incide en (zo, f(zo)) se refleja en la recta que tiene por ecuaci6n

flxo)—p2 = tg(-g + 28){xo — ;)

siendo 6 = f’(xzo) la pendiente de la tangente a la curva en (o, f(2o)).

)
~ A
N
? Y
< N
\ LY
' LAY
/ \
Figura 5 Figura 6

2
Si tenemos en cuenta que tg(5 + 20) = Eggt;—;l y suponemos, por simplificar,
que el foco donde se cortan todas las rectas estd en (0, 0), la funcién f debe ser

solucién de la ecuacién diferencial

2 f
2
(f)2—1
El resultado se obtiene comprobando que las soluciones son de la forma f(z) =
azx® — 2

E.

Lo que sigue estd basado en [3]. Si nos planteamos el mismo problema en el
plano de Poincaré I', debemos sustituir las rectas por geodésicas, pero los dngulos
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entre vectores tienen el mismo valor que en el plano euclideo, pues ambas métricas
estdn conformemente relacionadas.

Suponemos como antes una funcién f tal que las geodésicas verticales - en
este caso rectas — que inciden an la curva (x, f(x) se reflejan en geodésicas — en
este caso semicirculos— que se cortan en un punto comtin.

Como se ve en la Figura 6, la recta vertical que incide en (xo, f(zo)) se
refleja en un semicirculo con centro {z., 0) y cuya recta tangente en (xo, f(2o))

2
. . 6— . . P
tiene pendiente m = E%ng Como el centro del semicirculo estd situado en la

recta normal, es decir aquella de pendiente —%, ha de cumplirse que x, — 2o =
-mf(xo) y por lo tanto, el semicirculo tendrd por ecuacidn

(@ = 2)? + 9% = (2c — 20)® + (f (20))* = (m* + 1}(f(wo))*.

Si suponemos, por simplificar, que el foco estd en el eje x = 0, el punto
buscado (0, yo) debe verificar

1 = (m? 4+ D (@0))? — (@) = (F(z0))? — (@0)? ~ 2maof (xo),

de donde la funcién f ha de ser solucién de la ecuacién diferencial

—z? 4 2 - xT{((f')Q — 1) = cte.

Si tomamos f(x) = x? + 1, es ficil comprobar que se trata de una solucién
y que el valor de Ia constante es precisamente 2. De aqui el punto de interseccion
de las geodésicas estd situado en (0,+/2), que es el foco de la hipérbola.

La Figura 7 permite comparar las propiedades de reflexion en el plano euclideo
y en el plano de Poincaré. Con todo esto he probado lo siguiente:

Las pardbolas del plano de Poincaré son hipérbolas.
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Figura 7
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