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quent géneralement aux courbes unicursales de degré quelconque,
‘courbes de degré m, ayant un point multiple d’ordre (m — 1). Par
exemple les quartiques unicursales peuvent, en général, et sauf des
exceptions faciles a formuler, se déduire de deux coniques, a la ma-
niére des conchoidales.
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LA EVOLUCION DE LA GEOMETRIA FROYECTIVA

(conTINUACION)

En estas consideraciones fundé Brianchon la teoria de los polos,
que desarrollo (segun indica en una nota de la memoria que estamos
disenando) en el cuaderno 13 del Jowrnal de I'Ecole Polyctenigue, 1806.
Suponiendo dos triangulos abe y ABC tales, que uniendo los vértices
ay A, by B, cy C sus intersecciones ¢concurran en un punto S; para
demostrar que las intersecciones de ab y AB, be y BC, ac y AC concu-
rren en los puntes P, R, Q, situados en linea recta (lam. I, fig. 2), le
basta la consideracion del exdagono MbBNeCM (M y N son las inter-
secciones de AC y ab, de AB y ac prolongadas) () pues encontrandose
Mb y Ne, By cC, BN y CMen los puntos a, S, A, que por hipotesis
estan en lfnea recta, también el exagono MbcNBCM () tendra la mis-
ma propiedad, es decir, que las intersecciones P, R y Q de los lados
Mby NB, bc y BC; cN y CM también estaran en linea recta, y la co-
rrelacion de los dos exagonos establece la propiedad reciproca, de
manera que: cuando dos Iridngulos se hallan colocados de modo que comn-
binando cada lado del primero con los del segundo para oblener sus puntos
de inlerseccion, éstos se encuentran en una alineacion, si se unen con reclas,
dos a dos, los vérlices opueslos d los lados asi combinados, y en el mismo
orden, dichas reclas, en nimero de lres, concurririn en un punto.

También, como observa Brianchon, las rectas trazadas desde un
punto 4 los vértices de un tridngulo situado en el mismo plano per-

(") Para sencillez, siguiendo el orden de lus letras, podemos Hamar & los lados Mb, bB, eteé-
tera, 1, 2, ete., ¥ los lados Mb y Ne serdn 1 v 4, ete.

(") Eneste caso Mby NB que se encuentran en Pson loslados 1y 4, hey BC son2 y 5, eNyCM
son 3y 6,
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miten representar un cuadrilatero con sus diagonales, determinando
este sistema sobre una transversal arbitraria seis puntos ligados por
las siete relaciones fundamentales, y al deformarse el triangulo de mo-
do que cinco de estos puntos queden fijos, el sexto no cambiara de si-
tuacion.

Cuando los puntos X ¢ Y, as{ como los Uy Z del cuadrildtero arri-
ba considerado sereunen en uno solo, (lam. I, figs. 1 y 5) las siete re-
laciones se reducen a cuatro, coincidiendo los puntos C y D de la
{igura primitiva, en la que el cuadrilatero UZYX ha desaparecido,
obteniendose un triangulo circunserito THE tangente en Uy X, y re-
sulta que: si se deforma una conica sujela d pasar por dos punlos conoci-
dos (A. B) (lam. 1, fig. 5) y d locar d las dos reclas (TU, TX) dadas en po-
sicion, la cuerda de conlaclo (UX) girard sobre un punto fijo C.

Ademas, (lam. I, fig. 5) este punto fijo se halla determinado por di-
chas ecuaciones, que son de segundo grado y dan dos puntos C, K,
ligados por la proporcion £G = E o} 20 =£ (cuando el punto

EK FK =~ AK  BK
K se halla en el interior de la cuerda AB, se obtiene por la interseccion
de esta con la cuerda UV que une el punto de contacto J al V del
triangulo circunscrito THE ). Pero si se hace ahora variar las dos tan-
gentes que pasan por los puntos E y F, girando alrededor de éstos,
las ecuaciones no variaran, ni por consiguiente los puntes Cy K, y
entonces todag las cdnicas obtenidas sobre la cuerda AB forman dos
sistemas distintos, de modo que en el primero, las cuerdas de los
contactos oscilan alrededor del punto C y en el segundo, alrededor del
punto X (figs. 5y 6). Teniendo, pues, en una recta los cuatro puntos
A, B. E, F, (figs. 6 y 7) y los dos puntos de construccion C, K deter-
minados por las formulas fundamentales, si se trazan desde los pun-
tos E, I pares de tangentes que tocan 4 la curva en pares de puntos
Xy V, Uy W, las cuerdas de contacto UX y VW se cruzardn en uno
de los puntos C, Ky las otras dos UV y XW en el otro. Estos dos pa-
res de tangentes forman un cuadrilatero completo cuyas tres diago-
nales se cortan en C, K, ¢, puntos de los cuales solo el ¢ varia con la
curva, y se encuentra en la interseccion de las cuerdas de contacto
UW y XV. Si ahora suponemos fijos los dos pares de tangentes, (ligu-
ras 6y 7) y deformamos la curva de manera que permanezea tangen-
t¢ 4 aquéllas, los dos pnntes A, B, variaran conservando la relacion
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AC : _ ; .
AK = Bk anterlormente establecida, y las seis cuerdas de contacto

UX, VW, etc., giraran dos & dos alrededor de los tres puntos fijos
C, K, ¢ determinados por las tres diagonales del cuadrilitero circuns-
crito. Pero en virtud de la teorfa de los polos, en un cuadrilitero ins-
crito UXVW cada uno de los puntos C, K, c, es el polo de la recta que
une los otros dos; luego en todo cuadrildtero completo circunscrito & una
cénica, cada una de las tres diagonales, es la polar del punlo de interseccion
de las olras.

Esto conduce inmediatamente 4 la determinacién de las conicas
por medio de la regla ¢ alineaciones, segtn el proposito de Brianchon,
en su celebre Memoria, que es un hermoso ejemplar de la geometria
de la regla, pues si las tres diagonales del cuadrilatero eircunserito
se encuentran en C, Ky c (fig. 8), y se traza una cuerda ux que tienda
hacia uno de ¢stos C, y por los extremos u, x se trazan & uno de los
polos x, por ejemplo, rectas, que encontraran 4 la curva en los puntos
u, w respectivamente, los tres puntos C, V, W se hallaran alineados, y
las rectas ww, xu concurriran en el tercer polo c.

Ahora, determinando los cuatro puntos u, x, ¥, @ seis cuerdas que
tienden, dos i dos, hacia uno de los tres puntos fijos C, K, ¢, en virtud
de la-propiedad de los polos, cada una, ux, de estas cuerdas se hallara
dividida armonicamente por su punto C y por la polar K¢, de manera
que las dos rectas trazadas desde los puntos u, x 4 los extremos de
una de las diagonales que concurren en C, se cortardn en Ke, y cono-
ciendo uno solo de los cuatro puntos u, x, », w, se determinaran los
otros tres por simples intersecciones de lineas rectas.

Por otra parte, si por ¢jemplo u coincide con uno de los puntos B
en que la curva esta cortada por una de los tres diagonales del cuadri-
latero completo, el punto w concurrira también con B, y x, » se con-
fundiran con el segundo punto 4 en que ésta diagonal corta 4 la sec-
cion conica, cruzandose las tangentes en B y A en el punto ¢ de inter-
seccion de las otras diagonales. En (in, si se deforma una conica sujeta
a tocar cuatro rectas cualesquiera, las seis cuerdas de contacto, varian
girando dos & dos sobre los tres puntos fijos determinados por las in-
tersecciones de las diagonales del cuadrilatero completo que forman
los cuatro tangentes dadas; luego, si por una condicién cualquiera,
una sola de estas seis cuerdas se hubiese fijado, las demas también lo
estarian, obtenicndose los cuatro puntos de contacto por simples in-

EL PROGRESO MATEMATICO 5%

tersecciones de lineas rectas, como sucederia en el problema: inscribir
en un cuadrildlero dado una conica lal, que la cuerda de conlacto de dos
lados delerminados, pase por un punlo conocido, problema que se cons-
truye con la regla solamente.

No vamos a enunciar la serie de problemas que se resuelven en la
Memoria de Brianchén, como por ejemplo, describir una cénica de la
que se conocen cinco punios, cuya solucidvn se halla basada en las ecua-
ciones fundamentales; circunscribir d un penidgono dado una cénica, cu-
ya solucién se funda en determinar un sexto punto por medio del
exagono inscrito. Lo indicado basta para formarse idea de la impor-
tancia que tiene esta breve sintesis hecha con elegancia y unidad de
método de la doctrina desenvuelta hoy en los tratados llamados de
Geometria moderna, proyectiva ¢ superior, y tendra mayor impor-
tancia para nosotros por cuanto esta Memoria va 4 presentdrsenos co-
mo el gérmen sobre el que se han desenvuelto los trabajos mas impor-
tantes de los gedmetras a quienes se debe la evolucion realizada en
esta rama de la Matematica, durante la primera mitad de este siglo.
Y con frecuencia sera necesario el recordar algunas de estas paginas,
al dar idea de vastisimos desarrollos fundados en los solos principios
que guiaron & Brianchon, no sin manifestar que ademds de esta céle-
bre Memoria, debe citarse como otro timbre de gloria para este escla-
recido gedmetra, & saber, su importante trabajo insertadoen el cua-
derno Xl del Jowrnal de I‘Gcole Polylecnigue, donde establecio, basan-
dose en el principio de Pascal, toda la teorfa de los polos y de las
polares de las secciones conicas.

(Se continuard).
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ALGEBRA AN ELEMENTARY TEXT-BOOK

by G. Chrystal, profesor in the University of Edinburgh

(coNTINUACION)

Después de exponer las transformaciones fundamentales de las
funciones enteras, para llevar mas adelante los procedimientos com-






