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Resumen

Este libro recoge una coleccion de 77 problemas, formulados o
seleccionados por el propio autor, que favorecen el desarrollo del
pensamiento. La mayoria de ellos no requieren ningin conoci-
miento mas alla de una educacion general, sin embargo, la reso-
lucion de algunos puede convertirse en un desafio incluso para
profesores universitarios.

El libro esta dirigido a estudiantes, desde el colegio hasta la
universidad, a profesores, a padres y, en general, a todo el mundo
que considere que el pensamiento es una parte fundamental del
desarrollo personal.



Proélogo

Reuni estos problemas en unas hojas de papel en la primavera de
2004 en Paris, cuando unos rusos que vivian alli me pidieron ayuda
para que sus hijos adquirieran el pensamiento tradicional en Rusia.

Estoy profundamente convencido que esta cultura se basa princi-
palmente en la reflexion independiente y temprana sobre lo simple,
pero no sobre preguntas faciles similares a las propuestas a continua-
cion (los problemas 1, 3, 13 son los més recomendados).

Mi larga experiencia ha mostrado que, con mucha frecuencia, los
alumnos que suspenden en el colegio resuelven mejor los problemas
que los mejores estudiantes de la clase, ya que — para sobrevivir al
final de la clase — deben pensar permanentemente mas de lo necesario
«para ser los reyes de mambo», como solia decir Figaro sobre si mismo,
cuando los estudiantes de sobresaliente no pueden entender qué debe
multiplicarse por qué en estos problemas. También he reparado en
que los nifios de cinco afios resuelven problemas similares mejor que
los alumnos que han sido contaminados al entrenarlos, que a su vez
lo hacen mejor que universitarios, que ganan a sus profesores (los que
peor han resuelto los problemas sencillos han sido los ganadores de los
premios Nobel y Fields).



Los problemas

1. A Masha le faltan siete coOpecas para comprar un libro de primera
lectura, y a Misha le falta una. Juntaron su dinero para comprar un
solo libro y compartirlo, pero aun asi no tenian suficiente. ; Cuanto
costaba el libro?

2. Una botella con corcho cuesta 10 copecas, y la botella en si es
9 copecas mas cara que el corcho. jCuanto cuesta la botella sin el
corcho?

3. Un ladrillo pesa una libra y medio ladrillo. ;Cuantas libras pesa
el ladrillo?

4. Se toma una cucharada de vino de un barril y se vierte en una
taza de té (que no esté llena). A continuacion, con la misma cuchara,
se toma una cucharada de esta mezcla (no homogénea) de la taza y se
vuelve a poner en el barril. Ahora tanto el barril como la taza tienen
un cierto volumen de un liquido extrafio (vino en la taza y té en el
barril). {En cual de ellos el volumen del liquido extrafio es mayor: en
la taza o en el barril?

5. Dos viejecitas partieron respectivamente desde A hacia B y desde
B hacia A al amanecer dirigiéndose la una hacia la otra (por la misma
carretera). Se encontraron al mediodia pero no pararon, y cada una
continud su camino a la misma velocidad. La primera sefiora llego (a
B) a las 4pm, y la segunda (a A) a las 9pm. {A qué hora amanecié
aquel dia?

6. La hipotenusa de un tridngulo rectangulo (en un examen esténdar
americano) mide 10 pulgadas, la altura proyectada sobre ella mide 6
pulgadas. Calcular el area del tridngulo.

Los estudiantes americanos se habian enfrentado a este problema
durante décadas, pero llegaron estudiantes rusos, de Mosctd, y nin-
guno de ellos fue capaz de encontrar la respuesta como lo hacian sus
compafieros americanos (dando como respuesta 30 pulgadas). ;Por
qué?

7. Vasya tiene 2 hermanas méas que hermanos. ;Cuantas hijas mas
que hijos tienen sus padres?



8. Hay un lago redondo en América del Sur. Cada afio, el 1 de junio,
aparece en el centro una flor Victoria Regia (el tallo emerge desde el
fondo, y sus pétalos estan sobre el agua como los de un nenafar). Cada
dia se dobla el area de la flor, y el 1 de julio, la flor cubre por fin todo
el lago, pierde los pétalos, y la semilla se hunde en el fondo. ; En qué
fecha el area de la flor es la mitad del area del lago?

9. Un campesino tiene que transportar un lobo, una cabra y un
repollo de una orilla a otra del rio en una barca. Sin embargo la barca
es tan pequefia que sélo hay sitio para él y uno de los tres. ;Como
deberfa transportarlos a los tres de una orilla a otra? (El lobo y la
cabra no pueden quedarse solos, y la cabra y el repollo tampoco)

10. Durante el dia un caracol sube 3cm en un poste, y durante la
noche, como se duerme, resbala accidentalmente 2 cm hacia abajo. El
poste tiene 10m de altura, y encima de él hay un manjar (para el
caracol). ;Cuanto tiempo tardara en alcanzar el manjar?

11. Un guardabosques camina desde su tienda 10km en direccién
sur, gira hacia el este, camina en linea recta 10 km més en direccién
este, se encuentra con su amigo el oso, gira hacia el norte , y después
de 10km vuelve a estar en la tienda. ;De qué color era el oso y dénde
ocurri6 todo esto?

12. Hoy a las 12 del mediodia hubo pleamar. ;A qué hora sera la
pleamar en el mismo sitio (en el mismo lugar) mafiana?

13. Los dos primeros volimenes de Pushkin estan uno al lado del
otro en una estanterfa. Las paginas de cada uno de ellos tienen un
grosor de 2cm, y las cubiertas —delantera y trasera — de 2mm. Una
polilla ha carcomido el libro (perpendicularmente a las paginas) desde
la primera del volumen 1 hasta la ltima del volumen 2. [Este proble-
ma topologico con una respuesta increfble — 4 mm — es imposible para
los académicos, pero hay niflos pequefios que lo resuelven facilmente.|

14. Encontrar el cuerpo cuyas vistas en planta y alzado sean como
las que se representan (politopos). Representar su perfil (dibujando
los lados invisibles del politopo en linea discontinua).



Planta Alzado

15. ;De cuantas maneras se puede descomponer el niimero 64 en 10
sumandos naturales (enteros > 1), tales que el maximo sea 12?7 [Las
formas que soélo difieran en el orden de los sumandos no se cuentan
como diferentes.|

16. Colocando unas cuantas barras una sobre otra (por ejemplo,
piezas de domino), se puede conseguir una longitud x de la parte que
cuelga. ;Cudl es el maximo valor esperado para la longiud = de la
parte que cuelga?

—

—

1 X

17. La distancia entre las ciudades A y B es de 40 km. Dos ciclistas
salen respectivamente de A y de B a la vez, dirigiéndose el uno hacia
el otro, uno con velocidad de 10km/n y el otro con velocidad de 15 km/n.
Una mosca sale desde el primer ciclista cuando esta en A volando a
una velocidad de 100km/n, toca la frente del segundo, vuelve a volar
hasta la frente del primero, regresa hasta la del segundo, y contintia asi
hasta que las frentes de los ciclistas se chocan y aplastan a la mosca.
( Cuantos kilometros ha volado en total la mosca?

B

A

18. Una pieza de dominé cubre dos casillas de un tablero de ajedrez.
Cubrir todos los cuadrados excepto los dos opuestos (en la misma
diagonal) con 31 piezas. [Un tablero de ajedrez esta formado por 8 x
8 = 64 casillas.]



19. Una oruga quiere deslizarse desde una esquina de una habitaciéon
ctibica (la esquina izquierda del suelo) a la opuesta (la esquina derecha
del techo). Encontrar el camino més corto para el viaje por las paredes
de la habitacion.

20. Se tienen dos vasos de voliimenes 5 litros y 3 litros. Medir un
litro (obtenerlo en uno de los vasos).

21. En una familia hay cinco cabezas y catorce piernas. ;Cuéntas
personas y cuantos perros forman la familia?

22. En cada uno de los lados AB, BC y C' A del triangulo ABC' se
construye hacia fuera un tridngulo equilatero. Probar que sus centros
(*) forman un triangulo equilatero.



23. ;Qué poligonos se pueden obtener al intersecar un cubo con
un plano? ;Se puede obtener un pentédgono? ;Un heptagono? ;Un
hexagono regular?

24. Dibujar una recta que pase por el centro de un cubo y tal que la
suma de los cuadrados de las distancias a los ocho vértices del cubo
sea: a) maxima, b) minima (comparar con otras rectas que pasen por
el centro).

25. Un cono circular recto se corta con un plano dando lugar a una
curva cerrada. Se inscriben dos bolas en el cono, tangentes al plano en
los puntos A y B respectivamente. Encontrar un punto C en la linea
de corte tal que la suma de las distancias CA + C'B sea: a) maxima,
b) minima.

)
K2

26. La superficie de la Tierra se proyecta sobre un cilindro formado
por rectas tangentes a los meridianos en el Ecuador siguiendo rayos
paralelos al Ecuador y que pasan por el eje que une los polos. ;El
area de la proyeccion de Francia sera mayor o menor que el area de la
propia Francia?



27. Probar que al dividir el ntmero 2°~! por el primo impar p el
resto es 1 (ejemplos: 22 =3a+ 1,24 =5+ 1,26 =7c+ 1,219 -1 =
1023 = 11 - 93).

28. Una aguja de 10 cm de longitud se lanza aleatoriamente sobre un
papel de rayas con un espaciado de 10 cm entre dos rayas consecutivas.
Se repite esto N (un millén) veces. ;Cudntas veces (aproximadamente,
salvo un pequefio error en el porcentaje) la aguja intersecara alguna
raya del papel?

/ /

/

Uno puede realizar este experimento (como lo hice yo cuando te-
nia 10 afios) con N = 100 en lugar de un millon de lanzamientos.
[La respuesta a este problema es sorprendente: %N . Ademaés incluso
doblando la aguja hasta una longitud a - 10 cm el nimero de intersec-
ciones observadas en N lanzamientos es aproximadamente %N . El

355

. ~ 355 o, 22
nimero 7 & 75 ~ = |

29. Poliedros con caras triangulares son, por ejemplo, los s6lidos
platonicos: tetraedro (4 caras), octaedro (8 caras), icosaedro (20 caras,
v todas las caras son iguales; es interesante dibujarlo, tiene 12 vértices
y 30 aristas).



tetraedro (tetra = 4)
octaedro (octo = 8)

?

icosaedro

(Es cierto que para todos éstos (poliedros cerrados convexos con
caras triangulares) el namero de caras es igual a dos veces el niimero
de vértices menos cuatro?

Otro solido platonico (en total hay 5):

N

30. Un dodecaedro es un poliedro convexo con doce caras que son
pentagonos (regulares), veinte vértices y treinta aristas (sus vértices
son los centros de las caras de un icosaedro). Inscribir en un dodecae-
dro cinco cubos (los vértices de cada cubo son vértices del dodecaedro)
cuyas aristas son diagonales de las caras del dodecaedro (el dodecae-
dro tiene 12 aristas, una en cada cara). [Esto lo invent6 Kepler al
interesarse por los planetas.|

31. Encontrar la interseccion de dos tetraedros inscritos en un cubo
(tales que los vértices de cada uno lo son también del cubo, y las
aristas son diagonales de las caras). ;jQué fraccion del volumen del
cubo esta contenido en la interseccion de los tetraedros?

31P,  Construir la seccién de un cubo por un plano que pasa por
tres puntos dados en las aristas. [Dibujar el poligono resultante de la
interseccion con las caras del cubo.]|



32. ;Cuantas simetrias tiene tetraedro? ;Cuantas tiene un cubo?
.Y un octaedro? ;Y un icosaedro? ;Y un dodecaedro? La simetria es
una transformaciéon que conserva las distancias. Entre las simetrias,
Jcuéntas rotaciones hay?, y entre éstas, {cuantas reflexiones? (en cada
uno de los cinco casos propuestos).

33. ;De cuéntas formas diferentes se pueden colorear las 6 caras un
cubo con seis colores (1,...,6) [uno por cada cara|] de modo que las
formas sean distintas dos a dos (es decir, no se puede pasar de una
forma a otra mediante una rotacion)?

34. ;De cuantas formas distintas se pueden permutar n objetos?
Hay seis permutaciones posibles para n = 3: (1,2,3), (1, 3,2), (2,1, 3),
(2,3,1), (3,1,2), (3,2,1). ;Cuantas hay para: n = 47 n = 57 n = 67
n = 107



35. Un cubo tiene 4 diagonales largas ; Cuantas permutaciones dis-
tintas de estos cuatro objetos se obtienen por rotaciéon del cubo?

AN

P

36. La suma de los cubos de tres enteros se resta del cubo de la
suma de estos nimeros. ;Esta diferencia es siempre divisible por 37

37. Misma pregunta con la potencia quinta y la divisivilidad por 5,
y para la potencia séptima y la divisibilidad por 7.

38. Calcular la siguiente suma (con un margen de error del 1%).

1.2 23734 99 - 100

39. Si dos poligonos tienen la misma éarea, entonces se pueden cortar
en un numero finito de poligonos, que reordenados permiten obtener
el segundo a partir del primero y viceversa. jProbarlo! [Para solidos
en el espacio esto no ocurre: jun cubo y un tetraedro con el mismo
volumen no se pueden cortar de esta formal]

40. Se eligen 4 vértices de un paralelogramo entre los nodos de una
cuadricula. Si ningin nodo de la cuadricula queda encerrado en el
interior del paralelogramo, probar que el area del paralelogramo es
igual a la de cada uno de los cuadros de la cuadricula.

11



a=2,b=2

41. Con las condiciones de la pregunta 40, si a nodos estan encerra-
dos en el interior del paralelogramo y b nodos estan en la frontera.
Calcular el area del paralelogramo.

42. Para paralelepipedos en tres dimensiones, jsigue siendo cierta la
afirmacion de la pregunta 407

43. Los nameros del conejo (o de Fibonacci) forman la sucesion
1,1,2,3,5,8,13,21,34,..., en la que ap12 = an4+1 + a, para cada
n=12,... (a, es el enésimo término de la sucesion). Encontrar el
maximo comun divisor de los ntimeros a1gg v agg.

44. Encontrar el nimero (de Catalan) de formas de dividir un n-
4gono convexo en tridngulos cortandolo por las diagonales que no se
intersequen. Por ejemplo, ¢(4) = 2, ¢(5) = 5, ¢(6) = 14. ;Cuantos se
pueden encontrar para ¢(10)?

45. En un torneo participan n equipos, los que pierden abandonan la
competiciéon, y el ganador se decide tras n — 1 encuentros. El cuadro
del torneo se puede escribir de forma simboélica como, por ejemplo,

12



((a, (b,c)),d) que significa que b juega contra ¢, y el ganador se cruza

con a, y el ganador de éstos con d.

— Para 2 equipos, sélo puede ser (a,b), luego un solo cuadro.

— Para 3 equipos, solo puede ser ((a,b),c), o ((a,c),b), o ((b,¢),a),
luego hay 3 posibles cuadros.

— Para 4 equipos:

(((a;0),¢),d)  (((a;¢),0),d)  (((a,d), b)) (((b,¢),a),d)
(((b,d),a),c)  (((¢,d),a),0)  (((a,0),d),c)  (((a,¢),d),b)
(((a;d),c), ) (((b,¢),d),a) — (((b,d),¢),a)  (((¢,d),D),a)
((a;0),(e;d))  ((a,¢),(b,d))  ((a,d), (b;c))

., Cuéntos cuadros distintos hay para 10 equipos?

46. Unir n puntos 1,2,...,n con n — 1 trazos (en una sola pieza)
para obtener un arbol. ;Cuéntos arboles distintos se pueden obtener
(jel caso n =5 ya es interesante!)?

1 2
n=2: o—o, elnameroes]1;

123 213 1 3 2

n=3 o—o—o0, o—o—o0, o—o—o, elnumeroes 3;

KA L L L9

el namero es 16.

47. Una permutacion (z1, 22, ..., 2, ) de los nameros {1,2,...,n} se
denomina una serpiente (de longitud n) si 1 < xg > x5 < x4---
EJEMPLO:

n=2, sétlo 1<2, el ntimero es 1,
n =23, 1<3>2
2<3>1}
n =4, 1<3>2<4
1<4>2<3
2<3>1<4,, elntmeroes?5.
2<4>1<3
3<4>1<2

el ntimero es 2,

Encontrar el nimero de serpientes de longitud 10.

13



48. Sea s, el numero de serpientes de longitud n:
S1 = 1, So = 1, S§3 = 2, S4 = 5, S5 = 16, S = 61.

Probar que la serie de Taylor de la tangente es:

1 x3 x S 2k—1

€T x
tanm—1?+2§+16§+ —kgls%—lm-

49. Encontrar la suma de la serie
22 4 26

x > 22k
1+1—+5E+61—+ kZ:jOstm.

50. Para s > 1, probar la identidad

= 1 = 1
T =2 e
—2 PS n—1

(el producto afecta a todos los nimeros primos p, y el sumatorio a los
ndmeros naturales n).

51. Encontrar la suma de la serie

11 o
I+=+-+... 5
+itgt g z

(probar que es 7/6, es decir, aproximadamente 3/2).

52. Encontrar la probabilidad de una fraccion p/q sea irreducible (se
define de la siguiente forma: en el disco p? + ¢ < R?, se cuenta el
niamero N de vectores con dos componentes enteras p y ¢ que no
tengan divisores comunes mayores que 1, después de hacer esto, la
probabilidad de que sea irreducible es el limite del cociente N(R)/m(R),
donde M (R) es el ntimero de puntos enteros en el disco (M ~ wR?)).

14



M(5) =81, N(5) = 44, N/m = 44/81

53. Para la sucesién de los niimeros de Fibonacci a, del problema
43, encontrar el limite del cociente 4n+1/a,, cuando n tiende a infinito:

8 13 31
)

An+41 o=
87 217

an

:2’

) )

35
2" 3

RESPUESTA: Es la “razon aurea”, @ ~ 1,618. Es la razon de los

lados de una tarjeta tal que es semejante a si misma tras recortar un
cuadrado cuyo lado es el lado menor de la tarjeta, g—g = %. ;Cual es

la relacién entre la razén durea y un pentagono regular y una estrella
de cinco puntas?

54. Calcular la fraccion continua infinita

1+ =agp +
24+ ai +
14— as + ———
2+

1

1
+2+...
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donde ag; = 1y asgt1 = 2 (es decir, el limite de las fracciones

1
ap +

a+ ——
az + o1

cuando n — 00).

55. Encontrar los polinomios
y = cos 3(arccos ), y = cos4(arccosz), y = cosn(arccosz),

para |z| < 1.

56. Calcular la suma de las potencias k-ésimas para las n raices
n-ésimas complejas de la unidad.

57. Enel plano (z,y), dibujar las curvas definidas paramétricamente
por:

{x =cos2t,y =sin3t}, {z=1>—-3ty=1t"—2}.

58. Calcular (con una cota de error menor del 10%) fo% sin'® 2 dz.

59. Calcular (con una cota de error menor del 10%) 110 ¥ dx.

60. Encontrar el area de un triangulo de angulos («, 3,) sobre una
esfera de radio 1, cuyos lados son circulos maximos (secciones de una
esfera con un plano que pasa por el centro de la esfera).

RESPUESTA: A = a+ 8+~ —7 (por ejemplo, en un tridngulo con tres
angulos rectos, A = 7/2, es decir, la octava parte del area total de la
esfera).

16



61. Un circulo de radio r rueda (sin deslizarse) por el interior de
un circulo de radio 1. Dibujar la trayectoria completa de un punto
del circulo que se desplaza (esta trayectoria se denomina hipocicloide)
para r = 1/3, para r = 1/4, para r = 1/n, y para r = 1/2.

62. En una clase de n alumnos, estimar la probabilidad de haya dos
que cumplan afios el mismo dia. ;Es alta o baja?

RESPUESTA: Es alta si el niimero de alumnos es mayor que ng, baja
si es mas pequeiio que ng. Hay que buscar el valor ng tal que la
probabilidad es p & 1/2.

63. La ley de Snell (o Snellius) establece que el angulo o que forma
un rayo de luz con el vector normal a las capas de un medio estratifi-
cado satisface la ecuacion

n(y) sin o = const,

donde n(y) es el indice de refraccién de la capa a una altura y (la
cantidad n es inversamente proporcional a la velocidad de la luz en
este medio. La velocidad en el vacio vale 1, y en el agua n = 4/3).

y y

Nﬂ<

n(y)

Dibujar las trayectorias de un rayo en el medio «aire en un desier-
to», donde el indice n(y) tiene un méaximo a una determinada altura
(una solucién a este problema explica los espejismos en un desierto
a aquellos que entiendan cémo se relaccionan con las imagenes las
trayectorias de los rayos que salen de los objetos).

64. Inscribir en un tridngulo acutangulo ABC un triangulo K LM
de perimetro minimo (con los vértices K en AB, L en BC, M en C'A).

B
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PISTA: La respuesta para los tridngulos no acutangulos no es tan
bonita como la de los acutangulos.

65. Calcular el valor medio de la funcién 1/r (donde r? = 2% 4y2+22,
r es la distancia al origen) en la esfera de radio R centrada en el punto
(XY, 2).

PISTA: El problema esta relacionado con la Ley de Gravitacion de
Newton y la Ley de Coulomb del campo eléctrico. En la version bidi-
mensional del problema, hay que reemplazar la funcion por Inr, y la
esfera por el circulo.

66. Como 2! = 1024 ~ 10?, entonces log;, 2 ~ 0, 3. Estimar cuanto
difieren y calcular, con tres decimales, log; 2.

67. Hallar log;,4, log,8, log,y5, logy50, log,;32, log,,128,
log;( 125, log,, 64 con la misma precision.

68. Usando que 7% &~ 50, encontrar un valor aproximado de log;, 7.

69. Sabiendo que log;,64 y que log;,7, calcular log,,9, log;, 3,
log;, 27, log, 6, log, 12.

70. Sabiendo que In(1 + z) ~ z (In es log,), hallar log;ye y In10

usando la relacién
Ina

In10
y para los valores de log;, a calculados previamente (por ejemplo, para
a = 128/125, 1024/1000 y asi sucesivamente).

[Las soluciones de los problemas 65-69 conducen, después de media
hora, a una tabla de logaritmos con cuatro digitos de cualquier nimero
usando productos de niimeros que ya conocemos como datos basicos
y la formula

logga =

I2 IS $4
In(1 Nr—
n(l+z)~z 2+3 4+

para realizar correcciones.] (De este modo, Newton construy6 una ta-
bla de logaritmos con 40 digitos.)

1 El numero de Euler e = 2,71828. .. se define como el limite de la sucesion (1 + %)n

paran — oo, y es igual a la suma de la serie 1+ % + % + % + - --. También se puede

definir mediante la formula citada para In(1 + x): limo W =1.
xr—r
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71. Se considera la sucesion de potencias de dos: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64,
128, 256, 512, 1024, 2048, ... Entre los primeros doce nameros, hay
cuatro cuya expresion decimal empieza por 1, y ninguno que comienza
por 7.
Probar que en el limite n — oo el primer digito de los ntimeros 2™,
0 < m < n es, con una determinada frecuencia: p; ~ 30%, p> ~ 18%),
.., pg ~ 4%.

72. Verificar el comportamiento del primer digito para las potencias
de tres: 1, 3, 9, 2, 8, 2, 7,... Probar que, en el limite, también aqui se
obtienen unas ciertas frecuencias y, ademaés, son las mismas que para
las potencias de dos. Encontrar la férmula exacta para pq, ..., pg.
PISTA: El primer digito del nimero x queda determinado por la parte
decimal del nimero log,, «, por lo tanto hay que considerar la sucesién
de las partes decimales de los niimeros mc, donde a = logy 2.
Probar que estas partes decimales se distribuyen uniformemente en
un intervalo de 0 a 1: entre los n niimeros decimales ma, 0 < m < n,
un subintervalo A contendra una cantidad k,,(A) de ellos de tal forma
que, para n — oo, lim(ky,(A)/n) = (la longitud del subintervalo A).

73. Sea g: M — M una aplicacion diferenciable de un dominio aco-
tado M en si mismo, tal que g es inyectiva y preserva areas (volumenes
en el caso de dimension superior). Probar que en todo entorno U de
cualquier punto de M, y para cualquier ntimero NN, existe un punto
x € U tal que gT(ac) también estd en U para cierto entero T > N
(Teorema de la recurrencia).

74. Sea M la superficie del toro (con coordenadas o« (mod 27), 8
(mod 27)), y

gla, B) = (a+1,8++V2) (mod 2m).
Probar que la sucesion de puntos {g7 (x)}, T = 1,2,..., es siempre

densa en el toro.

75. Con la notaciéon del problema 74, sea

fla,B8) = (2a+B,a+ ) (mod 27).

Probar que existe un subconjunto denso del toro que consiste en los
puntos periodicos z (es decir, los puntos tales que f7(*)z = 2 para un
cierto entero T > 0).
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76. Con la notacion del problema 74 y la funcion f del problema
75, probar que, para casi todo punto = del toro, la sucesién de pun-
tos {fT(x)}, T = 1,2,..., es densa en el toro (los puntos = que no
satisfacen esta propiedad forman un conjunto de medida nula).

77. En los problemas 74 y 76 probar que la sucesion {g7 (x)}, T =
1,2,..., se distribuye uniformemente en el toro: si un dominio A con-
tiene k, (A) puntos del tipo g% (x), T =1,2,...,n, entonces

lim kn(A) _ medA4

n—oo N med M

(por ejemplo, para un dominio de Jordan medible A de medida med A).

NOTA SOBRE EL PROBLEMA 13. Con este problema intenté ilustrar la
diferencia entre como abordan las tareas los matematicos y los fisicos,
en mi papel de invitado en la revista «Physics — Uspekhi» durante la
Navidad del aiio 2000. El éxito sobrepasé mis expectativas: como los
editores, a diferencia de los nifios de preescolar en quienes yo habia
basado mi experiencia, no lograron resolver el problema, lo modifica-
ron de la siguiente manera para encontrar mi respuesta de 4 mm: en
lugar de «desde la primera pagina del volumen 1 hasta la tltima del
volumen 2», escribieron «desde la wltima pagina del volumen 1 hasta
la primera pagina del volumen 2».

Esta historia real es tan increible que he decidido incluirla aqui: la
prueba de esto es la version que publicaron los editores en la revista.
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