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RESUMEN. En la historia de las matematicas, la obra de Nicolas Bernoulli
no se encuentra suficientemente reconocida. Quizas pudiera ser debido a que
Nicolas pertenecié a una familia que dio otros eminentes matematicos, como
su tio Jacques Bernoulli y su primo Daniel Bernoulli, asi como a que su pro-
duccién cientifica no se encuentra agrupada, sino dispersa en cientos de cartas,
que cruzé con los méas importantes cientificos de su época. El objeto de este
trabajo es mostrar la relevante correspondencia epistolar que mantuvo Nicolas
Bernoulli con el fisico holandés ’s Gravesande y el matemético francés Mont-
mort relacionada con la proporciéon de nifios y nihas nacidos, la sex ratio, que
se encuentra en el origen de la importante técnica estadistica de los contrastes
de significaciéon y que también tuvo interesantes connotaciones filoséficas.

1. LOS PROTAGONISTAS DE LA CORRESPONDENCIA

Nuestro protagonista, Nicolas Bernoulli (1687-1759), forma parte de una de las
familias méas conocidas de matematicos, los Bernoulli. Tuvo como tio a Jacques Ber-
noulli (1654-1705) y como primo a Daniel Bernoulli (1700-1782), ambos eminentes
matematicos de la citada familia.

En 1709, en Basilea, defendié su tesis de doctor en Derecho titulada De usu artis
conjectandi in Jure (De la aplicacién del Célculo de Probabilidades a materias de
jurisprudencia). En cierta manera, su tesis era una continuacién del capitulo cuarto
de la principal obra de su tio Jacques, el Ars Conjectandi (Arte de la Conjetura o
Probabilidad) [4], publicada péstumamente a la muerte de Jacques por los herederos
de este, en 1713, y de la que Nicolas coment6 que era «demasiado joven e inexperto
para completarlay.

El tercer capitulo de su tesis estaba dedicado al interesante Problema del Ausente:
jcudndo debe considerarse muerta una persona ausente? Segun Nicolas, debe ser
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tomado por muerto cuando haya una apuesta de dos contra uno a que esté muerto
mas bien que vivo. Supongamos que una persona sale de su pais a los 20 anos.
Conforme a las tablas publicadas en el Fssai sur les probabilités de la durée de la
vie humaine (Ensayo sobre las probabilidades de la duracién de la vida humana) [6],
por Antoine Deparcieux (1703-1768), de 814 personas vivas a la edad de 20 afios,
siguen vivas a la edad de 72 afios 271, lo que aproximadamente es la tercera parte
de 814; asi pues, de los 20 a los 72 afios, en esos 52 afios, han muerto las dos terceras
partes, esto es, al final de los 52 afos hay una apuesta de dos contra uno a favor
de la muerte frente a la de la vida de un hombre. Luego, en logica, deben esperarse
esos 52 anos para que oficialmente sea considerado muerto y los herederos puedan
disponer de la herencia. Actualmente, con la vigente legislacién espaiiola, el nimero
de anos que debe esperarse es de 9.

Nicolas estudié la aplicacién de la probabilidad a problemas judiciales entre los
que sobresalen los repartos de herencias, la condena de una persona en base a la
combinacion de las probabilidades asignadas a diversas pruebas, la veracidad de los
testimonios, el calculo del valor de las pensiones, seguros maritimos, etc.

En Padua obtuvo su primer trabajo como profesor de Matematicas, ocupando la
catedra que anteriormente fue de Galileo, para en 1722 regresar a su ciudad natal,
Basilea, y acceder a la catedra de Légica y de Derecho, llegando a ser rector de su
universidad.

Aunque Nicolas lleg6 a ser miembro de la Academia de Berlin, de la Royal Society
de Londres y de la Academia de Bolonia, no publicé mucho. La mayor parte de su
produccién cientifica se encuentra esparcida entre las mas de medio millar de cartas
que intercambié con otros cientificos. En este trabajo nos centraremos concretamente
en la relacién epistolar que mantuvo con ’s Gravesande y Montmort.

Nuestro segundo protagonista, Willem Jacob ’s Gravesande (1688-1742), fue un
fisico y matematico holandés. Como fisico introdujo la teoria newtoniana en el conti-
nente europeo y modernizo la ensefianza de la Fisica, comenzando las demostraciones
préacticas de experimentos dentro de las clases que, como catedratico de Astronomia,
Fisica, Matematicas y Légica, impartia en la universidad holandesa de Leiden. Al
contrario que filésofos como Descartes o Spinoza, que sélo pregonaban la utilidad
del «método geométricos (las Matemdticas) para alcanzar el verdadero conocimien-
to, haciendo innecesaria la figura de Dios para explicar las leyes de la Naturaleza,
's Gravesande defendia la utilidad conjunta de las Matematicas y la Fisica que uti-
lizaba Newton para demostrar la necesidad de Dios. Para ’s Gravesande, cuando la
observacion se une con las Matematicas, la sabiduria de Dios aparece ante nuestros
0jos.

Durante su etapa de estudiante de Derecho en Leiden escribi6 su primer tratado
de Matemadticas, Fssai de Perspective (Ensayo de Perspectiva), elogiado por Jean
Bernoulli. ’s Gravesande hizo de intermediario entre el rector de la Universidad de
Leiden y Jean Bernoulli, transmitiéndole el interés de la universidad holandesa por
contar con él como profesor. Jean rechaz6 la oferta de la universidad holandesa
debido al bajo salario que se le ofert6. Willem, a lo largo de estos anos, se habia
logrado forjar fama de buen matematico. En diciembre de 1715, Nicolas Bernoulli
alabaria un teorema sobre logaritmos que ’s Gravesande le habia hecho llegar.
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En 1774 se publicé péstumamente un volumen con sus Oeuvres Philosophiques
et Mathématiques de Mr. G. J. ’s Gravesande (Obras filos6ficas y matemadticas de
Mr. G. J. ’s Gravesande) [8], labor llevada a cabo por su bidgrafo Allamand. En
esta obra hay unos capitulos dedicados al Calculo de Probabilidades, donde aparece
la definicién clasica de probabilidad, la de la unién de sucesos disjuntos o la de la
interseccién de sucesos independientes como producto de probabilidades. Uno de los
capitulos que la conforma lleva por titulo Démostration mathématique de la direction
de la Providence Divine (Demostraciéon matemadtica de la direccién de la Providencia
Divina). En él, ’s Gravesande trata de demostrar matemdticamente que Dios dirige
lo que sucede en este mundo a raiz de la observacion de la regularidad del nimero
de ninos y nifias que nacen diariamente. Este serd el tema epistolar del que nos
ocuparemos en este trabajo.

Nuestro tercer protagonista es Pierre Rémond de Montmort (1678-1719). A los
21 anos, renuncié a ser canénigo de Notre-Dame para casarse y gestionar la herencia
de sus padres. Viajé por diversos paises europeos y en su mansion recibié a los
mejores matematicos de su época, entre los que se encontré Nicolas Bernoulli. Fue
miembro de la Royal Society de Londres y de la Academia de Ciencias de Paris.
Murié el 7 de octubre de 1719 a la edad de 40 anos de una infeccién de viruela que
contrajo en una de sus visitas a Paris.

En 1708 aparecio la primera edicion del Essai d’analyse sur les jeux de hazard
(Ensayo de andlisis sobre los juegos de azar) [14], donde Montmort analiza distintos
juegos de cartas y dados. Sera en la segunda edicién de esa obra fechada en 1713,
donde incluya la correspondencia que mantuvo con Nicolas y Jean Bernoulli, quizas
para dar un aspecto maés cientifico a su obra, no olvidemos que Montmort no tenia el
prestigio cientifico de los Bernoulli. El éxito que obtuvo Montmort con este manual
fue inmenso, incluso superior al que tuvo el Ars Conjectandi de Jacques Bernoulli,
y que aparecié simultdneamente con la segunda ediciéon del texto de Montmort.
Montmort pensaba que el Célculo de Probabilidades podria servir

para regular los juicios y la conducta de los hombres en la préctica de
las cosas de la vida.

El causante de la relacién epistolar entre los anteriores hombres de ciencia es John
Arbuthnot (1667-1714). Este fue un médico escocés de gran renombre, llegando a
serlo de la reina Ana de Inglaterra. Entre sus amigos figuraron musicos como Handel
o0 escritores como Jonathan Swift, autor de Los viajes de Gulliver. Tras la muerte de
su padre en 1691, Arbuthnot se trasladé a vivir desde Escocia a Inglaterra, donde dio
clases de matematicas para sobrevivir. Ha pasado a la historia de las Matematicas
porque tradujo y comentd, en 1692, el tratado de Christian Huygens Ratiociniis
in Ludo Aleae (Razonamientos sobre juegos de azar) (1657) [12]. Lo vendid, bajo el
titulo Of the Laws of Chance (De las leyes del azar), como un manual para jugadores
y no como un libro de Matematicas, lo que le report6 grandes beneficios. También es
autor de un articulo en 1710, publicado en la Philosophical Transactions, titulado An
argument for Divine Providence, taken from the constant reqularity observed in the
births of both sexes (Un argumento a favor de la Divina Providencia, tomado de la
regularidad constante observada en los nacimientos de ambos sexos) [1], relacionado
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con la proporcién de nacimientos de nifios y ninas, lo que técnicamente se conoce
como sex ratio. Arbuthnot se mostraba asombrado con los datos de la sex ratio
obtenidos de Londres de 1629 hasta 1710 (ver figura 1), donde afio a afio y durante
todos ellos, siempre el nimero de bautizados (nacidos) varones superaba al de nifias.
Ya en 1662 John Graunt habia publicado su Natural and Political Observations
(Observaciones naturales y politicas) [9], en el que se inclufa una tabla sobre el
numero de bautizados cada afio en Londres, entre 1629 y 1662, diferenciados por
sexos. La us6 como aproximacion al nimero de nifios y nifias nacidos cada afio en
esa ciudad, que Graunt pensaba se encontraba en una relacién de 14 hombres por
cada 13 mujeres. En el capitulo VIII, titulado Sobre la diferencia entre hombres y
mugjeres, Graunt escribié que en Londres habia méds hombres que mujeres y, para
respaldar esta hipétesis, el autor introdujo diferentes argumentos, algunos de ellos
apoyados por la tabla que més tarde ampliaria Arbuthnot hasta el afio 1710, sin citar
su procedencia. La tabla la construyé Graunt a partir de los boletines semanales que
publicaban las parroquias de Londres y suponiendo que el nimero de bautizos de
cada ano era una buena estimacién del niimero de nacimientos, lo cual no siempre
fue asi a lo largo de los afios analizados, como se puede ver en Camunez y Basulto
[5] en el perfodo 1639-1648, debido a la disension religiosa que se produjo.
Arbuthnot considerd cada nacimiento equiparable al lanzamiento de una moneda
o un dado con sélo dos caras, una de las caras marcada como V = varén y otra
W = nina. Si consideramos n nacimientos, es decir, n lanzamientos de la moneda,
al desarrollar el binomio (V' 4+ W)™, sus coeficientes binomiales nos dan el ntimero
de casos favorables conteniendo k varones y n — k ninas. Y, por tanto, si denotamos
por z la variable que nos da el nimero de varones de n nacimientos, el coeficiente
de VFW™=* dividido por 2" es la probabilidad de obtener k varones y n — k nifias,

o sea,
1 /n
ple = k] = 2"<k:>

El término intermedio, es decir, la probabilidad de obtener n/2 varones es

b=t =5 ) -5

Utilizando la mal llamada férmula de Stirling n! >~ n"e~"+/27n, ya que su in-
vencién se debe a Abraham de Moivre (1667-1754) que la utilizé para aproximar
la distribucién binomial mediante la normal, se puede demostrar que la anterior
probabilidad tiende a cero cuando n tiende a infinito:

, n! 2 1
lim ——— =4/— lim — =0.
=50 91 ((n/2)!) T n—oo /1

A medida que crece el niimero de lanzamientos, los coeficientes de cualquier término
se hacen mas pequefios y, por tanto, al tirar un niimero grande de veces la moneda,
la probabilidad de obtener un niimero igual de varones que de nifias es muy pequena.
En palabras de Arbuthnot [1]:
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Figura 1: Nuimero de bautizados de Londres, 1629-1710.
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En el vasto niimero de los mortales, habria una pequefnia parte de todas
las alternativas posibles, de que ocurriese, en cualquier momento dado,
que hubiesen nacido un nimero igual de nifios que de ninas.

Luego la primera conclusiéon que obtuvo Arbuthnot era que es poco probable que
se dé la igualdad de nacimientos de nifios y nifias. Y contintia afirmando, aunque
errbneamente, que todavia serd mas improbable que se dé un exceso de ninos o ninas.
Y que debe existir una fuerza divina y sabia, més alla del puro azar, para que cada
ano el nimero de ninos nacidos supere al de ninas, debido a que los varones son mas
proclives a peligros y a fallecer a causa de las guerras y los viajes.

Arbuthnot realizé un segundo calculo ligado al germen de los contrastes de signifi-
cacién y a probar la existencia de una divina providencia. Supongamos que queremos
contrastar la hipotesis nula de que la probabilidad de nacer nino o nina fuera la mis-
ma, es decir, que es el azar el que rige el sexo en el nacimiento, contra que no es asi,
sino que es Dios el regidor de tal hecho provocando un mayor nacimiento de varones.
En notaciéon matematica se trataria de contrastar la siguiente hipodtesis estadistica:
Hy:p=1/2 contra Hy : p > 1/2.

Si llamamos y a la variable que nos da el niimero de nifias de n nacimientos,
la probabilidad de que se den mas ninos que ninas a lo largo de 82 anos, bajo la
hipdtesis nula, es

1 82
plr >y | Ho) < (2> ~2.07 x 10727,

El hecho de que esta probabilidad sea infinitesimal y que la preponderancia en el
nacimiento de varones ocurra «durante afios y anos y no sélo en Londres, sino en
todo el mundo», segin Arbuthnot [1], hace que rechazara la hipdtesis nula de que
la probabilidad de nacer varén o nina fuera la misma, que descartara que fuera el
azar el culpable de tal regularidad y que echara mano de la intervencién divina para
explicar que nazcan mas varones que ninas.

El problema de la sex ratio ha sido tratado en grandes obras generalistas ligadas
a la historia de las Matemadticas, como podemos ver en [10], [11], [15] o en [17], y en
otras més especificas ligadas a la figura de Arbuthnot (ver [2], [7], [16]).

Nicolas Bernoulli se encontré con ’s Gravesande en 1712 en un viaje que hizo
por Holanda, Inglaterra y Francia. Nicolas discutié con ’s Gravesande el problema
de Arbuthnot y escribié una serie de cartas sobre ese tema de las que s6lo nos han
llegado tres, fechadas el 30 de septiembre, 9 de noviembre y 30 de diciembre de 1712,
que se publicaron péstumamente en 1774 dentro de las Oecuvres Philosophiques et
Mathématiques de Mr. G. J. ’s Gravesande [8] y que trataremos en la seccién 2 de
este articulo. Nicolas también comentaria el problema de Arbuthnot con Pierre Ré-
mond de Montmort (1678-1719), noble francés y matemético, en dos cartas fechadas
el 11 de octubre de 1712 y el 23 de enero de 1713, publicadas en su Essay [14] por
Montmort.

En la seccién 3 nos ocuparemos de la relacién epistolar de Nicolas Bernoulli
con Montmort y acabaremos con unas conclusiones, siendo el objetivo principal del
articulo el profundizar en la relacién epistolar que dio lugar al nacimiento de los
contrastes de hipétesis.
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2. LA CORRESPONDENCIA DE NICOLAS CON ’S GRAVESANDE

2.1. PRIMERA CARTA DE BERNOULLI A ’S GRAVESANDE

Estando Nicolas en Londres le comenté a ’s Gravesande, en una carta fechada
el 30 de septiembre de 1712, que habia mantenido diversas conversaciones sobre el
problema de Arbuthnot con dos miembros de la Royal Society de apellidos Mr. Craig
y Mr. Burnet:

Les he demostrado que en un gran ntimero de tiradas de monedas (cara y
cruz) hay una gran probabilidad de que la mitad caigan cara y la mitad
cruz y que, por tanto, no deberia considerarse un milagro que cada ano
hubiera igual niimero de nacimientos de ninos que de ninas, mas bien al
contrario, deberia ser un milagro que tal hecho no sucediese. El error de
Mr. Arbuthnot consiste en que toma esta igualdad demasiado precisa, en
su catalogo de 82 anos no ha observado que, si los limites son amplios,
existe entonces una probabilidad muy alta de que el niimero de nifios y
ninas caiga entre esos limites méas que fuera de ellos.

Otro matematico escocés, John Craig, en 1699 publicé un tratado titulado Theo-
logiae Christianae Principia Mathematica (Principios Matemaéticos de la Teologia
Cristiana), donde expuso una férmula para conocer la credibilidad de un hecho his-
torico. Para Craig, la fiabilidad de un testimonio decrece con el nimero de testigos,
el tiempo transcurrido desde que ocurri6 el hecho hasta que el testigo dio fe de él y
la distancia desde que el hecho sucedié hasta el momento en que es investigado. Y
se atrevid a dar una formula para la «probabilidad» de dicha fiabilidad:

2 2
P:x—ﬁ—(m—l)s—i—%—i—%,
donde z es la probabilidad de la fiabilidad del primer testigo del hecho, m el nimero
de testigos en la cadena, s es la duda creada en cada transmisién del hecho, ¢ es
el tiempo transcurrido entre cada transmision, d la distancia al hecho, y k, T, q y
D son constantes. Craig afirmaba, utilizando esta férmula, que 1454 anos después
de escribir su libro, todos los testimonios escritos sobre la vida de Cristo habrian
desaparecido en términos de credibilidad, es decir, P se anularia.

Tras esta primera carta de Nicolas, ’s Gravesande le remite otra en la que defiende
a Arbuthnot, misiva que no se ha conservado, pero si la contestacién de Nicolas
Bernoulli que veremos a continuacién.

2.2. SEGUNDA CARTA DE BERNOULLI A 'S GRAVESANDE

En ella, fechada el 9 de noviembre de 1712, Nicolas le expresa a ’s Gravesande:

Yo le ruego, Senor, que reflexione un poco mas sobre esto, estoy conven-
cido de que se darad cuenta de que también usted estd equivocado. Usted
no ha considerado dos puntos: 1.° Que no es una moneda la que se tira
82 veces al aire, sino muchas mas, por ejemplo, 1000. 2.° Que de estas
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1000 monedas, tiradas 82 veces al aire, casi siempre hay la mitad que
caen sobre una cara y la mitad sobre la otra, pero que no es necesario
que, si la primera sale por ejemplo cruz, también la segunda sea cruz,
puede salir cara y, si antes habia salido cara, puede salir esta vez cruz,
y asi pueden variar de diversas maneras. Le envio una copia de la de-
mostracion que le he dado a Mr. Burnet, espero que ella le aclare y le
convenza enteramente.

La demostracion, adjuntada en la carta del 9 de noviembre, en notacién actual
quedaria de la siguiente forma. Consideremos n pruebas independientes, cada prueba
con r + s resultados de los que r son favorables. Tomemos como p la probabilidad
de éxito, es decir, la probabilidad del nacimiento de un varén, luego p = r/(r + s).
Supongamos que el niimero esperado de varones es igual al producto del niimero de
éxitos r por una constante k, es decir, np = kr, y por tltimo tomemos el niimero de
éxitos como s, y su frecuencia relativa como h,, = s, /n.

Jacques Bernoulli habia demostrado que, para algin n suficientemente grande,
la frecuencia relativa h,, convergia a p en probabilidad. O sea, que cuando el nimero
de pruebas es suficientemente grande, la frecuencia relativa se podia tomar como
probabilidad del suceso, lo que expresado mateméticamente quedaria como

p[|hn_p|§‘€]>1_67

y que Poisson llamaria ley de los grandes nimeros.

Nicolas demostrd posteriormente un teorema que llevara su nombre y que es una
mejora del teorema de Jacques Bernoulli. Dicho teorema afirma que si denotamos
por P, la probabilidad de que la frecuencia relativa diste del nimero esperado menos
de d unidades, o sea, Py = p||s, — kr| < d], y por f; los sumandos de los términos
del desarrollo del binomio de Newton

n i=ks
=30 ()= 3
=0 i=—kr

entonces, para cualquier d > 0, se verifica que las apuestas a favor del tal suceso son

Fa >ml'n(f0 fo> -1

1= Py fa f-a
O, expresado de otra manera, que la probabilidad satisface
Py=pl|sn — kr| < d] > 1 —max (fd7f—d> _
fo' fo

Es decir, Nicolas obtuvo una cota inferior de Py. Y atn hizo més, ya que, para valores
grandes de n, obtuvo una aproximacion a dicha cota inferior a partir de aproximar
el cociente

Jo _( kr+d  krtl ks\?
ks—d+1 kr  kr) ’

fa kr
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y donde fy/ f—q se obtiene intercambiando los papeles de r y s en la ecuacién anterior.
La intencién de Nicolas fue comparar la distribucién de los datos de nacimientos
de los 82 afios observados con una distribuciéon binomial y explicar la variacién
obtenida en esos anos con ese modelo binomial, aplicando el teorema anterior.
Nicolas, en su carta de 9 de noviembre a Barnet, le adjunt6 a ’s Gravesande copia
de su demostracién, que consistia en:

1. Suponiendo un niimero constante de nacimientos de n = 14000, Nicolas calculé
el nimero de varones nacidos escalados a esos 14000, es decir, x; = 14000h;,
donde h; es la frecuencia relativa de varones el ano ¢. Nicolas cambié la supo-
sicién de Arbuthnot de p = 1/2 por la probabilidad més verosimil que cifra en
p = 0.5169, en funcién de que la frecuencia relativa de nacimientos de varones

; . _ 484382
para el total del periodo estudiado era de h = §3555 ~ 0.5163.

Con lo que tenfamos una binomial B(14000;0.5169) y el ntimero esperado de
nacimientos masculinos es de 14000 x 0.5169 ~ 7237. Y si en 1703 nacieron
7765 ninos y 7683 ninas, con 14000 nacimientos tendriamos un valor Ty, =
14000 x 17574658 ~ 14000 x 0.5026 ~ 7037 varones, lo que supone 200 varones
menos que el valor esperado 7237.

2. Calculé la probabilidad de que este nuevo ntimero de bautizados en cualquier
afio no difiera en mas de d = 7237 — 7037 = 200 del valor esperado de varones
nacidos M = 7237, es decir,

Py=plle— M| <d =pllz — 7237 < 200] = p[7037 < x < 7437] .

Las apuestas a favor del mismo son, por el teorema de Bernoulli,

Py - (Jo fo\
1- P, > min (fd’f—d> 1,

donde
oo fomy ((M+d M+1 F
87, T2 %\ F_dy+1 M M)
que en nuestro caso queda
fo 7437 7238 6763
log =— ~ 1001 . . ~ 2.4870.
&7 98\ 6564 7237 7237
%

oo fo m ( F+d F+1 M
8 2%\ M —dv1 T F F)

que en nuestro caso queda

log ff—o ~ 1001log

<6963 6764 7237
—d

. . ~ 2.4830.
7038 6763 6763)
Luego % ~ 306.9 y % ~ 304 y, por tanto, las apuestas a favor serian

Py
1-P,

> min (306.9,304) — 1 = 303,
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con lo que la probabilidad requerida es

303
Py=pllz — M| <d] =plle — 7237 < 200] = p[7037 < x < 7437 > 304"
3. La probabilidad anterior es muy alta, pero se corresponde con un solo ano. Con
lo que la probabilidad de que el niimero de nacidos varones esté entre 7037 y
7437 en 100 afios consecutivos es mayor que

303\ 1000
(Py)'0 > (304) ~ 1359 = 0-7199.

Este dato le sirvié a Nicolas para afirmar que la variaciéon en el niimero de naci-
mientos podia ser explicada por una distribucién binomial sin méas que encontrar la
probabilidad correcta de nacer varén. El modelo le sirvié porque la mayoria de las
observaciones caen dentro de los limites establecidos con una alta probabilidad, salvo
cuatro observaciones mayores de 7437, sobre las que no dice nada. Nicolas Bernoulli
rechazo, por tanto, la primera de la hipdtesis de Arbuthnot de que era poco probable
que el nimero de ninos nacidos fuera similar al de nifias.

2.3. CARTA DE 'S GRAVESANDE A NICOLAS BERNOULLI

Pero Bernoulli no logré convencer a Willem ’s Gravesande. Este le respondié a
Nicolas, en una carta reproducida en sus Oeuwres [8], que Arbuthnot no intentaba
demostrar que Dios contradecia las leyes de la naturaleza y que El mismo habia
creado, sino que sélo intentaba probar que p era mayor que 1/2 y el hecho de que
Nicolas obtuviera que p = 11203070 % reforzaba la idea de Arbuthnot de que Dios
gobernaba los nacimientos de las personas. ’s Gravesande le comunicé a Nicolas
Bernouli que habia resuelto el problema de la sex ratio trasladandolo a un ambiente

aleatorio:

A apuesta contra B que entre 11429 monedas, arrojadas al mismo tiempo,
el nimero de las que caigan cara no serd mas de 6128 y no menos de 5745,
sino que estard entre ambos ntimeros. Pregunto la suerte de A y de B.
Yo he hecho el célculo y he encontrado que si la suerte de A es 1, la
suerte de B es expresada por un ntimero de 44 cifras, lo que hace ver
claramente que si el mundo es conducido por el azar, hay un nimero de
44 cifras contra 1, que lo que ha ocurrido no debe ocurrir, de lo que se
debe concluir que es un Ser Inteligente quien ha dirigido el nacimiento
de los ninos y no un azar ciego.

Veamos cémo llegd a ese nimero de 44 cifras:

1. Ya que el nimero de nacidos varia ano a ano, supuso que el niimero anual de
nacidos (igual que el de bautizados) era constante e igual al nimero medio de
nacidos a lo largo de esos 82 afios, es decir, 938223/82 ~ 11442 (por un error,
’s Gravesande toma 11429).
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2. Seguidamente, calculd el nimero relativo de nacimientos de varones que variaba
entre el valor 7765/15448 ~ 0.5027 del afio 1703 y 4748/8855 ~ 0.5362 del
ano 1661, y obtuvo un nuevo nimero de varones nacidos minimo y méximo,
escalados al niimero medio de 11429 nacidos: T, = 11429 x 0.5027 ~ 5745 y
Tmax = 11429 x 0.5362 ~ 6128.

3. Luego, para una binomial B(11429;0.5) sumo los 384 términos del intervalo en
cuestion y calculd, por recursion, la probabilidad de que el nimero de varones
en un ano estuviera entre 5745 y 6128:

17 3849150 1
p 5745§x§6128’p: ] ~

—| ~ = ~ 0.2917
32087 )
2 13196800 1+ 2455553

donde 2?232; es un numero mixto aproximadamente igual a 2.4284. La pro-
babilidad anterior la extendié solo hasta 6128 y no hasta 11429, que seria lo
l6gico, pero no importaba ya que la probabilidad a partir de 6128 es desprecia-
ble. Para calcular la expresiéon anterior se dio cuenta de que, si se mantenia la
hipétesis nula p = 1/2, todos los sumandos contenian el factor (1)11429 y, por
tanto, el valor de la probabilidad sélo dependia de los coeficientes binomiales,

2
que calculé por recursién a través de
n _(n\n—z
r+1) \a)z+1°

4. Luego la probabilidad de observar el anterior suceso a lo largo de los 82 anos,
es decir, que el nimero de varones nacidos estuviera entre esos limites, era de

1 82
<) ~1.32 x 107%,

32987
L+2 76983

’s Gravesande fue capaz de calcular el denominador de la anterior fraccién con
las 44 cifras decimales mencionadas anteriormente:

32987\ ¥
(1 + 276983> ~ 75598215229552469135802469135802469135802469

(realmente, y aunque no tiene importancia practica, sélo los siete primeros digitos
de esta expresién son correctos).

Vemos cémo la probabilidad final obtenida por ’s Gravesande, 1.32 x 10744,
es distinta y méas pequefia que la que obtuvo Arbuthnot, 2.07 x 10725, Aunque
ambas probabilidades involucran sucesos diferentes, los dos autores consideraban,
por extension y de una manera general, que dichas probabilidades avalaban el hecho
de que en esos 82 anos el nimero de ninos superara al nimero de ninas y que era la
providencia divina, y no el azar, la que se encontraba detras.

La probabilidad tan pequena encontrada por ’s Gravesande le llevaba a rechazar
que p = 1/2 en la carta enviada a Nicolas Bernoulli:
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Pero este Ser Inteligente ha podido producir este efecto extraordinario
de dos maneras: o para una direccién particular por la que Dios actuaria
contra las leyes establecidas por El mismo, lo que serfa un verdadero
milagro; o bien estableciendo desde los comienzos una ley, por la cual
los nacimientos de nifios sean méas probables que los de las ninas. Este
ultimo medio es del que Dios se sirve segin Mr. Arbuthnot. Usted hace
ver que, suponiendo la existencia de Dios, el nacimiento de los nifios podia
llegar naturalmente; es decir, siguiendo esa ley que ese Ser ha establecido.
Mr. Arbuthnot sostiene lo contrario, que si el azar conduce el mundo,
los nacimientos no pueden llegar naturalmente y, por consecuencia, esa
suposicion es falsa.

Es decir, ’s Gravesande se reafirmaba ante Nicolas en la tesis de Arbuthnot de
que era Dios quien regulaba tal hecho y no la naturaleza.

2.4. TERCERA CARTA DE BERNOULLI A ’S GRAVESANDE

Bernoulli le replica en una carta fechada el 30 de diciembre de 1712 a ’s Grave-
sande en los siguientes términos:

Yo estoy de acuerdo en todo lo que usted me dice y siempre he tenido el
mismo sentimiento. Creo, por tanto, que usted ha tomado este argumen-
to en otro sentido al que lo ha tomado Mr. Arbuthnot, al menos de lo que
se infiere en el articulo de la Philosophical Transactions. El argumento
de Mr. Arbuthnot tiene dos partes. 1.° Suponiendo una igualdad entre
nacimientos de nifios y nifias, hay una probabilidad pequefia de que el
nimero de niflos y ninas pueda ser encontrado dentro de unos limites
cercanos a la igualdad. 2.° Hay una probabilidad pequena de que el ni-
mero de nifios excederia un gran ntmero de veces al nimero de ninas.
Es el primer argumento el que yo refuto, no el segundo.

Luego tanto ’s Gravesande como Bernoulli apoyaban que, bajo la hipdtesis nula
de igualdad de nacimientos de nifios y ninas, era poco probable que el niimero de
nifnos superara al de nifias tantas veces consecutivas, es decir, la segunda afirmacion
de Arbuthnot. Pero discrepaban en la causa a la que atribuir tal anomalia y en el
valor que alcanzaba la probabilidad de que el nimero de ninos y nifias pudiera ser
encontrado dentro de unos limites cercanos a la igualdad.

3. LA CORRESPONDENCIA DE NICOLAS CON MONTMORT

A la par que Nicolas se carteaba con ’s Gravesande, también lo hacia con Pierre
Rémond de Montmort sobre el mismo tema.
3.1. PRIMERA CARTA DE BERNOULLI A MONTMORT

En esta carta fechada el 11 de octubre de 1712, Bernoulli simplemente le expuso
a Montmort los resultados, sin demostraciones, que consiguié sobre el problema de



LA GACETA * SECCIONES 401

Arbuthnot:

He examinado el catalogo de nifios nacidos en Londres desde 1629 hasta
1710 inclusive, donde hay méas ninos que ninas y, tomando como media la
razén de ninos a ninas cerca de 18 a 17, un poco més grande, yo concluyo
que la probabilidad de nacer nifio es a la de nacer nina como 18 es a 17,
y asi entre 14000 nifios, que es un ntimero bastante cercano al niimero
de ninos nacidos por afio en Londres, tendriamos 7200 varones y 6800
ninas. El ano en que es més grande el nimero de varones respecto al de
las nifnas, es el ano 1661, en el que nacieron 4748 varones y 4107 ninas, y
el ano donde se tiene el menor nimero de varones respecto de ninas, es
el afio 1703, en el que nacieron 7765 varones y 7683 nifias. Afirmo que si
los limites son grandes, se puede apostar al menos méas de 300 contra 1
que de 14000 ninos el nimero de varones y ninas caeran mas bien dentro
de esos limites que fuera.

3.2. SEGUNDA CARTA DE BERNOULLI A MONTMORT

Serd en la carta de 23 de enero de 1713 donde Nicolas explicaria a Montmort los
detalles de la demostracién de los resultados expuestos en la carta anterior:

1. Nicolas cambio la suposicién de Arbuthnot de p = 1/2 por la més verosimil
de p = 18 ~ 0.5143, con lo que tendrfamos una B(14000 0.5143), el nimero
esperado de nacimientos masculinos es de 14000 x 2 = 7200, con un valor

7765
Tmin = 14000 x Traas = 14000 x 0.5026 ~ 7037

varones en el afio 1703, lo que supone 163 varones menos que el valor esperado
de 7200; y el

4748
= 14000 X =22 A 14000 x 0.5362 ~ 7507
P * 8855 x

en el afio 1661, lo que supone 307 méas que 7200.

2. Seguidamente calculé la probabilidad de que el niimero de bautizados vueltos
a escalar en cualquier afio no difiera en méas de d = 163 varones del valor
esperado M = kr = 7200,

Py=pllz — M| <d] =pllz— 7200 < 163] = p[7037 < z < 7363],

siendo F = ks = 6800 y k = 2= = 14300 — 400.

Nicolas calculd

fo nl M+d M+1 r
fa F—d+1 M M

que en nuestro caso queda

Jo ~163 7363 7201 6800
fd 2 6638 7200 7200

log =—

log

) ~ 1.6507.
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lo —O’Vﬁlo
gffd_2 g

que en nuestro caso queda

F+d F+1 M
M—-d+1 F F)’

1

fo 163, <6963 6801 7200

%8 T 2 87038 6800 6800

) ~ 1.6491.

Luego % ~44.74y ffi—f’d ~ 44.58 y, por tanto, la probabilidad de que una obser-
vacion caiga dentro de un intervalo que cubra la mayor parte de la distribucion
observada es

1

fa f-a
44.74° 44.58

p[7037 < x < 7363] > 1—méx (, ) ~ 1—méx ( ) ~ 0.9776.
fo' fo
Como podemos ver en el cuadro 1, fuera de ese intervalo [7037,7363], quedan 11
observaciones mas grandes que el limite superior del intervalo, pero Nicolas Bernoulli
obtuvo que la probabilidad de encontrar a lo sumo 10 de esos valores por encima del
extremo superior del intervalo, en esos 82 datos, conp = 1—P; = 1—-0.9976 = 0.0224,
es decir, con una B(82;0.0224), es de

226
<10] > — ~ 0.9956
ply <10 > - ;
es decir, es un hecho muy probable.
Todo lo cual le llevara a comentar a Nicolas Bernoulli, en su carta de 23 de enero
de 1713, lo siguiente:

Hay una gran probabilidad de que el nimero de ninos y ninas caigan
dentro de esos limites, que son muy cercanos a los observados.

Nicolas Bernoulli obviaba la intervencién divina en la regularidad de la sex ratio
y solucionaba el problema propugnando:

Arréjense 14000 dados, cada uno de 35 caras, 18 blancas y 17 negras, y
las posibilidades seran muy grandes, ciertamente, de que el ntimero de
caras negras y blancas se aproximen tanto o mas entre si, que el niimero
de ninos y ninas en los registros.

Luego la regularidad de la sex ratio puede ser explicada por una binomial con
una probabilidad de nacer varén de p = 18/35. Este es el primer ejemplo de ajuste a
los datos de una binomial. La verdad es que los calculos efectuados por Bernoulli le
tendrian que haber llevado a rechazar la estimacién de p, entre otras cosas porque el
numero esperado de observaciones fuera de los limites del intervalo tendria que ser
como mucho de 82 x 0.0224 ~ 1.8 ~ 2 observaciones y, por tanto, la probabilidad de
que excedan 11 es muy pequena.

Nicolas Bernoulli mantuvo correspondencia sobre este problema con ’s Grave-
sande y con Montmort. No hay constancia de lo que opinaba Montmort del tema al
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(Ao [ M | F [[Ao| M | F [[Afo| M [ F |
1629 | 7378 | 6622 || 1657 | 7112 | 6888 || 1685 | 7113 | 6887
1630 | 7301 | 6699 || 1658 | 7163 | 6837 || 1686 | 7217 | 6783
1631 | 7263 | 6737 || 1659 | 7500 | 6500 || 1687 | 7245 | 6755
1632 | 7295 | 6705 || 1660 | 7479 | 6521 || 1688 | 7185 | 6815
1633 | 7223 | 6777 || 1661 | 7507 | 6493 || 1689 | 7207 | 6793
1634 | 7153 | 6847 || 1662 | 7289 | 6711 || 1690 | 7279 | 6721
1635 | 7124 | 6876 || 1663 | 7360 | 6640 || 1691 | 7126 | 6874
1636 | 7229 | 6721 || 1664 | 7215 | 6785 || 1692 | 7134 | 6866
1637 | 7188 | 6812 || 1665 | 7180 | 6220 || 1693 | 7089 | 6911
1638 | 7276 | 6724 || 1666 | 7279 | 6721 || 1694 | 7174 | 6826
1639 | 7401 | 6599 || 1667 | 7188 | 6812 || 1695 | 7275 | 6725
1640 | 7120 | 6880 || 1668 | 7309 | 6691 || 1696 | 7190 | 6810
1641 | 7177 | 6823 || 1669 | 7384 | 6616 || 1697 | 7130 | 6870
1642 | 7371 | 6629 || 1670 | 7326 | 6674 | 1698 | 7349 | 6651
1643 | 7131 | 6869 | 1671 | 7217 | 6783 || 1699 | 7209 | 6791
1644 | 7095 | 6905 || 1672 | 7180 | 6820 || 1700 | 7240 | 6753
1645 | 7112 | 6888 || 1673 | 7148 | 6852 || 1701 | 7264 | 6736
1646 | 7365 | 6635 || 1674 | 7222 | 6778 || 1702 | 7167 | 6833
1647 | 7248 | 6752 || 1675 | 7203 | 6797 || 1703 | 7037 | 6963
1648 | 7195 | 6805 || 1676 | 7398 | 6602 || 1704 | 7222 | 6778
1649 | 7400 | 6600 || 1677 | 7122 | 6878 || 1705 | 7255 | 6745
1650 | 7210 | 6790 || 1678 | 7297 | 6703 || 1706 | 7244 | 6756
1651 | 7451 | 6549 || 1679 | 7117 | 6883 || 1707 | 7302 | 6698
1652 | 7356 | 6644 || 1680 | 7136 | 6864 | 1708 | 7272 | 6728
1653 | 7270 | 6730 || 1681 | 7151 | 6849 || 1709 | 7212 | 6788
1654 | 7277 | 6732 || 1682 | 7085 | 6915 || 1710 | 7165 | 6835
1655 | 7306 | 6694 || 1683 | 7199 | 6801

1656 | 7284 | 6716 || 1684 | 7213 | 6783

Cuadro 1: Nimero de bautizados de Londres, 1629-1710 (ajustados a n = 14000).
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no conservarse las cartas. En cualquier caso, destacar el contenido de las cartas con
's Gravesande estd mas que justificado, por lo que las motivé y por lo que ambos

aportaron.

Segtin Todhunter [17], también la mantuvo con De Moivre y con Leibniz (na-
da menos). Abraham de Moivre (1667-1754) se posicioné en favor de la tesis de
Arbuthnot en su Doctrine of Chances [13]:

Si hubiéramos mostrado un niimero de dados con 18 caras blancas y 17
negras, que es la suposicion de Mr. Bernoulli, no deberiamos dudar que
esos dados han sido hechos por un Artesano; y que su forma no es debida
al azar, sino que fue adaptada al propdsito particular que este tenia en

mente.
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El primo de Nicolas, Daniel Bernoulli, estudié en una memoria de 1770 (ver [3])
la sex ratio en Londres entre 1664 y 1758, cifrandola para todos esos afios en
737629/698958 ~ 1.055 y, por tanto, la probabilidad de nacer varén en py = 0.5133.
Mirando las proporciones para cada década, Daniel Bernoulli observé que el minimo
ocurre entre 1721 y 1730, quedando la sex ratio en sélo un 92813/89217 ~ 1.040 vy,
por tanto, la probabilidad de nacer varén en p; = 0.5098. Centrandose en esa década
y buscando una explicacién al citado minimo, Daniel estudi6 las desviaciones entre
los datos observados y esperados bajo dos hipétesis de probabilidad de nacer varén,

po = 2955 ~ 0.5133 y p; = 2010 ~ 0.5098.

’ Atio \ x = varones \ n = bautizados \ npo \ npy — x \ np1 \ np; —x

1721 9430 18370 9431 +1 9365 —65
1722 9325 18339 9414 +89 9349 +24
1723 9811 19203 9858 +47 9790 —-21
1724 9902 19370 9944 +42 9875 27
1725 9661 18859 9682 +21 9614 —47
1726 9605 18808 9655 +50 9588 —-17
1727 9241 18252 9370 | +129 | 9305 +64
1728 8497 16652 8548 +51 8489 -8

1729 8736 17060 8758 +22 8697 -39
1730 8606 17118 8788 | +182 | 8727 | +121

Cuadro 2: Andlisis de Daniel Bernoulli del niimero de bautizados de Londres, 1721-1730.

Daniel se dio cuenta de que las desviaciones deberian ser simétricamente distri-
buidas alrededor del cero cuando los datos se distribuyen binomialmente. Mirando
los resultados del cuadro 2, vemos cémo el signo + prevalece con la hipotesis py y
el signo — con la hipotesis p;, obteniendo como conclusion que la probabilidad de
nacer varén debia ser menor que 0.5133. Estariamos, por tanto, ante un primer test
de los signos. Luego, nuevamente, los datos sobre la proporciéon de nacimientos de
nifios y ninas nos llevan al inicio de los contrastes.

4. (CONCLUSIONES

A lo largo de estas paginas hemos mostrado los interesantes resultados conse-
guidos por Nicolas Bernoulli sobre la proporcién de ninos y ninas nacidos, en la
relacién epistolar que mantuvo con ’s Gravesande y Montmort. Nicolas Bernoulli
estaba en desacuerdo con algunas afirmaciones de cardcter matemaético de Arbuth-
not, que contradecian los conocimientos que tenia sobre probabilidad y en especial
sobre la distribuciéon binomial, cuya fuente principal era la obra de su tio Jacques
Bernoulli. Nicolas no sélo consiguié mejorar tedricamente la ley de los grandes nu-
meros dada por su tio, sino que ademas la aplicé al caso de los datos de sex ratio
de Londres recogidos por Arbuthnot. Nicolas explicé la regularidad de la sex ratio
a través de un modelo binomial, un modelo aleatorio alejado de la intervencién di-
vina propugnada por Arbuthnot y ’s Gravesande. Los razonamientos efectuados nos



LA GACETA * SECCIONES 405

retrotraen al inicio de la técnica matematica de los contrastes de significacion que
siglos después Fisher y Neyman consolidarian.
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