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Prologo

Los Elementos de Geometria de Clairaut que aqui se presentan perfectamente
traducidos y con las imagenes bien situadas en el texto son el resultado de una esmerada
labor de Vicente Meavilla y Carlos Vicén. Casi tres siglos después de su aparicion
original, este documento nos permite hoy, en su actual version, el placer intelectual de
leer un libro clasico del siglo XVIII y a la vez poder hacer una reflexion educativa sobre
la geometria y su ensefianza. Este doble valor de la obra es lo que justifica plenamente
su edicidn y nuestra lectura.

Alexis Claude Clairaut (1713-1765) fue un nifio prodigio (a los dieciocho afios
ya era académico) y a lo largo de su prolifica vida matematica realizd6 importantes
contribuciones a la geometria en general, al estudio de curvas y superficies, a la teoria
de integrales de linea y ecuaciones diferenciales y a una ingente cantidad de estudios
sobre problemas fisicos relacionados con el estudio mecénico-planetario propio de aquel
momento. Sus resultados forman parte del brillante desarrollo matematico de la
Ilustracién, junto a las aportaciones de Newton, Leibniz, Lagrange, Laplace, los
Bernoulli, D’ Alembert, Maupertuis, etc. Ya en la portada de esta publicaciéon podemos
observar la pertenencia de Clairaut a las grandes academias de la época, que fueron las
instituciones donde florecio el progreso cientifico quedando por aquel entonces las
universidades en un discreto segundo plano.

En esta obra, tras un curioso indice muy detallado, Clairaut nos da en el prefacio
de la misma una clara declaracion de intenciones didacticas. El autor nos invita a
recuperar el origen concreto de la Geometria y a gozar de sus aplicaciones practicas, a
resolver problemas y desarrollar las ideas intuitivas, a no caer en un logicismo estéril de
deducciones sistematicas y desarrollar en cambio el interés por el saber y el placer por
descubrir. A lo largo de todos los capitulos se explican, con lenguaje simple e
ilustraciones muy claras, muchas de las propiedades mas bésicas de la geometria plana y
espacial, siempre con especial atencion a las medidas de longitud, superficie o volumen
y a las aplicaciones de las mismas.

El lector curioso puede encontrar en esta obra una aproximacion simple al
discurso geométrico tipico de la Ilustracion. El profesorado de matematicas encontrara
ademas ideas didacticas para abordar temas geométricos elementales, su visualizacidon y
la posibilidad de proponer ejercicios sobre partes de este texto. El creciente interés
pedagbgico por usar la propia historia de la matematica como motor educativo
(recuperando textos cldsicos) es un motivo adicional para celebrar que esta obra se
ponga hoy en circulacion.

Y tratdndose de Geometria, la obra nos aporta el valor afiadido de incentivar su
cultivo con formulaciones sintéticas e intuitivas, sin confundir lo que es la geometria
basica y genuina con los modelos algebraicos que la pueden describir. Hace afios que el
tratamiento docente de la Geometria ha sido un tema no bien resuelto y por tanto su
revision merece nuestra atencion renovada.

Clairaut al acabar el prefacio hace alusién a: “...las ideas geométricas a las que
solamente debo fijar el espiritu del lector”. Estas ideas son bellas y claras. El texto
espera. jQue lo disfrute!

Claudi Alsina
Universitat Politecnica de Catalunya



Unas palabras de los traductores a los
lectores

Los Elementos de Geometria de Alexis Claude Clairaut se publicaron por
primera vez en francés en 1741. Posteriormente vieron la luz las ediciones francesas de

1753, 1765, 1775, 1830, 1852, 1853, 1857 y 1861, ademas de traducciones al italiano,
inglés y aleméan.
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Par M. CLAIRAUT , des Académies
des Sciences de France , d’Angleterre , de

Pruffe , de Ruffie , de Bologne & d'Upfal.

A PARIS, RUE DAUPHINE,

Chez CerLrLoT & JoMBERT jeune, Libraires-
Imprimeur pour P'Artillerie & le Génie.

M. DCC. LXXYV.
Avec Approbation & Privilege du Rot.

En la adaptacion al castellano de la edicién de 1775 que ofrecemos en las
paginas siguientes, hemos intentado ser fieles al discurso del autor. Sin embargo, para
no causar excesiva fatiga al lector moderno, también hemos procurado adecuar el estilo
del texto original al lenguaje actual.

En el libro de Clairaut, como solia ocurrir en los manuales de los siglos XVIII y
XIX, las figuras que ilustran los conceptos y procedimientos se agrupan en laminas
situadas al final de la obra. Para facilitar la lectura hemos intercalado las ilustraciones
en el lugar apropiado del texto.

Sin mas preambulos, le invitamos a que inicie un paseo intelectual por uno de
los libros de Didactica de la Geometria que deberia ser de obligada consulta para



cualquier aspirante a profesor de Matematicas y para cualquier docente consagrado a la
enseflanza de esta disciplina.

Vicente MEAVILLA SEGUT
Carlos VICEN ANTOLIN
Teruel — Zaragoza, primavera de 2008
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A MONSENOR
EL CONDE

DE MAUREPAS,

MINISTRO
Y SECRETARIO DE ESTADO,
COMENDADOR DE LAS ORDENES
DEL REY.

MONSENOR,

Quizas sea olvidar la superioridad de vuestros conocimientos el presentaros estos
Elementos de Geometria; pero conociendo vuestra consideracion os ofrezco alguna cosa
util.

No debo temer pues en absoluto poner bajo vuestra proteccion una Obra que contiene
los principios de una Ciencia de cuyo éxito vos participaréis necesariamente. Os suplico
muy humildemente, MONSENOR, que la aceptéis como un homenaje de mi
reconocimiento y como una prueba del profundo respeto que os tengo,

MONSENOR,

Vuestro humilde y muy obediente
Servidor, Clairaut.



TABLA
DE MATERIAS

PRIMERA PARTE

El procedimiento mas natural,
de entre todos los que hay,
para lograr la medida de terrenos.

II. La linea recta es la mas corta de un punto a otro y, por consiguiente, la medida de la
distancia entre dos puntos.

III. Una linea que cae sobre otra sin inclinarse sobre ella de ningun lado es
perpendicular a esta linea.

IV. El rectangulo es una figura de cuatro lados perpendiculares unos a otros. Y el
cuadrado es un rectdngulo cuyos cuatro lados son iguales.

V. Procedimiento para levantar una perpendicular.

VI. La circunferencia es la linea completa que describe el punto movil de un compas
cuando gira alrededor de un punto. El centro es el lugar del punto fijo. El radio es el
intervalo del compas abierto. El diametro es el doble del radio.

VII. Manera para bajar una perpendicular.

VIII. Dividir una linea en dos partes iguales.

IX. Construir un cuadrado conociendo su lado.



X. Construir un rectangulo conociendo su longitud y su altura.

XI. Las paralelas son las lineas que siempre estan a la misma distancia unas de otras.
Trazar una paralela a una linea por un punto dado.

XII. El area de un rectangulo es el producto de su altura por su base.

XIII. Las figuras rectilineas son las que estan limitadas por lineas rectas. El tridngulo es
una figura limitada por tres lineas rectas.

XIV. La diagonal de un rectdngulo es la linea que lo divide en dos tridngulos iguales.
Los tridngulos rectangulos son los que tienen dos de sus lados perpendiculares. Un
triangulo es la mitad del rectangulo que tiene su misma base y su misma altura.
Entonces, su area es la mitad del producto de su altura por su base.

XV. Los tridngulos que tiene la misma altura y la misma base tienen la misma area.

XVIIL Los triangulos que tienen la misma base, y estan contenidos entre las mismas
paralelas, tienen la misma area.

XVIII. Los paralelogramos son las figuras de cuatro lados en las que los dos opuestos
son paralelos. Su area se obtiene multiplicando su base por su altura.

XIX. Los paralelogramos que tienen una base comun, y que estan comprendidos entre
las mismas paralelas, tienen la misma area.

XX. Los poligonos regulares son las figuras limitadas por lados iguales e igualmente
inclinados unos sobre otros.

XXI. Método para describir un poligono con un numero determinado de lados. El
pentagono tiene cinco lados; el hexdgono, seis; el heptagono, siete; el octogono, ocho;

el eneagono, nueve; el decagono, diez; etc.

XXII. Célculo del area de un poligono regular. La apotema es la perpendicular bajada
desde el centro de la figura a uno de sus lados.

XXIII. El tridngulo equilatero es el que tiene los tres lados iguales. Procedimiento para
describirlo.

XXVI. Conociendo los tres lados de un tridngulo, construir otro que sea igual.
XXVII Angulo es la inclinacién de una linea sobre otra.

XXVIII. Procedimiento para dibujar un angulo igual a otro. Si se conocen dos lados de
un triangulo y el &ngulo comprendido, entonces el triangulo estd determinado.

XXIX. Segundo método para dibujar un angulo igual a otro. La cuerda de un arco de
circunferencia es el segmento limitado por los dos extremos del arco.



XXX. Dos angulos y un lado determinan un triangulo.

XXXI. El triangulo isosceles es el que tiene dos lados iguales. Los angulos que estos
lados forman con la base son iguales entre si.

XXXIV. En qué consiste la semejanza de dos figuras.
XXXVI. Método para dibujar una figura semejante a otra

XXXVIII. Si dos angulos de un triangulo son iguales a dos angulos de otro triangulo,
entonces el tercer angulo de uno sera igual al tercer angulo del otro.

XXXIX. Dos triangulos cuyos angulos son respectivamente iguales tienen sus lados
proporcionales.

XL. Dividir una linea en tantas partes iguales como se quiera.
XLI. Cuarta proporcional a tres lineas y como se construye.
XLII. Las alturas de los tridangulos semejantes son proporcionales a sus lados.

XLIV. Las areas de los tridangulos semejantes son entre si como los cuadrados de los
lados homologos.

XLV. Propiedades de las figuras semejantes obtenidas a partir de las propiedades de los
triangulos.

XLVII. Las areas de las figuras semejantes son entre si como los cuadrados de los lados
homologos.

XLVIIIL. Las figuras semejantes solo se diferencian en las escalas a las que se
construyen.

L. Método para medir la distancia a un lugar inaccesible.

LII. Un angulo tiene por medida el arco de circunferencia que interceptan sus lados.
LIII. El circulo est4 dividido en 360 grados; cada grado se divide en 60 minutos, etc.
LIV. El angulo recto tiene 90 grados y sus lados son perpendiculares uno al otro.
LV. Un angulo agudo es menor que un angulo recto.

LVI. Un éngulo obtuso es mayor que un angulo recto.

LVII. La suma de los angulos dibujados al mismo lado sobre una linea recta y con el
mismo vértice es igual a 180 grados.

LVIII. Todos los angulos que se puede dibujar alrededor de un mismo punto son
iguales, tomados en su conjunto, a cuatro rectos.



LIX. Uso del instrumento llamado semicirculo para medir la amplitud de un angulo.

LX. Uso del transportador para construir un angulo de un nimero determinado de
grados.

LXIII. Los angulos alternos son los angulos invertidos que forma, a una y otra parte,
una linea recta que corta a dos paralelas. Estos dngulos son iguales.

LXIV La suma de los tres angulos de un triangulo es igual a dos rectos.

LXVIII. Un angulo exterior de un tridngulo es igual a la suma de los dos angulos
interiores opuestos.

LXIX. Un angulo de un tridngulo is6sceles determina los otros dos.
LXX. Los angulos de un tridangulo equilatero son cada uno de sesenta grados.
LXXI. Descripcion del hexagono.

LXXII. La mitad del angulo central del hexdgono determina el angulo central del
dodecagono.

LXXIII. Dividir un 4ngulo en dos partes iguales.
LXXIV. Descripcion de los poligonos de 24, 48, etc. lados.

LXXV. Descripcidn del octdgono y de los poligonos de 16, 32, etc. lados.

SEGUNDA PARTE

Del método geométrico para
comparar figuras rectilineas.

I. Dos rectdngulos que tienen la misma altura estan en la misma razdn que sus bases.

V. Método para transformar un rectangulo en otro equivalente' que tenga una altura
dada.

VI. Segundo método para transformar un rectangulo en otro equivalente que tenga una
altura dada.

" Dos figuras son equivalentes cuando tienen la misma 4rea (Nota de los traductores).



VII. Se demuestra rigurosamente que si dos rectangulos son equivalentes, entonces la
base del primero es a la base del segundo como la altura del segundo es a la altura del
primero.

VIIL. Si cuatro lineas son tales que la primera es a la segunda como la tercera a la cuarta,
entonces el rectangulo formado por la primera y la cuarta es equivalente al determinado
por la segunda y la tercera.

IX. Cuatro cantidades tales que la primera es a la segunda como la tercera a la cuarta se
dice que forman una proporcion.

X. De los cuatro términos de una proporcion, el primero y el cuarto se llaman extremos.
El segundo y tercero se llaman medios.

XI. En una proporcion, el producto de los extremos es igual al producto de los medios.

XII. Si el producto de los extremos es igual al producto de los medios, los cuatro
términos forman una proporcion.

XIII. De aqui se sigue la regla de tres, o el procedimiento para encontrar el cuarto
término de una proporcion si se dan los tres primeros.

XVI. Construir un cuadrado doble de otro.
XVII. Construir un cuadrado equivalente a la suma de otros dos.

XVIII. La hipotenusa de un triangulo rectangulo es su lado mayor. Y el cuadrado de
este lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos.

XIX. De dénde se sigue un método sencillo para reducir dos cuadrados a uno solo.

XX. Si los lados de un tridngulo rectdngulo sirven de bases a tres figuras semejantes, la
figura construida sobre la hipotenusa es equivalente a las otras dos tomadas
conjuntamente.

XXI. Reducir varias figuras semejantes a una sola.

XXIII. El producto que resulta de la multiplicacién de un niimero por si mismo es el
cuadrado de este nimero. La raiz de un cuadrado es el numero que multiplicado por si

mismo produce el cuadrado.

XXIV. Un numero es multiplo de otro cuando lo contiene exactamente varias veces. El
lado de un cuadrado y su diagonal son inconmensurables.

XXYV. Otras lineas inconmensurables.

XXVII. Los tridngulos y las figuras semejantes tienen sus lados proporcionales, incluso
si €stos son inconmensurables.



XXVIIL. 'Y estas figuras estan siempre entre si como los cuadrados de sus lados
homologos.

TERCERA PARTE

De la medida de las figuras
circulares y de sus propiedades.

I. El 4rea del circulo es el producto de su circunferencia por la mitad de su radio.

II. El érea del circulo es igual a la de un tridngulo cuya altura es el radio y cuya base es
una recta igual a la circunferencia.

IV. Si el didmetro de un circulo tiene siete partes, la circunferencia tiene
aproximadamente 22 *.

V. Las circunferencias de los circulos estan entre si como sus radios.
VI. Las areas de los circulos son proporcionales a los cuadrados de sus radios.

VII. De los tres circulos que tienen como radios los tres lados de un tridngulo
rectangulo, el que corresponde a la hipotenusa es equivalente a la suma de los otros dos.

VIII. Una corona es el espacio comprendido entre dos circulos concéntricos. Para medir
el area de una corona es necesario multiplicar su ancho por la circunferencia media.

IX. El segmento circular es un espacio limitado por un arco y su cuerda. La medida de
todas las figuras circulares se reduce a la del segmento.

X. EI sector es una porcion de circulo limitada por dos radios y por el arco que
comprenden. Su medida y la del segmento.

XI. Encontrar el centro de un arco de circulo cualquiera.

XIII. Si desde un punto cualquiera de la circunferencia de un semicirculo se trazan dos
rectas a los extremos del didmetro, se obtiene un tridngulo rectangulo.

XV. Todos los angulos cuyo vértice estad en la circunferencia y se apoyan en el mismo
arco son iguales y tienen por medida comun la mitad del arco sobre el que se apoyan.

22
? Esta aproximacién equivale a tomar como valor de  la fraccion — (Nota de los traductores).



XVIII. La tangente a la circunferencia es la linea que la toca en un solo punto. El &ngulo
semiinscrito’ es el formado por la cuerda y por la tangente. Su medida es la mitad del
arco del segmento.

XIX. La tangente es perpendicular al didmetro que pasa por el punto de tangencia.

XXI. Arco capaz de un angulo dado. Procedimiento para construir el arco capaz de un
angulo dado.

XXII. Determinar la distancia de un lugar a otros tres cuyas posiciones son conocidas.
XXIII. Si dos cuerdas se cortan en un punto del circulo, entonces el rectangulo
determinado por las partes de una es equivalente al rectdngulo determinado por las

partes de la otra.

XXIV. El cuadrado de una perpendicular cualquiera al didametro de un circulo es
equivalente al rectangulo determinado por las dos partes del didmetro.

XXV. Transformar un rectangulo en un cuadrado.

XXVI. Media proporcional entre dos lineas rectas. Método para encontrarla.

XXVII. Otro procedimiento.

XXVIII. Transformar una figura rectilinea en un cuadrado.

XXX. Construir un cuadrado que esté con otro en una razén dada.

XXXI. Construir un poligono que esté en una razén dada con un poligono semejante.
XXXII. Dibujar un circulo que esté en una razén dada con otro.

XXXIII. Si desde un punto tomado fuera de un circulo se trazan dos lineas que lo
corten, los rectangulos determinados por dichas rectas y sus partes exteriores seran

equivalentes.

XXXIV. El cuadrado de la tangente es equivalente al rectangulo determinado por una
secante y por su parte exterior.

XXXV. Desde un punto exterior a un circulo trazar una tangente.

W

Para referirse al angulo semiinscrito Clairaut utiliza el término angle au segment (Nota de los
traductores).



CUARTA PARTE

De la manera de medir los
solidos y sus superficies.

I. El cubo es una figura sélida limitada por seis cuadrados. Es la medida comun de los
solidos.

I1. El paralelepipedo es un sélido limitado por seis rectangulos. Los planos paralelos son
los que conservan entre si la misma distancia.

III. Volumen del paralelepipedo.

IV. Los paralelepipedos se generan por un rectangulo que se mueve paralelamente a si
mismo.

V. La linea perpendicular a un plano es la que no se inclina hacia ningtin lado sobre el
plano. Puede decirse algo similar del plano perpendicular a otro plano.

VI. La linea perpendicular a un plano es perpendicular a todas las lineas del plano que
parten del punto en que la linea corta al plano.

VIII. Método simple para levantar o bajar perpendiculares a los planos.

IX. Una linea es perpendicular a un plano, si es perpendicular a dos lineas de dicho
plano que pasen por el punto en el que lo corta.

X. Procedimiento para levantar un plano perpendicular a otro.

XI. Trazar un plano paralelo a otro.

XII. Medir la inclinacién de un plano sobre otro.

XIII. Medir la inclinacién de una linea sobre un plano.

XIV. Nuevo procedimiento para bajar una perpendicular a un plano dado.
XV. Segundo método para levantar una linea perpendicular a un plano dado.

XVI. El prisma recto es una figura so6lida cuyas dos bases opuestas son poligonos
iguales y las otras caras son rectangulos.

XVII. Formacién de los prismas rectos.
XIX. Dos prismas que tienen las bases iguales estan en la misma razon que sus alturas.

XX. Dos prismas que tienen la misma altura estan en la misma razon que sus bases.



XXI. El volumen del prisma recto es el producto de su base por su altura.

XXII. Los prismas oblicuos difieren de los rectos en que las caras que son rectangulos
en éstos son paralelogramos en aquéllos.

XXIII. Formacion de los prismas oblicuos.

XXIV. Los prismas oblicuos tienen el mismo volumen que los prismas rectos siempre
que tengan la misma base y la misma altura.

XXV. Les sucede lo mismo a los paralelepipedos oblicuos con respecto a los rectos.

XXVI. Las piramides son cuerpos limitados por un cierto numero de tridngulos que
salen de un mismo vértice y terminan en una base poligonal cualquiera.

XXVII. Las pirdmides reciben el nombre de sus bases.
XXVIII. Se dividen en piramides rectas y oblicuas.
XXXII. En qué consiste la semejanza de dos piramides.

XXXVII. Las piramides que tienen la misma base y la misma altura tienen el mismo
volumen.

XXXVIIIL. Dos pirdamides también tienen el mismo volumen si, teniendo la misma
altura, sus bases, sin ser poligonos semejantes, tienen la misma area.

XXXIX. Las piramides que tienen la misma altura estdn entre si como sus bases.

XLII. El volumen de una piramide cualquiera es el producto de su base por el tercio de
su altura.

XLIII. La piramide es la tercera parte del prisma que tiene la misma base y la misma
altura.

XLV. El cilindro es un so6lido limitado por dos bases opuestas y paralelas, que son dos
circulos iguales, y por un plano plegado alrededor de sus circunferencias. Los cilindros
se dividen en rectos y oblicuos.

XLVI. Formaciodn del cilindro.

XLVII. La superficie curva del cilindro recto es igual a un rectdngulo que tiene la
misma altura y cuya base es igual a la circunferencia.

XLIX. Los cilindros que tienen la misma base y la misma altura tienen el mismo
volumen.

L. El volumen de un cilindro cualquiera es el producto de su base por su altura.

LI. El cono es una especie de piramide cuya base es un circulo.



LII. Se dividen en conos rectos y oblicuos.

LIIL. El 4rea lateral de un cono recto se mide multiplicando la mitad de su generatriz*
por la circunferencia de su base.

LIV. El desarrollo de un cono es un sector circular.

LVI. Los conos que tienen la misma base y la misma altura tienen el mismo volumen.
LVII. Su volumen es el producto de la base por el tercio de la altura.

LIX. Método para calcular el area de un tronco de cono.

LX. La esfera es el cuerpo cuya superficie tiene todos sus puntos equidistantes del
centro.

LXV. La superficie de la esfera tiene por area el producto de su didmetro por la
circunferencia de su circulo méximo.

LXVI. Qué es un segmento esférico y cémo se mide su superficie.

LXVII. El 4rea de la superficie esférica es igual al area lateral del cilindro circunscrito.
LXVIII. Las secciones de cilindro y de esfera tienen la misma superficie.

LXIX. El area de la superficie esférica es igual a cuatro veces la de su circulo maximo.

LXX. El volumen de la esfera es el producto del tercio de su radio por cuatro veces el
area del circulo maximo.

LXXI. El volumen de la esfera es los dos tercios del volumen del cilindro circunscrito.
LXXII. Medida del volumen de un segmento esférico.

LXXIII. En qué consiste la semejanza de dos cuerpos limitados por planos.

LXXIV. Condiciones que determinan la semejanza de dos cilindros rectos.

LXXV. Condiciones que determinan la semejanza de dos cilindros oblicuos.

LXXVI. Condiciones que determinan la semejanza de dos conos.

LXXVII. Condiciones que determinan la semejanza de dos troncos de cono.

LXXVIII. Las esferas, los cubos y todas las figuras que so6lo dependen de una linea son
semejantes.

4 Clairaut llama “lado” a la generatriz del cono (Nota de los traductores).



LXXIX. En general, los sélidos semejantes sélo difieren en las escalas en que estan
construidos.

LXXX. Las areas de los solidos semejantes, estan entre si como los cuadrados de sus
lados homologos.

LXXXI. Las areas de las superficies esféricas estan entre si como los cuadrados de sus
radios.

LXXXIII. Los solidos semejantes estan entre si como los cubos de sus lados
homologos.

LXXXIV. Las esferas estan entre si como los cubos de sus radios.

Fin de la Tabla.
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PREFACIO

Por mas que la Geometria sea por si misma abstracta, es preciso reconocer no
obstante que las dificultades que tienen los que comienzan a dedicarse a ella proceden
frecuentemente de la forma en que ha sido ensefiada en los Elementos ordinarios.
Siempre se empieza con un gran nimero de definiciones, de postulados, de axiomas y
de principios preliminares que parecen no prometer nada mas que algo arido al lector.
Las proposiciones que vienen a continuacion, al no fijar el espiritu sobre los temas mas
interesantes, y siendo por otra parte dificiles de entender, provocan comunmente que los
principiantes se cansen y las rechacen antes de tener una idea clara de lo que se les
quiere ensefiar.

Es cierto que para salvar esta aridez, afiadida de un modo natural al estudio de la
Geometria, algunos autores han puesto detras de cada proposicion esencial el uso que de
ella puede hacerse en la practica. Pero con ello prueban la utilidad de la Geometria sin
facilitar los medios para aprenderla. Porque, al estar cada proposicién delante de su
uso, el espiritu solo recuerda las ideas sensibles después de haber sufrido las fatigas de
aprehender las ideas abstractas.

Algunas reflexiones que he hecho sobre el origen de la Geometria me han dado
la esperanza de evitar estos inconvenientes, uniendo las dos ventajas de interesar y de
aclarar los Principios.

He pensado que esta ciencia, como todas las demds, debe haberse formado
gradualmente, que ha sido alguna necesidad la que verdaderamente ha obligado dar los
primeros pasos, y que estos primeros pasos no puedan quedar fuera del alcance de los
principiantes, puesto que fueron ellos los que los dieron.

Prevenido por esta idea, he propuesto remontarme a lo que pudo haber sido el
nacimiento de la Geometria e intentar desarrollar sus principios por un método natural
del que se pueda asumir que fue el mismo que el de sus primeros inventores. Sélo he
procurado evitar aquellas falsas tentativas que ellos tuvieron la necesidad de hacer.

La medicion de las tierras me ha parecido lo mas apropiado para hacer surgir las
primeras proposiciones de Geometria. Este es, en efecto, el origen de esta ciencia,
porque Geometria significa “medida de la Tierra”.

Algunos autores pretenden que los egipcios, viendo los limites de sus heredades
continuamente destruidos por los desbordamientos del Nilo, establecieron los primeros
fundamentos de la Geometria buscando los medios para fijar exactamente la situacion,
la extension y la forma de sus propiedades. Pero, aun cuando no se traigan a colacion
estos autores, no se puede dudar que, desde los primeros tiempos, los hombres buscaron
métodos para medir y para repartir sus tierras.

Queriendo perfeccionar estos métodos, las investigaciones particulares les
condujeron poco a poco a investigaciones generales y, estando dispuestos a conocer la
relacion exacta entre toda clase de medidas, dichas investigaciones dieron lugar a una
ciencia mucho mdas vasta que la que en un principio habian previsto y de la cual
conservaron el nombre.



Para seguir en esta obra un camino semejante al de los inventores, primeramente
pretendo hacer descubrir a los aprendices los principios de los que puede depender la
simple medida de las tierras, de las distancias accesibles o inaccesibles, etc. Por otra
parte, considero otras investigaciones, tan andlogas a las primeras, que la curiosidad
comun a todos los hombres les lleva a detenerse en ellas. A continuacion, justificando
esta curiosidad con algunas aplicaciones ttiles, vengo a examinar los aspectos mas
interesantes de la Geometria elemental.

Creo que se puede estar de acuerdo en que este método sea, cuando menos, el
mas apropiado para animar a aquellos que podrian ser rechazados por la aridez de las
verdades geométricas privadas de sus aplicaciones. Ademas, espero que tendra una
utilidad més importante: que acostumbrara al espiritu a buscar y a descubrir, porque
evito conscientemente dar algunas proposiciones en forma de teoremas; es decir,
proposiciones en las que se demuestra tal o cual verdad, sin mostrar como se ha llegado
a su descubrimiento.

Si los primeros autores de Matematicas han presentado sus descubrimientos en
forma de teoremas, ha sido sin duda para dar un aire mds maravilloso a sus
producciones o para evitar el esfuerzo de retomar la sucesion de ideas que les han
guiado en sus investigaciones. Sea lo que fuere, me ha parecido mds apropiado ocupar
continuamente a mis lectores en la resolucion de problemas; es decir, en buscar los
medios para alguna operacion, o en descubrir alguna verdad desconocida, determinando
la relacion que hay entre las magnitudes dadas y las desconocidas que se pretende
encontrar.

Siguiendo esta via, los principiantes se dardn cuenta de que en cada paso se les
hace seguir el razonamiento del inventor; y, de cuando en cuando, podran adquirir mas
facilmente el espiritu de la invencion.

Se me reprocharé quizas, en algunas cuestiones de estos Elementos, el referirme
demasiado al testimonio de los ojos y no atenerme bastante a la exactitud rigurosa de las
demostraciones.

Ruego a aquellos que podrian hacerme semejante reproche, que observen que no
paso ligeramente mas que sobre las proposiciones cuya verdad se descubre por poca
atencion que se preste. Yo hago uso de la suerte, sobre todo en los comienzos donde se
encuentran mas frecuentemente proposiciones de este género, porque he notado que los
que tienen disposicidn para la Geometria se complacen en ejercer un poco su espiritu; y
que, por el contrario, se desaniman cuando se les abruma con demostraciones, por asi
decir, inutiles

Que Euclides se tomase la molestia de demostrar que dos circulos que se cortan
no tienen el mismo centro o que, en un triangulo inscrito en otro, la suma de sus lados es
menor que la suma de los lados del tridngulo en el que se encuentra inscrito, no resulta
sorprendente. Esta Geometria tenia que convencer a los sofistas obstinados, que se
vanagloriaban en rehusar las verdades mas evidentes. Entonces era necesario que la
Geometria, como la Logica, tuviese la ayuda de esos razonamientos formales para tapar
la boca a los necios.

Pero las cosas han cambiado mucho. Todo razonamiento que incide sobre lo que
el buen sentido decide por si solo, es siempre pura pérdida de tiempo y so6lo sirve para
obscurecer la verdad y para hastiar a los lectores.

Otro reproche que se me puede hacer es el de haber omitido diferentes
proposiciones que encuentran su lugar en los Elementos ordinarios y contentarme,
cuando trato de proposiciones, con dar solamente los principios fundamentales.

A esto respondo que en este Tratado se encuentra todo lo que puede servir para
realizar mi proyecto: que las proposiciones que rechazo son aquéllas que no pueden ser



de utilidad alguna por si mismas, y que ademas no contribuyen a facilitar la
comprension de aquellas en las que interesa instruirse. Respecto a las proporciones, lo
que digo debe ser suficiente para hacer entender las proposiciones elementales en que se
basan. Es una materia que trataré mas a fondo en los Elementos de Algebra, que daré a
continuacion.

En fin, como he elegido la medida de los terrenos para interesar a los
principiantes, no debo temer que se confundan estos Elementos con los Tratados
ordinarios de Agrimensura. Este pensamiento no se les puede ocurrir a aquellos que
consideren que la medida de los terrenos no es el verdadero objetivo de este libro, sino
que sélo me sirve de excusa para hacer descubrir las principales verdades geométricas.

También hubiese podido remontarme a estas verdades sirviéndome de la
Historia de la Fisica, de la Astronomia o de cualquier otra parte de las Matematicas que
hubiese querido escoger; pero, entonces, la multitud de ideas extrafias de las que
hubiese necesitado ocuparme habrian asfixiado las ideas geométricas a las que
unicamente debo llevar el espiritu del Lector.




Extracto de los Registros de la Academia Real de Ciencias, del 31 de Agosto de 1740.

Sefiores de Reaumur, de Mairan y Nicole, que habiendo sido nombrados para examinar
los Elementos de Geometria de M. Clairaut, habiendo remitido su informe, la Compafiia
ha juzgado que esta obra es merecedora de la impresion, en fe de lo cual he firmado el
presente Certificado. En Paris, 14 de Diciembre de 1740.

Firmado: Fontenelle, Secretario perpetuo de la Academia Real de Ciencias.
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ELEMENTOS
DE
GEOMETRIA

PRIMERA PARTE

El procedimiento mas natural, de entre todos los que
hay, para lograr
la medida de terrenos.

Lo que parece que se ha debido medir desde un principio son las longitudes y las
distancias.

I

Para medir una longitud cualquiera, el procedimiento que proporciona una
especie de Geometria natural es el de comparar la longitud de una medida conocida con
la longitud que se quiere conocer.

II

En lo que respecta a la distancia, para medir la que hay entre dos puntos es
necesario trazar una linea recta desde uno hasta el otro y llevar sobre esa linea la
medida conocida. Porque todas las otras lineas, al hacer necesariamente un rodeo mas o
menos grande, son mas largas que la linea recta, que no hace ninguno.
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Por otra parte, la necesidad de medir la distancia de un punto a otro se presenta
frecuentemente cuando se precisa medir la distancia de un punto a una linea. Por
ejemplo, un hombre situado en D, sobre la orilla de un rio, se propone saber cuanto hay
desde ese lugar en el que se encuentra hasta la otra orilla AB. Resulta claro que, en este
caso, para medir la distancia buscada es necesario tomar la mas corta de todas las lineas
rectas DA, DB, etc. que se pueden trazar desde el punto D a la recta AB.

Es facil de ver que esta linea, la mas corta que se necesita, es la linea DC que no
se inclina hacia A ni hacia B. Sobre esta linea, a la que se ha dado el nombre de
perpendicular, debe llevarse la medida conocida para obtener la distancia DC, del punto
D a la recta AB. Pero se ve también que para poner esta medida sobre la linea DC es
preciso que esta linea se trace previamente. Por ello, es necesario que se disponga de
un método para trazar estas perpendiculares.

1A%

Se tiene la necesidad de trazarlas en muchas otras ocasiones. Por ejemplo, la
regularidad de figuras tales como ABCD, FGHI, llamadas rectdngulos y compuestas por
cuatro lados perpendiculares los unos a los otros, invita a dar sus formas a las casas, a
sus interiores, a los jardines, a las habitaciones, a los lados de las murallas, etc. La
primera de estas figuras, ABCD, cuyos cuatro lados son iguales se llama cominmente
cuadrado. La otra, FGHI, que no tiene mas que sus lados opuestos iguales, se llama
rectangulo.
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En las diferentes situaciones que exigen el trazado de perpendiculares, se trata
de bajar una perpendicular a una linea desde un punto exterior o de levantar una
perpendicular a una linea desde un punto situado sobre ella.

Si desde el punto C, tomado sobre la linea AB, se quiere levantar la linea CD
perpendicular a AB serd necesario que esta linea no se incline ni hacia A ni hacia B.

Suponiendo, en primer lugar, que C esté a la misma distancia de A que de B y
que la recta CD no se incline a ningun lado, esta claro que cada uno de los puntos de
esta linea estara igualmente separado de A y de B; bastard con encontrar un punto
cualquiera D, tal que su distancia al punto A sea igual a su distancia al punto B.
Entonces, trazando por C y por ese punto una linea recta CD, esta linea serd la
perpendicular pedida.

Para obtener el punto D se podria proceder por tanteo; pero el tanteo no satisface
al espiritu, éste necesita un método que esclarezca. Helo aqui.

Toma una medida comun, una cuerda, por ejemplo, o un compdas con una
abertura determinada, segun estés trabajando sobre el terreno o sobre el papel.

Tomada esta medida, fija sobre el punto A el extremo de la cuerda o la punta del
compds y haciendo girar la otra punta, o el otro extremo de la cuerda, traza el arco
PDM. Después, sin cambiar de medida, procede del mismo modo con relacion al punto
B y describe el arco QDN que, cortando al primero en el punto D, determinaré el punto
buscado.

Puesto que el punto D pertenecera igualmente a los dos arcos PDM y QDN
descritos por medio de una medida comun, su distancia al punto A serd igual a su
distancia al punto B. Por consiguiente CD no se inclinard ni hacia A ni hacia B.
Entonces esta linea serd perpendicular a AB.

Si el punto C no se encuentra a igual distancia de A y de B, es necesario tomar
otros dos puntos a y b, igualmente distantes de C y, sirviéndose de ellos, en lugar de A
y de B, describir los arcos PDM y QDN.



VI

Si uno de los arcos, por ejemplo el PDM, se prolonga hasta O, E, R, etc. de
modo que vuelva al punto P en donde empezo, entonces la linea entera se llamard
circunferencia del circulo, o simplemente circulo.

Cuando solo se traza una parte PDM de la circunferencia, esta parte se llama
arco del circulo. El punto fijo A es su centro, o el del circulo; y el intervalo AD, su
radio.

Toda linea, como la DAE, que pasa por el centro A y que se termina en la
circunferencia se llama didmetro. Es evidente que esta linea es doble del radio, lo que
hace que el radio se suela llamar semidiametro.

VII

El procedimiento para levantar una perpendicular a una linea AB se apoya en el
de bajar una perpendicular desde un punto cualquiera E, exterior a esta linea.
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En efecto. Si se fija en E el extremo de un hilo o la punta de un compas, y con
una misma abertura E b se marcan dos puntos a y b sobre la linea AB, se buscara, como




en el articulo precedente, otro punto D cuya distancia a los puntos a y b sea la misma.
Por este punto y por E se trazard la recta DE que, teniendo cada uno de sus extremos
igualmente distantes de a y de b, y no inclindndose més hacia uno de estos puntos que
hacia el otro, sera perpendicular a AB.

VIII

Del procedimiento anterior se sigue la solucion de un nuevo problema.

b

Se trata de dividir una linea recta AB en dos partes iguales. Desde los puntos A 'y
B, tomados como centros, y con una abertura de compas cualquiera, se describen los
arcos REI y GEF. A continuacién, desde los mismos centros, y con la misma u otra
abertura del compas, se describen los arcos PDM y QDN. Entonces, la linea ED que une
los puntos de interseccion E y D corta a AB en dos partes iguales en el punto C.

IX
Habiendo encontrado la manera de trazar perpendiculares, nada es mas facil que

servirse de ello para construir las figuras que se llaman rectangulos y cuadrados, de las
que ya hemos hablado en el articulo IV.
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Se observa que para construir un cuadrado ABCD, cuyos lados sean iguales a la
linea dada K, es preciso tomar un segmento AB, igual a K, sobre la recta GE. A
continuacion, levantar las perpendiculares AD y BC, cada una igual a K, desde los
puntos A y B (Articulo V). Por ultimo, trazar DC.

X
Si se quiere dibujar un rectdngulo FGHI, cuya altura sea K y cuya anchura sea L,

se hace FG igual a K; a continuacion, se levantan las perpendiculares FI y GH, cada una
igual a L. Por ultimo, se traza HI.
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En la construccién de obras, como murallas, canales, calles, etc. hay necesidad
de trazar lineas paralelas; es decir, lineas cuya posicion es tal que sus intervalos siempre
tienen por medida perpendiculares de la misma longitud. Para trazar estas paralelas nada
parece mas naturql que recurrir al método del que se sirve para dibujar rectangulos.

Por ejemplo, sea AB uno de los lados de algun canal, o de alguna muralla, etc.,
al que se quiere dar la anchura CA; o, para enunciar la cuestion de una manera mas
geométrica y mas general, supongamos que se quiere trazar por C la paralela CD a AB.
Se toma un punto cualquiera B de la linea AB y se procede del mismo modo que si
teniendo la base AB se quisiera dibujar un rectangulo ABDC que tuviese AC por
altura. Entonces, prolongando las lineas CD y AB hasta el infinito siempre seran
paralelas, o, lo que viene a ser lo mismo, no se encontraran jamas.



XII

La frecuencia con que se utilizan las figuras rectangulares, debido a su
regularidad, hace necesario conocer su area. Se trata, por ejemplo, de calcular cuanta
tapiceria se necesita para una habitacién, o cuantos arpens' debe tener el cercado
rectangular de una casa, etc.

Se sabe que, para llegar a este tipo de determinaciones, el medio mas simple y
mas natural es utilizar una medida comuin que, aplicada varias veces sobre la superficie
a medir, la cubra por completo. Este método se parece al que hemos utilizado para
determinar la longitud de las lineas.

Por otra parte, es evidente que la medida comun de las superficies debe ser ella
misma una superficie, por ejemplo, la de una toesa” cuadrada, de un pie’ cuadrado, etc.
Asi, medir un rectangulo es determinar el nimero de toesas cuadradas o de pies
cuadrados, etc. que contiene su superficie.

Consideremos un ejemplo para aliviar el espiritu.
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Supongamos que el rectingulo ABCD tiene siete pies de alto sobre una base de
ocho pies. Se puede considerar este rectangulo como dividido en siete bandas -a, b, ¢, d,
e, f, g- y que cada una contiene ocho pies cuadrados; el area del rectdngulo serd pues
siete veces ocho pies cuadrados, o sea, 56 pies cuadrados.

Ahora, si se retrocede a los primeros elementos del céalculo aritmético, y se
recuerda que multiplicar dos niimeros es tomar uno de ellos tantas veces como la unidad
esta contenida en el otro, se encuentra una perfecta analogia entre la multiplicacion
ordinaria y la operacion por la que se mide un rectdngulo. Se observa que multiplicando
el nimero de toesas o de pies, etc. que mide su altura, por el numero de toesas o de pies,
etc. que mide la base, se determina la cantidad de toesas cuadradas o de pies cuadrados,
etc. que contiene la superficie.

! Antigua medida agraria (Nota de los traductores).
? Antigua medida de longitud francesa que equivalia a 1.949 m (Nota de los traductores).
* 1 pie 2 32 cm (Nota de los traductores).



XIII

Las figuras que se han de medir no siempre son regulares como los rectangulos.
Sin embargo, con frecuencia se tiene necesidad de obtener su medida. Unas veces se
trata de determinar la extension de una obra construida sobre un terreno que carece de
regularidad, otras veces se quiere saber cudntos arpens contiene una tierra
irregularmente limitada. Resulta pues necesario que al método para determinar el area
de los rectangulos se afiada el procedimiento para medir las figuras que no son
rectangulares.

A

Ante todo se ve que, en la practica, la dificultad sélo se presenta en la medida de
figuras rectilineas tales como ABCDE; es decir, figuras limitadas por lineas rectas. Si en
el contorno del terreno aparecen algunas lineas curvas, como en la figura ABCDEFG, es
evidente que estas lineas, divididas en tantas partes como sea necesario para evitar todo
error sensible, se podran tomar como un conjunto de lineas rectas.

Dicho esto se observa que, a pesar de la infinita variedad de figuras rectilineas,
se pueden medir todas de la misma manera: dividiéndolas en figuras de tres lados,
llamadas comunmente triangulos. Esto se consigue, de la manera mas simple y comoda,



si desde un punto cualquiera A del contorno de la figura ABCDE, se trazan las lineas
rectas AC, AD, etc. a los puntos C, D, etc.

X1V

Sélo se tratard pues de conocer la medida de los tridngulos que se hayan
formado. Para encontrar lo que se ignora, el medio mas seguro es buscar si en lo que se
conoce hay algo que se relacione con lo que se quiere conocer.

Ya hemos visto que todo rectingulo ABCD es igual al producto de su base AB
por la altura CB. Por otra parte, es facil de ver que esta figura cortada transversalmente
por la linea AC, llamada diagonal, se encuentra dividida en dos tridngulos iguales. De
ello se infiere que cada uno de estos tridngulos sera igual a la mitad del producto de su
base AB o DC, por su altura CB o DA.
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Esto es cierto cuando los tridngulos que se quieren medir tienen dos de sus lados
perpendiculares, como los tridngulos ABC y ADC, que se llaman tridngulos
rectangulos; pero nada impide reducir cualquier tipo de tridngulo a tridngulos de esta
especie.

Puesto que si desde el punto A, vértice de un tridngulo cualquiera ABC, se baja
la perpendicular AD, sobre la base BC, el triangulo ABC queda dividido en dos
triangulos rectangulos ADB y ADC.

Volviendo sobre lo dicho, es evidente que, como los dos tridngulos ADB y ADC
son las mitades de los rectdngulos AEBD y ADCEF, el triangulo ABC propuesto sera
también la mitad del rectdngulo EBCF, que tiene BC por base y AD por altura. Pero
puesto que el area del rectangulo EBCF es igual al producto de la altura EB o AD por la
base BC, el area del triangulo ABC es la mitad del producto de la base BC por la
perpendicular AD, altura del triangulo.



Tenemos entonces la forma de medir los terrenos limitados por lineas rectas,

dado que no se encuentra ninguno que no se pueda reducir a tridngulos desde cuyos
vértices se puedan bajar perpendiculares a sus bases.

XV

Dado que en el método que hemos presentado para medir el area de los
triangulos sdlo se emplea su base y su altura, sin tener en cuenta las longitudes de sus
lados, enunciamos esta proposicion o teorema: todos los tridngulos, tales como ECB y
ACB, que tienen una base comun CB y cuyas alturas EF y AD son iguales, tienen la

misma area.
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XVI

Para facilitar la comprensién del principio que proporciona la medida de
triangulos, hemos creido que sélo se debe escoger como base un lado sobre el que caiga
la perpendicular bajada desde el vértice opuesto. Siempre se tiene la libertad de hacer
esto cuando sdlo se trata de la medida de terrenos.

Pero parece que en la comparacidon de los tridngulos que tienen la misma base,
las perpendiculares bajadas desde sus vértices pueden caer fuera del triangulo, como en
la figura 3. Es pues necesario establecer si los tridngulos, tales como el BCG, estan en el

caso de los otros; es decir, si siempre son la mitad de rectingulos ECBF que tienen la
perpendicular GH por altura.
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Es facil asegurarse de esto haciendo notar que el triangulo CGH, suma de los
triangulos CGB y GBH, es la mitad del rectangulo ECHG, suma de los rectangulos
ECBF y FBHG. Por tanto, los triangulos CGB y GBH, tomados en conjunto, valen la
mitad del rectangulo ECHG. Por otra parte, el tridngulo GBH es la mitad del rectdngulo
FBHG. Entonces, el triangulo CGB propuesto es la mitad del otro rectangulo ECBF,
que tiene BC por base y GH por altura.

XVII

La proposicion que hemos demostrado en los tres articulos precedentes puede
enunciarse de forma general en los siguientes términos: los tridangulos EBC, ABC y
GBC son equivalentes cuando tienen una base comin BC y estan comprendidos entre
las mismas paralelas EAG y CBH; es decir, cuando sus vértices E, A, G se encuentran
en una misma linea recta EAG. Porque entonces (Articulo XI), sus alturas, medidas por
las perpendiculares EF, AD y GH, son las mismas.

XVIII

Entre las diferentes figuras rectilineas que se pueden medir por el método
precedente, las hay que se aproximan a la regularidad de los rectangulos. Son espacios
tales como el ABCD, delimitados por cuatro lados, en los que cada uno es paralelo al
lado opuesto.
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Estas figuras se llaman paralelogramos y son mas faciles de medir que las otras
figuras rectilineas, excepto los rectangulos. Cuando se divide el paralelogramo ABCD
en dos triangulos ABC y ACD, esos dos triangulos son iguales. Entonces, como cada



uno de estos tridngulos vale la mitad del producto de la altura AF por la base BC, el
paralelogramo tiene como area el producto de la base BC por la altura AF.

XIX

De ello se sigue que todos los paralelogramos ABCD y EBCF, que tienen una
base comun y se encuentran comprendidos entre las mismas paralelas, son equivalentes.
Esto es facil de ver, incluso independientemente de lo que precede, observando que el
paralelogramo ABCD se convierte en el paralelogramo EBCEF si se le afiade el triangulo
DCF o si, de la figura entera ABCF, se suprime el tridngulo ABE. Suponiendo, pues,
que los triangulos DCF y ABE son iguales resulta evidente que el paralelogramo ABCD
no cambia al convertirse en el EBCF.
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Para asegurarse de la igualdad de estos dos triangulos, basta con observar que, al
ser AB y CD paralelos, asi como BE y CF, el tridngulo DCF no es otro que el tridngulo

ABE que desliza sobre la base; de forma que el punto A se convierte enel D,y el E en
el F.

XX

Todavia hay otras figuras rectilineas que son faciles de medir y que se llaman
poligonos regulares; es decir, figuras limitadas por lados iguales que tienen todos la
misma inclinacion unos sobre otros. Tales son las figuras ABDEF, ABDEFG y
ABDEFGH.

Como se acostumbra a dar la forma simétrica de estas figuras a los platos, a las
fuentes, a las plazas publicas, etc. creo que, teniendo que aprender a medirlas, es
necesario ver de qué manera se pueden trazar.



XXI

Se describe una circunferencia de circulo y se divide en tantas partes iguales
como lados se quieran dar al poligono regular. A continuacidn, por los puntos de
divisién de la circunferencia A, B, D, E, etc., se trazan las lineas AB, BD, DE, etc. y se
obtiene el poligono buscado. Dicho poligono se llama pentdgono, hexdgono, heptagono,
octdgono, enedgono, decagono etc. segun tenga cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez, etc.
lados.

XXII

Para calcular el area de un poligono regular se podria emplear el método que
hemos visto (Articulo XIII) para todas las figuras rectilineas. Sin embargo, se descubre
facilmente que el mas rapido es el de dividir el poligono en tridngulos iguales que
tengan todos el centro C por vértice.

Si se toma uno de estos tridngulos, CBD por ejemplo, y se traza sobre la base
BD la perpendicular CK, llamada apotema del poligono, entonces el area del tridngulo
es igual al producto de la base BD por la mitad de CK. Si se toma este producto tantas
veces como lados tenga el poligono, obtenemos el area de la figura entera.

XXIII

Cuando sdlo se divide la circunferencia en tres partes iguales se forma un
triangulo que comunmente se llama tridngulo equilatero. Si se divide esta circunferencia
en cuatro partes iguales, se forma un cuadrado. Estas dos figuras, las mas simples de
todos los poligonos, se pueden trazar facilmente sin que sea necesario recurrir a la
division de la circunferencia. Esto es lo que ya se ha visto (Articulo IX) para el
cuadrado.




Por lo que atafie al tridangulo equilatero, es facil darse cuenta de que para
describirlo sobre una base dada AB es necesario tomar los puntos A y B como centros
y, con una abertura de compas igual a AB, trazar los arcos DCF y GCH. A
continuacion, desde los puntos A y B se trazan las lineas AC y BC al punto C, vértice
del triangulo e interseccion de los arcos DCF y GCH.

XXIV

Al método de describir geométricamente el tridngulo equildtero y el cuadrado,
los primeros de todos los poligonos, podria afiadir el de trazar geométricamente un
pentagono, tal como han hecho varios autores en los Elementos que nos han llegado.
Pero dado que los principiantes, a los que nos dirigimos aqui, sélo advierten con
esfuerzo el camino que ha debido seguir el espiritu para buscar la manera de trazar esta
figura, camino que nos proporciona el Algebra, nos creemos obligados a reenviar la
descripcion del pentdgono al tratado que seguird a éste. En él, esta descripcion se
afiadira a la de todos los demds poligonos que tengan un mayor numero de lados y que,
sin la ayuda del Algebra, no podrian ser descritos geométricamente.

De los poligonos que tienen mas de cinco lados, y que no pueden ser descritos
mas que por medio del calculo algebraico, hay que exceptuar los de 6, 12, 24, 48, etc.
lados y los de 8, 16, 32, 64, etc. lados, que se pueden describir facilmente por los
métodos que proporciona la geometria elemental, como se vera al final de esta primera
parte.

XXV

Volviendo a la medida de terrenos, vemos que los que se quieren medir son
frecuentemente aquéllos que se resisten a las operaciones que prescriben los métodos
precedentes.

Supongamos que ABCDE es la figura de un campo, de un cercado, etc., del que
se quiere conocer el area. Siguiendo lo que se ha visto, seria necesario dividir ABCDE
en triangulos tales como ABC, ACD y ADE. A continuacién, medir esos tridngulos,
después de haber trazado las perpendiculares EF, CH y BG. Sin embargo, si en el
espacio ABCDE se encuentra algun obstaculo (una elevacion, un bosque, un estanque,



etc.) que impide que se tracen las lineas que se necesitan, ;qué se debera hacer
entonces?, ;qué método se deberd seguir para remediar el inconveniente del terreno?
Lo que se presenta de inmediato al espiritu es escoger alglin terreno llano sobre el que
se puede operar facilmente y describir sobre él tridngulos iguales y semejantes a los
triangulos ABC, ACD, etc. Veamos cémo se procedera para formar los nuevos
triangulos.

XXVI

Admitamos que el obstaculo se encuentra en el interior del triangulo ABC, cuyos
lados son conocidos, y que se quiere trazar un tridngulo igual y semejante sobre el
terreno escogido.

Para empezar, se describird una linea DE igual al lado AB. A continuacion,
tomando una cuerda de la longitud BC, y fijando uno de sus extremos en E, se
describira el arco IFG, que tendra la cuerda como radio. Por medio de otra cuerda de
longitud AC, con uno de sus extremos en D, se describira el arco KFH que cortard al
primero en el punto F.




Entonces, trazando las lineas DF y FE se tendra un tridngulo DEF igual y
semejante al triangulo propuesto ABC. Esto es evidente dado que como los lados DF y
EF, que se unen en el punto F, son respectivamente iguales a los lados AC y BC, que se
unen en el punto C, y como la base DE es igual a AB, no seria posible que la posicidon
de las lineas DF y EF sobre DE fuese diferente de la posicion de las lineas AC y BC
sobre AB. Es cierto que también se podrian tomar las lineas Df'y Ef por debajo de DE,
con lo que el triangulo obtenido seria el mismo pero invertido.

XXVII
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Si s6lo se pudiesen medir dos de los tres lados del triangulo ABC, los lados AB
y BC, por ejemplo, es claro que con esto no se podria determinar un segundo triangulo
igual y semejante a ABC.
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Porque aunque se haya tomado DE igual a BC y DF igual a BA, no se sabria qué
posicion dar a éste respecto al otro. Para evitar esta dificultad, el recurso que se utiliza
es simple: se inclina DF sobre DE de la misma manera que AB se inclina sobre BC; o,

para expresarlo como lo hacen los gedmetras, se da al angulo FDE la misma abertura
que al angulo ABC.

XXVIII

Para hacer esta operacion, se toma un instrumento tal como el abc, compuesto de
dos reglas que puedan girar alrededor de b y se colocan sobre los lados AB y BC. Asi
las dos reglas determinan el mismo angulo que los lados AB y BC. Después se coloca la
regla bc sobre la base DE, de manera que el centro b coincida con el punto D y que la



abertura del instrumento permanezca fija. Entonces la regla ab da la posicion de la linea
DF que, con la linea DE, determina el angulo FDE igual al angulo ABC. Ademas, se
toma la longitud de la linea DF igual a la de BA.

Finalmente, para obtener el triangulo FED enteramente igual y semejante al
triangulo ABC, basta con trazar por F y por E la recta FE. Es una practica simple que se
apoya en el principio evidente de que un triangulo esta determinado por la longitud de
dos de sus lados y por su abertura; o, lo que viene a ser lo mismo, que un tridngulo es
igual a otro cuando dos de sus lados son respectivamente iguales y el angulo
comprendido entre ellos estd igualmente abierto.

XXIX

También se podria dibujar el angulo FDE igual al 4ngulo ABC de la manera
siguiente.

B C

Con centro en B y radio arbitrario Ba se describe un arco akc.

D E

A continuacidn, con centro en D y el mismo radio, se traza el arco eif. Después,
solo se tiene que buscar un punto f'situado en el arco eif de la misma manera que a se
encuentra colocado sobre el arco cha. El punto f se determina facilmente utilizando la
recta ac que, siguiendo la definicion ordinaria, se llama la cuerda del arco ahc.

En efecto, si con centro en e y radio ac se describe el arco /fk, entonces la
interseccidn de los arcos eif'y Ifk determina el punto f.



Finalmente, si por D y f'se traza la linea DfF se tiene el angulo FDE igual al
ABC. Esto es evidente (Articulo XXVI), dado que los tridngulos Bac y Dfe son iguales
y semejantes en todas sus partes.

XXX

Si se quiere describir el tridngulo FDE igual al tridngulo ABC, cuando no se
puede medir mas que uno de de los lados, BC por ejemplo, se recurre a los angulos
ABC y ACB. Tomando DE igual a BC, se colocan las lineas FD y FE de modo que
formen con DE los mismos angulos que AB y AC forman con BC. Entonces, la
interseccion de estas lineas determina el tridangulo FDE igual y semejante al triangulo
ABC. El principio en que se apoya esta operacion es tan simple que no hay necesidad de
demostrarlo.
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XXXI

Si de los tres lados de un triangulo ABC no se puede medir més que la base BC,
y este tridngulo es isdsceles (es decir, los dos lados AB y AC son iguales), entonces es
evidente que basta con medir uno de los dos angulos ABC y ACB, porque entonces el
otro es igual.

»
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Se ve facilmente la razén suponiendo, en primera instancia, que los lados AB y
AC del triangulo ABC se encuentran sobre BD y sobre CE, prolongaciones de la base
BC; y que, a continuacidn, se levantan para reunir sus extremos en el punto A.
Entonces, la igualdad de estos dos lados les impide recorrer méas camino al uno que al
otro. Por consiguiente, cuando estan juntos, caen igualmente sobre la base BC. Luego,
el angulo ABC es igual al angulo ACB.



XXXII

Volviendo a la medida de los terrenos se ve que, cualesquiera que sean los
obstaculos que se puedan encontrar en su interior, por el método precedente es facil
transportar sobre un terreno libre todos los triangulos que dividen el espacio que se
quiere medir.

Supongamos, por ejemplo, que se quiere medir un bosque, cuya figura es
ABCDEFG.

En primer lugar, se tomara un tridngulo igual a ABC. Esto se puede hacer sin
entrar en el interior de este tridngulo, midiendo los dos lados AB, BC y el angulo CBA
comprendido por ellos.

El tridngulo descrito determina el angulo BCA y la longitud de AC. Ademas,
como se puede medir el lado exterior DC en el tridngulo CAD se tienen los lados DC y
CA.

0



El angulo DCA se puede determinar tomando, en primer lugar, el angulo IKL
igual al angulo DCB y, después, el angulo LKO igual al angulo BCA. Con esto se
tiene el angulo IKO igual al angulo DCA buscado.

Asi, el triangulo ADC queda determinado por los lados DC y CA y por el angulo
comprendido DCA. De forma similar se podria construir el tridngulo DAG y el resto de
la figura.

XXXIII

El método que se acaba de ofrecer para medir los terrenos en los que no se
pueden trazar lineas presenta grandes dificultades en la practica. Raramente se
encuentra un espacio liso y libre, suficientemente grande para hacer tridngulos iguales a
los del terreno que se quiere medir. Incluso cuando se encuentra, la gran longitud de los
lados de los triangulos podria hacer las operaciones muy dificiles. Bajar una
perpendicular sobre una linea, desde un punto que esta alejado solamente 500 toesas de
ella, seria una obra extremadamente penosa y, quizas, impracticable. Conviene pues
disponer de un procedimiento que supla estas grandes operaciones.

Este procedimiento surge de forma natural representando la figura ABCDE que
se quiere medir por una figura semejante abcde, pero mas pequefia, en la que, por
ejemplo: el lado ab mida 100 pulgadas®, si el lado AB mide 100 toesas; y el lado bc
mida 45 pulgadas, si BC mide 45 toesas. Entonces, debe concluirse que si el area de la
figura reducida abcde es de 60.000 pulgadas cuadradas, la de la figura ABCDE debe ser
de 60.000 toesas cuadradas.

Pero, antes de nada, es necesario saber en qué consiste la semejanza de dos
figuras.

* 1 pulgada = 2.5 cm (Nota de los traductores).



XXXIV

De entrada, por poco que se haya reflexionado, se observa que para que las
figuras ABCDE y abcde sean semejantes los angulos A, B, C, D, E de la mayor deben
ser iguales a los angulos q, b, ¢, d, e de la menor. Ademas, los lados ab, bc, cd, etc. de la
menor deben contener tantas partes p, como partes P contengan los lados AB, BC, CD,
etc. de la mayor.

XXXV

Para expresar esta segunda condicion, los gedmetras dicen que es necesario que
los lados AB, BC, CD, etc. sean proporcionales a los lados ab, bc, cd, etc.; o que el
lado AB contenga a ab, de la misma manera que BC contiene a bc, etc.; o que el lado
AB sea tan grande, en relacion a ab, como BC lo es en relacidn a be, etc.; o todavia mas,
que haya la misma razén, o la misma relacion, entre AB y ab que entre BC y bc, etc.; o,
en fin, que AB sea a ab, como BC es a bc, etc. Todas ellas son formas de expresar la
misma cosa, pero conviene hacerlas familiares para entender el lenguaje de los
gedmetras.

XXXVI

Después de haber visto en qué consiste la semejanza de dos figuras, busquemos
cual es el procedimiento mas natural para dibujar una figura semejante a otra. Para esto,
supongamos que un dibujante quiere hacer una copia reducida de una figura.
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En primer lugar, toma ab para representar la base AB de la figura original
ABCDE. Después, inclina sobre ab los lados ae y bc, de la misma manera que AE y BC
estan inclinados sobre AB, observando que las longitudes de ae y bc son a la de ab,
como las longitudes de AE y BC son a la de AB. Es decir, que si AE, por ejemplo, es la
mitad de AB, toma ae igual a la mitad de ab, haciendo lo mismo para determinar la
longitud de bc, respecto a BC.



Habiendo determinado asi los puntos e y ¢, traza dos lineas ed y cd, que inclina
sobre ea y sobre cb, de la misma manera que ED y CD estan inclinadas sobre EA y
sobre CB. Acto seguido, prolongando estas lineas hasta que se corten en d, obtiene la
figura abcde.

XXXVII

Cuando se reflexiona sobre esta construccion, se observa que so6lo se apoya en la
igualdad entre los angulos E, A, B, Cy e, a, b, ¢ y en la proporcionalidad de los lados
EA, AB, BC, y de los lados ea, ab, bc. Por tanto, la figura se construye sin que se haya
tomado el angulo d, igual al angulo D, ni los lados ed, ¢d proporcionales a los lados
ED, CD. En principio, esta reflexiéon podria hacer sospechar que el dngulo d no fuese
igual al angulo D, y que los lados ed, cd no fuesen proporcionales a los lados ED, CD y
que, por consiguiente, la figura abcde no fuese semejante a la figura ABCDE.

Sin embargo, esta duda se disipa inmediatamente sin mas que recurrir a la
experiencia. Por otra parte, con que se ponga un de poco atencion, se percibe que de la
igualdad de los angulos E, A, B, Cy de ¢, a, b, ¢ y de la proporcionalidad de los lados
EA, AB, BCy ea, ab, bc, resulta necesariamente la igualdad de los dngulos Dy dy la
proporcionalidad de los lados ED, CD y ed, cd.

Ademas, para descartar todo sospecha, veamos que todas las condiciones que
exige la semejanza de dos figuras son necesariamente dependientes unas de otras. Esto
se comprueba con facilidad examinando primeramente los tridngulos, que son las
figuras mas simples y que entran necesariamente en la composicion de todas las demas.
Este examen nos conducird a todas las propiedades y a todos los usos de las figuras
semejantes.

XXXVIII
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Supongamos que sobre la base ab se traza el triangulo abc, tomando solamente
los angulos cab y cha, iguales a los angulos CAB y CBA del triangulo ABC. Veamos
primero que el tercer angulo acbh es igual al tercer angulo ACB.

En efecto, si dibujamos el triangulo abc sobre el triangulo ABC, de modo que el
punto a se encuentre sobre el punto A, ab sobre AB y ac sobre AC, entonces esta claro
que cb serd paralelo a CB. Esto es cierto porque el lado cb, prolongado, no puede
cortar al lado CB, dado que entonces las dos lineas se inclinarian desigualmente sobre el
lado AB y, por tanto, los angulos chA y CBA serian desiguales, en contra de la
suposicion.



Como de la igualdad de los angulos cha y CBA se sigue que las lineas ch y CB
son paralelas, del paralelismo de estas lineas se sigue también que los angulos Acb y
ACB son iguales; que es lo que se queria demostrar.

XXXIX

Demostremos ahora que los lados que se corresponden en dos tridngulos acb y
ACB, que tienen los mismos angulos, son proporcionales.

Para fijar ideas supongamos que ab es la mitad de AB. Entonces, deberemos
probar que ac también es la mitad de AC y que bc es la mitad de BC.

Admitamos que ach, tal como en el articulo precedente, tiene la posicion Ach.
Entonces, si se traza cg paralelamente a AB, esté claro que esta linea serd igual a pB o a
Ab,y que gB serdigual a cbh.

Asi pues, como los angulos Cgc y Ccg seran manifiestamente iguales a los
angulos chA y cAb, el triangulo Ccg sera igual al tridngulo cAb (Articulo XXX). Asi se
tendra que Cc es igual a Ac, y Cg igual a cb, 0 a gB. De modo que Ac o ac serd la
mitad de AC; y c¢b la mitad de CB.

Si ab esta contenido tres, cuatro, o cualquier otro nimero de veces en AB, serd
igualmente facil demostrar que ac estd contenido el mismo nimero de veces en AC, y
cb en CB. Ya que, si desde los puntos de division b, fde la base AB se trazan bc, fh, etc.
paralelas a BC, se podrian colocar a lo largo de AC tres, cuatro, etc. tridngulos Acb,
cgh, hCi, etc. iguales a los triangulos acb y Acb.



Y si ab, en lugar de estar contenido exactamente un cierto nimero de veces en
AB, estuviese contenido dos veces y media, por ejemplo, entonces ac también estaria
contenido dos veces y media en AC; y bc, dos veces y media en BC.

En efecto, cuando mediante las paralelas bc y fh se han colocado a lo largo de
AC los triangulos Ach y cgh, iguales a ach, faltaréd colocar entre las paralelas /#f'y CB un
triangulo Chi cuyos lados seran la mitad de los lados de cAb. Esto es evidente dado que,
por la suposicién, /B es la mitad de Ab y la base hi del tridngulo Chi es igual a /B,
puesto que /#f'y CB son paralelas. Asi, en general, cuando dos triangulos ABC y abc
tienen los mismos angulos, estos tridngulos, llamados tridngulos semejantes, tienen sus
lados proporcionales.

En otras palabras: los lados AB, BC, AC del tridngulo ABC contienen tantas
partes P como partes p estan contenidas en los lados ab, bc, ac del otro triangulo abc
(siendo P el pie, la toesa, etc. o, en general, la escala con la que ha sido construido
ABC, y p la escala utilizada para construir abc).

XL

De la proposicion que acabamos de demostrar se obtiene, de forma natural, la
solucion de un problema que suele ser ttil en la practica.

Se pide que se dividida una linea en un nimero dado de partes iguales. Esto se
podria hacer por tanteo, pero nunca con esta seguridad que da la exactitud geométrica.




Supongamos, por ejemplo, que se quiere dividir AB en tres partes iguales. Se
empieza trazando una linea indefinida AC que forme un angulo cualquiera con AB. A
continuacion, se llevan sobre esta linea tres partes iguales Ac, ch, hC con una abertura
de compas arbitraria. Después, se traza CB y se dibujan las paralelas c¢b y #f. Con esto,
la linea AB, cortada en los puntos b y f, se encuentra dividida en tres partes iguales, lo
que queda claro por el articulo precedente.

XLI

Si se quiere dividir una linea en un nimero fraccionario de partes, como dos y
media, tres y un cuarto, etc. o si, en general, se quiere dividir la linea AB por el punto
b, de modo que AB sea a Ab como la linea NO es a la linea MQ, también se ve que la
solucion del problema dependera del articulo XXXIX.

Bastara con trazar por A una recta cualquiera, tomar sobre esta recta Ac y AC
respectivamente iguales a MQ y NO y, a continuacion, trazar cbh paralela a CB.
Entonces, el punto b seré el punto buscado.

Los gedmetras enuncian de esta otra manera el problema que acabamos de
resolver: encontrar una cuarta proporcional a tres lineas NO, MQ y AB.

XLII

Es evidente que dos tridngulos semejantes ABC y abc tienen no solamente sus
lados proporcionales sino que las perpendiculares CF y ¢f', bajadas desde los vértices C
y ¢ sobre las bases AB y ab, también tienen la proporcion de los lados. Esto es tan facil
de demostrar, en virtud de lo precedente, que no vamos a detenernos en ello.
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XLIII

En cuanto a las areas de los tridngulos semejantes ABC y abc, se ve que la del
primero contiene tantos cuadrados X hechos sobre la medida P, como el area del
segundo contiene cuadrados x hechos sobre la medida p. En efecto, por el articulo
precedente, CF y AB tienen tantas partes P como c¢f'y ab tienen partes p. La mitad del
producto de CF por AB, area de ABC (Articulo XIV), da el mismo niimero que el que
resulta de la mitad del producto de cfpor ab, area de abc; pero con esta diferencia: CF y
AB se miden en partes P y su producto se expresa en cuadrados X; ¢f'y ab se miden en
partes p y su producto se expresa en cuadrados x.

XLIV

Lo que acabamos de decir sobre las areas de triangulos semejantes sirve como
demostracién de una proposicion que en los Elementos de Geometria se suele enunciar
asi: los tridngulos semejantes ABC y abc son entre si como los cuadrados ABDE y abde
de sus lados homologos o correspondientes AB y ab.

La demostracion que confirma el articulo precedente conduce necesariamente a
esta consecuencia. En efecto, como el cuadrado ABDE contiene tantos cuadrados X
como cuadrados x estan contenidos en abde, es evidente que los dos numeros de
cuadrados X, que manifiestan la relacion del area del tridngulo ABC al area del
cuadrado ABDE, son los mismos que los numeros de cuadrados x que dan la relacion
del area del triangulo abc al é4rea del cuadrado abde. En otras palabras: el area del
triangulo ABC es al area del cuadrado ABDE, como el area del tridngulo abc es al area
del cuadrado abde.

De ahi se sigue que si, por ejemplo, el lado AB es doble del lado ab, el triangulo
ABC es cuadruple del triangulo ach. Si AB es triple de ab, el triangulo ACB es nueve
veces mas grande que el tridngulo ach, etc. De otro modo: AB no puede ser doble de ab,
si el cuadrado ABDE no es cuadruple del cuadrado abde, etc.



XLV

Para pasar ahora de los tridngulos a otras figuras, supongamos que a cada uno de
los triangulos semejantes ABD y abd se agregan otros dos triangulos ADE, BDC y ade,
bdc, los dos primeros semejantes a los otros dos.

En las figuras totales ABCDE, abcde se tiene que:

1°. Los angulos A, B, C, D, E son iguales a los angulos a, b, ¢, d, e. Esto es claro
dado que los unos y los otros son o dos angulos correspondientes de tridngulos
semejantes o dos angulos compuestos de estos angulos correspondientes.

2°. La razén de los lados homdlogos o correspondientes DE y de, BC y bc, etc.,
de las figuras ABCDE y abcde, es necesariamente la misma. Es decir, si P, por ejemplo,
se encuentra un cierto numero de veces en la base AB, y p se encuentra el mismo
nimero de veces en ab, entonces P y p estardn también contenidos un mismo nimero de
veces en dos lados homologos cualesquiera DE y de.

En efecto, en virtud de la semejanza de los triangulos ABD y abd, el numero de
P que hay en AD es igual al numero de p contenido en ad. Entonces, como estos lados
son las bases de los triangulos semejantes ADE y ade, el nimero de partes P contenidas
en DE es el mismo que el nimero de partes p que contiene el lado de.

3° Si en las dos figuras se trazan lineas que se corresponden, tales como CE y ce,
o las perpendiculares DF, df, etc., estas lineas estan entre ellas en la misma razén que
los lados homologos de las dos figuras.

Por consiguiente las figuras ABCDE, abcde son enteramente semejantes en
todas sus partes.

XLVI

Es evidente que si se quiere dibujar de nuevo una figura igual a abcde y, por
consiguiente, semejante a ABCDE, serd inutil medir todos los lados y todos los angulos
de abcde. Bastard, por ejemplo, con tomar los tres lados ab, ea, bc y los cuatro angulos
e, a, b, ¢ y, solo con esto, se estard seguro de haber dibujado la misma figura abcde
semejante a ABCDE. Esto es una demostracion completa de lo que no se habia hecho
mas que presumir (Articulo XXXVII).



Pero aun se puede ir mas lejos, dado que siempre habrd formas diferentes de
combinar el nimero de angulos y de lineas que es necesario medir en una figura
cualquiera para hacer otra que le sea proporcional. No obstante, entrar en mas detalles
seria fatigar al lector.

XLVII

Por razonamientos semejantes a los del articulo XLIII se podria demostrar que el
nimero de cuadrados X que contiene la figura ABCDE es el mismo que el de cuadrados
x encerrados en la figura abcde; y que, asimismo, las areas de las figuras semejantes
estan entre si como los cuadrados de sus lados homologos.

XLVIII

Todo lo que se acaba de decir sobre las figuras semejantes puede reducirse a este
unico principio: las figuras semejantes solo se diferencian en las escalas con las que se
han construido.

XLIX

Ahora, para conocer mejor el uso que debe hacerse de los tridngulos semejantes
y de las reducciones para obtener el area de terrenos sobre los que no se puede operar
comodamente, imaginémonos que ABCDEEF representa el contorno de un parque, de un
estanque, etc. del que se quiere determinar su extension.

En primer lugar se mide uno de los lados de la figura, por ejemplo el FE, y se
determina cuantas toesas, perchass, etc. tiene dicho lado. A continuacion, con la escala

> 1 percha = 3 toesas (Nota de los traductores).



que se quiera, se dibuja en un papel o carton una linea fe que contenga tantas partes de
la escala como indique el numero de toesas, perchas, etc. que mide FE. Después,
haciendo los dngulos def'y dfe iguales a los angulos DEF y DFE, se dibuja el triangulo
edf, en el que se baja eg perpendicularmente a df.

Hecho esto, y medidas las lineas df'y eg por medio de la escala, se concluye que
estas lineas contienen tantas partes de la escala como toesas, perchas, etc. contienen DF
y EG respectivamente. Entonces, multiplicando DF por la mitad de EG se obtiene el
area del triangulo EDF. Midiendo de la misma manera cada uno de los tridngulos DCF,
BCF y ABF se determinari el 4rea de la figura entera.

L

Con frecuencia es necesario medir la distancia desde un lugar F, en el que se esta
situado, a otro lugar al que algin obstadculo nos impide llegar. Nuevo problema cuya
solucion ya se ha dado antes en el articulo que precede a éste. Dado que para medir DF
solo es necesaria la semejanza de los triangulos def'y DEF, queda claro que si se mide
una base cualquiera EF, y desde los puntos F y E se puede percibir el punto D, el
problema quedar resuelto; es decir, se tendrd la distancia FD.

LI

El uso que se puede hacer de instrumentos particulares tales como el bA4c, al que
nos hemos referido antes (Articulo XXVIII), compuesto por dos varillas unidas en el
punto A alrededor del cual pueden girar libremente, conduce con frecuencia a muchos
errores.
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Unas veces la abertura del angulo se altera durante el transporte; otras, la forma
que se estd obligado a dar al instrumento para facilitar el uso impide que se pueda
aplicar sobre el plano donde debe hacerse la reduccion.

Afiadamos a todo esto que cada nuevo angulo BAC que se toma de esta manera
requiere que se transporte de nuevo el instrumento sobre el papel; y que el unico recurso
que se tiene para comparar dos angulos es poner el uno sobre el otro sin que, por este
medio, se pueda tener con exactitud ni su relacidon ni su magnitud total.

LII

Es pues necesario buscar una medida fija para los angulos, tal como ya se ha
hecho para las longitudes. Esta medida que es necesario tener es facil de encontrar. En
primer lugar, se fija Ab y se le aplica el lado Ac. A continuacion, se hace girar este lado
alrededor de A. Es obvio que si se adapta al extremo ¢ de la rama moévil Ac una pluma o
una tiza como medio para hacer sensible la traza del punto ¢, esta traza formara un arco
de circulo que dara exactamente la medida del angulo para cada abertura particular de
los lados Ab y Ac. Por tanto, debido a la uniformidad de la curvatura del circulo, se
tendra necesariamente que a una abertura doble, triple cuddruple de cAb correspondera
un arco doble, triple, cuadruple de cb.

LIII

Admitiendo que la circunferencia bcdfg, descrita por un giro completo del punto
¢, se divide en un numero cualquiera de partes iguales, el nimero de partes contenidas
en el arco que interceptan las lineas Ac y Ab mide exactamente la abertura de estas
lineas o el angulo cAb que forman.

Los gedmetras estdn de acuerdo en dividir el circulo en 360 partes que se llaman
grados; cada grado, en 60 minutos; cada minuto, en 60 segundos, etc. Asi, un angulo
bAc, por ejemplo, tendrd 70 grados y 20 minutos, si el arco bc que le sirve de medida
tiene 70 de las 360 partes del circulo méas 20 sexagésimas partes de un grado.



LIV

De todo ello se sigue que un angulo CAB de 90 grados, llamado comunmente
angulo recto, es aquél cuyos lados AC y AB interceptan el cuadrante BC de la
circunferencia y son perpendiculares uno a otro.

N
g
A

B

LV

Se llama angulo agudo a todo angulo menor que un angulo recto o que tiene
menos de 90 grados. Tales son los angulos CAB, FAG y EAG.

6
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LVI

Por el contrario, se llama angulo obtuso a aquel que tiene mas de 90 grados,
como ¢l FAB

LVII

Es evidente que la suma de todos los angulos que se pueden formar del mismo
lado sobre una linea recta GB y que tienen el mismo vértice A, como los GAF, FAE,
EAC y CAB es igual a 180 grados, o a dos angulos rectos, medidos por la
semicircunferencia.



LVIII

Igualmente, la suma de todos los angulos EAF, FAB, BAC, CAD y DAE que se
pueden formar alrededor del punto A, que es su vértice comun, es igual a 360 grados o a
cuatro angulos rectos, medidos por la circunferencia completa BCDEF.

LIX

Después de haber encontrado que los angulos tienen las partes del circulo por
medida, veamos cémo se hace para determinar los grados que contiene un angulo que se
quiere medir.

Se utiliza un instrumento I, llamado semicirculo. Este instrumento esta
compuesto por dos reglas de la misma longitud, EAC y DAB, que se cortan en A 'y
estan provistas de pinulas en sus extremos.




Una de estas reglas, EC, llamada alidada, se puede mover alrededor de A. La
otra, DB, es fija y es el didmetro de un semicirculo DCB, dividido en 180 grados, etc.

Si se quiere determinar el angulo que forman dos lineas rectas, trazadas desde el
lugar donde estamos a dos objetos cualesquiera F y G, se coloca la regla fija DAB de
manera que el ojo, colocado en D, vea el objeto F por las dos pinulas D y B.

A continuacion, sin mover el instrumento, se gira la alidada hasta que el ojo
colocado en E ve el objeto G, por las pinulas E y C. Entonces, la alidada marca sobre el
semicirculo graduado el nimero de grados, minutos, etc. que contiene el angulo
propuesto GAF.

LX

Si se quiere dibujar sobre el papel un angulo de un ntimero determinado de
grados, se utiliza un instrumento K dividido en 180 grados, llamado gonidometro o
transportador.

G

Poniendo el centro A sobre el vértice del dngulo que se quiere trazar y la linea
AB sobre la linea AG, que se toma por uno de los lados del angulo, se marca el punto C
que corresponde al nimero de grados que se quiere dar al angulo propuesto. Por este
punto y por el centro A se traza la linea ACO y se obtiene el angulo OAG que contiene
el namero de grados pedido.

LXI




Supongamos ahora que, habiendo tomado una base FG sobre el papel, se quiere
dibujar sobre esta base un triangulo FGH, semejante al triangulo ABC tomado sobre un
terreno. Nos serviremos del semicirculo para saber los grados que contienen cada uno
de los angulos CAB y CBA. A continuacion, por medio del transportador se haran los
angulos HFG y HGF, respectivamente iguales a los angulos CAB y CBA. Entonces, el
punto H, en el que se cortan los lados FH y GH, quedara necesariamente determinado y
también el angulo FHG. Con esto se tendra el tridangulo FGH semejante al tridngulo
ABC.

LXII

Tal como hemos dicho antes, dado que en la practica interesa que los angulos
puedan medirse exactamente, no podemos contentarnos con tomarlos incluso con los
instrumentos mas perfectos. Ademads, es necesario encontrar un procedimiento para
verificar sus medidas y hacer la correccidn, si fuese necesario.

Este procedimiento es simple y facil. Retomemos el tridngulo ABC. Sabemos
que la magnitud del dngulo C depende de la de los angulos A y B; porque aumentando
o disminuyendo estos angulos cambia la posicion de las lineas CA y BC vy, por
consiguiente, también el angulo C que forman estas lineas.

Entonces, si este angulo depende de la magnitud de los angulos A y B, se debe
presumir que el nimero de grados que abarcan los angulos A y B debe determinar el
numero de grados que debe abarcar el angulo C. Por tanto, dicho angulo puede servir
para verificar las operaciones que se hayan hecho para determinar los angulos A y B.
Estaremos seguros de que se han medido bien los angulos A y B, si midiendo el angulo
C se encuentra el niimero de grados correspondiente a la magnitud de los angulos A y
B.

Para hallar como se puede deducir la magnitud del dngulo C a partir de las
magnitudes de los angulos A y B, examinemos lo que ocurrira a este angulo si las lineas
AC y BC se aproximan o separan una de otra.

Supongamos, por ejemplo, que BC, al girar alrededor del punto B, se separa de
AB y se acerca a BE. Resulta claro que durante este giro de BC, el angulo B se abre



continuamente; y que, por el contrario, el angulo C se cierra cada vez mas. Este hecho
puede hacer sospechar que, en este caso, la disminucion del angulo C iguala el aumento
del angulo B. De este modo, la suma de los dngulos A, B y C es siempre la misma,
cualquiera que sea la inclinacion de las lineas AC y BC sobre la linea AE.

LXIII

Esta induccion lleva con ella su demostracion; porque si se traza ID
paralelamente a AC se observa, en primer lugar, que los d&ngulos ACB y CBD, llamados
angulos alternos, son iguales. Esto es evidente puesto que las lineas AC e IB, al ser
paralelas, estan igualmente inclinadas sobre CBO. Con esto, el angulo IBO es también
igual al ACB. Pero el angulo IBO también es igual al angulo CBD, porque la linea ID
no esta mas inclinada sobre CO de un lado que de otro. Por tanto, el angulo DBC, igual
al IBO, es igual al 4ngulo ACB, su alterno.

LXIV

En segundo lugar, se ve, que el angulo CAE es igual al angulo DBE, a causa de
las paralelas CA y DB. Entonces, los tres angulos del triangulo se pueden poner unos al
lado de los otros, unidos por sus vértices en el punto B. Por tanto, los tres angulos DBE,
CBD y CBA, que son iguales a los tres angulos CAB, ACB y CBA, son iguales a dos
angulos rectos (Articulo LVII). Todo lo que acabamos de decir se puede aplicar a
cualquier triangulo. En consecuencia, estd asegurada la siguiente propiedad general: la
suma de los tres dangulos de un tridngulo es constantemente la misma e igual a dos
rectos o, lo que es lo mismo, a 180 grados.



LXV

Para concluir, el valor del tercer angulo de un triangulo, cuando se conoce la
medida de los otros dos, se halla restando de 180 grados el nimero de grados que los
dos angulos tienen en conjunto. Propiedad que proporciona una manera bien comoda de
verificar la medida de los dngulos de un tridngulo y que, como veremos a medida que
avancemos, tiene muchas utilidades mas. Nos contentaremos aqui con mostrar las
consecuencias mas inmediatas.

LXVI

Un tridangulo no puede tener mas de un angulo recto, y con mayor razén no
puede tener mas de un dngulo obtuso.

LXVII

Si uno de los tres angulos de un tridngulo es recto, la suma de los otros dos
angulos siempre es igual a un recto.
Estas dos proposiciones son tan claras que no hay necesidad de demostrarlas.

LXVIII

Si se prolonga uno de los lados del triangulo ABC, por ejemplo, el lado AB, el
angulo exterior CBE es igual a la suma de los dos angulos interiores opuestos BCA y
CAB. Puesto que si al angulo CBA se afiaden o los dos angulos BCA y CAB, o el
angulo CBE, la suma sera siempre igual a 180 grados o a dos angulos rectos (Articulo
LXIV).



LXIX

Conociendo uno de los dngulos de un triangulo isosceles ABC se conocen los
otros dos.

A

C

B

Cuando se conoce el angulo en el vértice A es claro que si se resta el numero de
grados que contiene este angulo de los 180 grados que miden los tres angulos del
triangulo, la mitad de la diferencia serd la medida de cada uno de los angulos B y C,
tomados sobre su base.

Si lo que se conoce es uno de los dos angulos B o C tomados sobre la base,
entonces el doble de su valor se resta de 180 grados. La diferencia es la medida del
angulo en el vértice A.

LXX

Como un triangulo equilatero no es otra cosa que un triangulo isosceles en el que
cada uno de sus lados puede servir de base, es claro que sus tres angulos son
necesariamente iguales y que valen cada uno 60 grados, un tercio de 180 grados.

LXXI

De ello se deduce facilmente la descripcidon del hexadgono o poligono de seis
lados que habiamos prometido (Articulo XXIV).

Para encontrar una linea que divida la circunferencia en seis partes iguales sera
necesario que esta linea sea la cuerda de un arco de 60 grados, sexta parte de 360
grados, valor de la circunferencia completa.

Supongamos pues que AB es esa cuerda. Entonces, si desde el centro I trazamos
los radios Al e IB, el angulo AIB vale 60 grados. Ademas, como los lados Al e IB son
iguales, el triangulo AIB es isdsceles. Por otro lado, como el dngulo en el vértice es de
60 grados, cada uno de los otros dos angulos también mide 60 grados, la mitad de 120.
Por tanto (Articulo LXX), el tridngulo AIB es equildtero. Por consiguiente AB es igual
al radio del circulo. De donde se sigue que para dibujar un hexagono es necesario abrir
el compds con una abertura igual al radio y llevarlo seis veces seguidas sobre la
circunferencia. Asi se obtienen los seis lados del hexagono.



S
o | N

N

Moyt

LXXII

A partir del hexdgono ABCDEF dibujado, se puede describir facilmente el
dodecégono o poligono de doce lados.

Para ello, se divide el arco AKB, o el angulo AIB en dos parte iguales, y AK,
cuerda de la mitad del arco AKB, es uno de los lados del dodecagono.

LXXIII

Para dividir el arco AKB en dos arcos iguales AK y KB se procede como si se
tratara de cortar la cuerda AB en dos partes iguales. Es decir, desde los puntos A y B
como centros, y con una abertura cualquiera, se describen los arcos MLN y OLP. A
continuacion, por el punto L, interseccion de los dos arcos, y por el centro I se traza la
linea LI que divide en dos partes iguales al arco AKB y a la cuerda AB.

LXXIV

Siguiendo el método precedente, si se divide el arco AK en dos arcos iguales, la
cuerda de uno cualquiera de estos arcos es el lado del poligono de 24 lados. Del mismo
modo se obtienen los poligonos de 48, 96, 192, etc. lados.

LXXV

Para describir un octégono, es decir, un poligono de 8 lados, se empieza
trazando un cuadrado en el circulo. Esto se logra dibujando dos didmetros AIB y CIE
perpendiculares y uniendo sus extremos por las lineas AC, CB, BE, y AE.



Dada la regularidad del circulo y la igualdad de los cuatro angulos que forman
las perpendiculares AIB y CIE, los cuatro lados AC, CB, BE y EA son necesariamente
iguales y estan igualmente inclinados los unos sobre los otros. Esto sélo puede darse en
un cuadrado.

En el cuadrado asi descrito, utilizando el método precedente, se divide cada uno
de los arcos CKB, BLE, etc. en dos partes iguales. Esto da lugar al octéogono
CKBLEMAN.

Dividiendo cada uno de los arcos CK, KB, etc. en 2, en 4, en 8 etc. partes iguales
se obtienen los poligonos de 16, 32, 64, etc. lados.




D) i) O

—
\\ N Al

R IR g L
" l‘n-lIHIIIUJQlO"‘); J.é’u, (D
T

ERENNER W5
[

l,( PR, i "\/
Ll ek

e R TS =2,

ELEMENTOS
DE
GEOMETRIA

SEGUNDA PARTE

Del método geométrico para
comparar figuras rectilineas

Si se presta atencion a lo que hemos dicho para mostrar como se ha llegado a
medir terrenos, habra que reconocer que las posiciones de unas lineas con respecto a
otras requieren advertencias dignas de atencidn por si mismas, independientemente de
la utilidad que puedan tener en la practica.

Es presumible que estas observaciones obligaron a los primeros gedmetras a
avanzar mas alla de sus descubrimientos; porque no son solamente las necesidades las
que determinan a los hombres, también la curiosidad es frecuentemente un gran motivo
para impulsar sus investigaciones.

Lo que ha debido contribuir también al progreso de la geometria es el gusto que
se tiene naturalmente por su precision rigurosa, sin la que el espiritu jamas queda
satisfecho.



Asi, dado que midiendo las figuras se percibe que en infinidad de casos las
escalas y los semicirculos no dan mas que valores aproximados de lineas o de angulos,
se han buscado métodos que suplan el defecto de estos instrumentos.

Aqui nosotros retomaremos las figuras rectilineas; pero en las operaciones que
haremos para descubrir sus justas relaciones s6lo nos serviremos de la regla y el
compas.

Ocurre con frecuencia que se tiene la necesidad de reunir en una misma figura
varias figuras que son semejantes, o de descomponer una figura en otras figuras de la
misma especie. De entrada, esto se puede hacer operando sobre los rectdngulos puesto
que todas las figuras rectilineas no son mas que reuniones de tridngulos y que cada
triangulo es la mitad de un rectdngulo que tiene su misma altura y su misma base.

Para comparar los rectdngulos es necesario saber transformar un rectangulo
cualquiera en otro que tenga la misma area, pero cuya altura sea diferente. Porque
cuando dos rectangulos se transforman en otros dos de la misma altura, solo se
distinguen en sus bases. El mayor es el que tiene la base mas grande y contiene al
menor, de la misma manera que su base contiene la del rectangulo mas pequefio.
Comunmente esto se enuncia asi: dos rectangulos que tienen la misma altura estan en la
misma razon que sus bases.

II
Para sumar estos dos rectangulos basta con poner uno al lado del otro.
I11
No resulta mas dificil restar el mas pequefio del mas grande.
v
Para dividir un rectdngulo en un nimero determinado de rectdngulos iguales, es

necesario dividir su base en el mismo numero de partes iguales. A continuacion, se
levantan perpendiculares desde los puntos de division.
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Propongamonos transformar el rectangulo ABCD en otro BFEG, que tenga la
misma area y cuya altura sea BF. Advirtamos que, puesto que su area es el producto de
su altura por su base, sera necesario que el rectangulo buscado BFEG, cuya altura es
mayor que BC, tenga su base mas pequeiia que AB. Es decir, que si BF es, por ejemplo,
el doble de BC entonces BG sdlo debe ser la mitad de AB.

Si BF fuese el triple de BC, BG solo seria el tercio de AB.

También se observa que si BF, en lugar de contener a BC un numero exacto de
veces, lo contuviese una fraccion, como dos veces y un tercio, el rectangulo BFEG no
podria tener la misma area que el rectdngulo ABCD salvo que su base también estuviese
contenida dos veces y un tercio en la base AB.

En general, se ve facilmente que para que dos rectangulos ABCD y BFEG
tengan la misma area es necesario que la base BG de uno esté contenida en la base AB
del otro, como la altura BC en la altura BF.

Soélo se trata pues de dividir la linea AB, de modo que AB sea a GB como BF a
BC. Esto se logra (1* Parte. Articulo XLI) trazando la linea FA y, por el punto dado C,
la paralela CG.

VI

Para transformar el rectangulo ABCD en otro rectangulo BFEG equivalente'
que tenga una altura dada BF, se puede emplear un método menos natural que el
precedente, pero mas comodo.
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En primer lugar, se prolonga AD hasta que corte en el punto I a la recta FEI,
trazada por el punto F paralelamente a AB. Acto seguido, se traza la diagonal BI y por
el punto O, donde dicha diagonal corta al lado DC, se traza GOE paralelamente a FB.
Con esto, el rectangulo BFEG es equivalente al rectangulo ABCD.

Para probarlo basta con observar que, sacando de los rectangulos ABCD vy
BFEG la parte comtin OCBG, el rectangulo ADOG es equivalente al rectingulo EOCF.

Si se presta atencion a la igualdad de los dos tridngulos IBF ¢ IBA se observa
que, quitando de estos tridngulos dos figuras iguales, los restos también son iguales.
Pero el tridangulo IAB se convierte en el rectdngulo ADOG si se eliminan los tridngulos
IDO y OGB. Del mismo modo, el tridngulo IBF se transforma en el rectangulo EOCF,
si se sustraen los tridngulos IEO y OCB iguales a los dos primeros. Asi pues, los dos

1 . .. . ,
Recordemos que dos figuras son equivalentes si tienen la misma area (Nota de los traductores).



rectangulos ADOG y EOCF, que sobran de los dos triangulos, son equivalentes, asi
como los rectangulos ABCD y BFEG.

VII

Este segundo procedimiento para transformar un rectangulo en otro confirma el
principio que supone el primero, método que sélo parecia apoyarse en una simple
induccion.

De la equivalencia de los rectangulos ABCD y BFEG se habia concluido que es
necesario que AB sea a BG como BF a BC. Esto es algo que se puede probar ahora por
el articulo precedente.

Porque siendo manifiestamente semejantes los triangulos IAB y OGB, la base
AB del grande es a la base GB del pequefio como la altura IA es a la altura OG; o como
BF es a BC, sus iguales. Entonces, AB es a GB como BF es a BC, conforme al principio
del articulo V.

VIII

Del mismo modo en que hemos demostrado que de la equivalencia de dos
rectangulos ABCD y BFEG se sigue que la altura BF es a la altura BC, como la base
AB es a la base BC, también se demuestra lo siguiente: si cuatro lineas BF, BC, AB y
BG son tales que la primera es a la segunda como la tercera es a la cuarta, entonces el
rectdngulo que tiene por altura y por base la primera y la cuarta de estas lineas es
equivalente al rectangulo que tiene por altura y por base la segunda y la tercera.

IX

Cuando cuatro cantidades, como las lineas precedentes BF, BC, AB y BG son
tales que la primera es a la segunda como la tercera es a la cuarta, se dice que estas
cuatro cantidades estan en proporcidn o que forman una proporcion. Asi, 6, 9, 18 y 27
estan en proporcion porque 6 esta contenido en 9 de la misma manera que 18 esta
contenido en 27. Lo mismo sucede con 15, 25, 75 y 125; etc.

X

De las cuatro cantidades de una proporcion, la primera y la cuarta se llaman
términos extremos, o simplemente extremos; la segunda y la tercera se llaman términos
medios, o simplemente medios.

Sirviéndose de las definiciones precedentes queda claro que las proposiciones
contenidas en los articulos VII y VIII se enuncian asi:

XI

Si cuatro cantidades estdn en proporcion, entonces el producto de los extremos
es igual al producto de los medios.



XII

Si cuatro cantidades son tales que el producto de los extremos es igual al
producto de los medios, entonces estas cuatro cantidades estan en proporcion.

XIII

Conviene prestar mucha atencion a los dos articulos precedentes porque tienen
una gran utilidad. Se deduce, entre otras cosas, la demostracion de la Regla que en
Aritmética se denomina Regla de Tres. Para dar una idea de esta Regla estudiaremos un
ejemplo, pues ésta es la forma mas simple de entenderla.

Supongamos que 24 obreros han hecho 30 toesas de obra en un cierto tiempo. Se
pregunta, ;cudnto haran 64 obreros en el mismo tiempo?

Es evidente que para resolver la cuestidon es necesario determinar un numero que
esté con 64 en la misma razén que 30 lo esta con 24. Siguiendo lo que hemos visto, este
nimero serd tal que su producto por 24 iguale al producto de 30 por 64. El producto de
30 por 64 es 1.920; en consecuencia, el numero buscado sera aquél que multiplicado por
24 dé 1.920.

Por poca idea que se tenga de las operaciones de la Aritmética se percibe
facilmente que este numero debera ser el cociente de la division de 1.920 por 24; es
decir, 80.

En general, para encontrar el cuarto término de una proporcion, cuyos tres
primeros son conocidos, es necesario multiplicar el segundo por el tercero y dividir este
producto por el primer término de la proporcion.

XIV

Un ejemplo tan simple como el que acabamos de escoger quizads no hace sentir
la necesidad del método precedente. Solo el sentido comun bastaria para determinar el
numero pedido. Se ve que 30 excede a 24 en un cuarto’. Entonces es necesario que el
numero buscado exceda a 64 en un cuarto; lo que da 80 °. Sin embargo hay casos en los
que se necesitaria mucho mas tiempo para encontrar la relacion entre los dos primeros
numeros de la proporcion.

Supongamos, por ejemplo, que se quiere determinar un cuarto término
proporcional a los tres nimeros 259, 407 y 483.

Para encontrarlo por el método precedente es necesario multiplicar 483 por 407
y dividir 196.581, que es el producto, por 259; lo que da 759 para el cuarto término
buscado.

También se podria obtener este término por tanteo. Se habria podido descubrir,
por ejemplo, que 148, exceso de 407 sobre 259, contiene cuatro de las séptimas partes
de 259; y que asi seria necesario afladir a 483 el nimero 276, que contiene cuatro de sus
séptimas partes. Pero la generalidad y la seguridad del método precedente nos salva
siempre del inconveniente de los tanteos, que incluso se convertirdn en inutiles en
muchas ocasiones.

2 Bs decir: 30 = 24 + 6 = 24 + (24/4) (Nota de los traductores).
3 Utilizando la notacidn algebraica, x = 64 + (64/4) = 64 + 16 = 80 (Nota de los traductores).



XV

Cuando se quieran sumar dos cuadrados, esta adicién se hara como la de dos
rectdngulos, dado que los cuadrados son rectangulos cuya altura y cuya base son
iguales. Se transformara pues uno de los cuadrados -el més pequefio, por ejemplo- en un
rectangulo que tenga el lado del grande por altura. También se podria dar la altura del
cuadrado pequefio a los dos, u otra altura cualquiera. Pero el problema que no se puede
dejar de proponer es el de construir un cuadrado equivalente a otros dos. Problema para
el que resulta facil encontrar la siguiente solucion.

XVI

Supongamos, en primer lugar, que los dos cuadrados ABCD y CBFE, con los
que se quiere hacer un solo cuadrado, sean iguales entre si.

D

Se observa facilmente que si se trazan las diagonales AC y CF, entonces los
triangulos ABC y CBF equivalen a un cuadrado. Entonces, transportando por debajo de
AF los otros dos tridngulos DCA y CEF, se obtendra el cuadrado ACFG cuyo lado AC
sera la diagonal del cuadrado ABCD y cuya area sera igual a la de los dos cuadrados
propuestos, lo que no necesita ser demostrado.

XVII

Supongamos ahora que se quiere construir un cuadrado equivalente a la suma de
dos cuadrados desiguales ADCd y CFEf o, lo que es lo mismo, transformar la figura
ADFE/fd en un cuadrado.
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Siguiendo la linea del método precedente, se investigara si es posible encontrar
algun punto H sobre la linea DF, tal que:

1° Dibujando las lineas AH y HE, y haciendo girar los tridngulos ADH y EFH alrededor
de los puntos A y E hasta que ocupen las posiciones Adh y Efh, los dos triangulos se
unan en A.

2° Los cuatro lados AH, HE, E/ y hA sean iguales y perpendiculares unos a otros.

Este punto H se encontrara haciendo DH igual al lado CF o EF. De la igualdad
entre DH y CF se sigue, en primer lugar, que si se hace girar ADH alrededor de A hasta
que llegue a la posicion Adh, el punto H coincide con ~ que dista del punto C un
intervalo igual a DF.

De la misma igualdad entre DH y CF también se sigue que HF es igual a DC, y
que si el triangulo EFH gira alrededor de E hasta alcanzar la posicién Efh, entonces H
coincide con A, que dista de C un intervalo igual a DF.

Entonces, la figura ADFEfd se convertird en una figura AHE/ con cuatro lados.

Ahora se trata de ver si estos cuatro lados son iguales y perpendiculares unos a
otros.

La igualdad de estos cuatro lados es evidente dado que A/ y AE seran los
mismos que AH y HE y la igualdad de estos dos ultimos se deducira de que, siendo DH
igual a CF, o a FE, los dos tridngulos ADH y HEF seran equivalentes y semejantes.

Entonces solo falta ver si los lados de la figura AHE/ determinan dngulos rectos.
Esto es facil de asegurar si se observa que, mientras HAD gira alrededor de A para
llegar a #Ad, el lado AH gira lo mismo que el AD. Entonces, el lado AD describira el
angulo recto DAd al transformarse en Ad. Por consiguiente, el lado AH también
describira el d&ngulo recto HA/ al convertirse en A#.



Por lo que se refiere a los otros angulo H, E y % es evidente que necesariamente
seran rectos, dado que no es posible que una figura limitada por cuatro lados iguales
tenga un angulo recto sin que los otros tres también lo sean.

XVIII

Si se considera que los dos cuadrados ADCd y CFEf estan construidos uno
sobre AD, lado mediano del tridngulo ADH, y el otro sobre EF, igual a DH, lado menor
del mismo tridngulo ADH; y que el cuadrado AHE#, equivalente a la suma de los otros
dos, esta descrito sobre el lado mayor AH, que se llama hipotenusa del triangulo
rectangulo, se descubrird la famosa propiedad de los triangulos rectangulos: el cuadrado
de la hipotenusa es equivalente a la suma de los cuadrados construidos sobre los otros
dos lados.

XIX

De modo que, cuando de dos cuadrados HDLK y ABCD no se quiera hacer mas
que uno solo, sera inutil ponerlos uno al lado de otro y descomponerlos, como se ha
hecho en el articulo X VII.




Sera suficiente colocar los lados AD y DH de manera que formen un angulo
recto y trazar la linea AH, puesto que entonces esta linea sera el lado del cuadrado
buscado AHIE.

XX

D

Si se tienen dos figuras semejantes, DAFGM y DHPON, y se quiere construir
una tercera figura equivalente a la suma de las otras dos y semejante a cada una de ellas,
bastara con poner las bases AD y HD de estas figuras sobre los dos lados de un angulo
recto ADH, y la hipotenusa AH del tridngulo ADH sera la base de la figura solicitada.
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En efecto, supongamos que los cuadrados ABCD, DHKL y AHIE se han
dibujado sobre las bases de tres figuras semejantes. Por el articulo XVIII, resulta que el
cuadrado AHIE es equivalente a la suma de los cuadrados ABCD y DHKL. Ademas (1*
Parte. Articulo XLVII), las areas de las figuras semejantes estan entre si como los
cuadrados de sus lados homologos. Por tanto, los tres cuadrados ABCD, DHKL y AHIE
son las mismas partes de las figuras DAFGM, DHPON y AHQRS.

De aqui se concluye facilmente que la figura AHQRS es equivalente a la suma
de las otras dos. Supongamos, por ejemplo, que cada uno de estos cuadrados es la mitad
de la figura en la que esta contenido. En esta situacion, nadie pondrd en duda que la
figura AHQRS es equivalente a la suma de las otros dos, puesto que su mitad equivale a
la suma de las mitades de las dos figuras DHPON y DAFGM. Seria lo mismo si los
cuadrados ABCD, DHKL y AHIE fuesen los dos tercios, los tres cuartos, etc. de las
figuras DAFGM, DHPON y AHQRS.

XXI

Si se propusiese sumar tres, cuatro, etc. figuras semejantes o, lo que viene a ser
lo mismo, tres, cuatro, etc. cuadrados, el método seria siempre el mismo. Cuando, por
ejemplo, se sumasen tres, en primer lugar se construiria un cuadrado igual a los dos
primeros; a continuacion, a este nuevo cuadrado se afiadiria el tercero y se obtendria un
cuarto cuadrado equivalente a los tres propuestos.

XXII

De ello se sigue que si se quiere construir un cuadrado cinco, seis, etc. veces
mayor que otro, bastard con seguir el método precedente para resolver el problema y
también su inverso; es decir, dibujar un cuadrado que sea la quinta, la sexta, etc. parte
de un cuadrado dado. Esto solo exigirad que se recuerde el procedimiento para encontrar
una cuarta proporcional a tres lineas dadas. En la tercera parte de esta obra daremos un
método mas directo y mas comodo para resolver este tipo de problemas.

XXIII

La adicion de figuras semejantes proporciona una prueba definitiva de la
necesidad de abandonar las escalas, cuando se quieren hacer las operaciones de una
manera que se pueda demostrar rigurosamente.

Supongamos, por ejemplo, que se quiere dibujar un cuadrado doble de otro.
Aquellos que desconozcan el procedimiento dado en el articulo XVI, presumiblemente
adoptaran el siguiente método.

Dividiran el lado del cuadrado dado en un gran numero de partes, en 100, por
ejemplo; a continuacion, multiplicando 100 por 100, obtendran 10.000 para el valor del
area del cuadrado; lo que dara 20.000 para el area del cuadrado pedido.

Sin embargo, a partir de este valor no obtendran la manera de describirlo. Para
ello seria necesario que el lado del cuadrado estuviese expresado por un numero, y que
este numero fuese tal que multiplicandolo por si mismo (es decir, cuadrandolo) el
producto diese 20.000.

Resultaria infructuoso buscar este niimero sobre una escala cuyas partes son
centésimas del lado del primer cuadrado. Dado que el producto de 141 por si mismo es
19.881, y el cuadrado de 142 es 20.164, los numeros 141 y 142 se desvian por defecto
y por exceso del nimero que se pretende determinar.



Podria pensarse que dividiendo el lado del cuadrado dado en mas de 100 partes
se pudiese llegar a encontrar un nimero determinado de estas partes para el lado del
cuadrado doble del primero. Sin embargo, por muchos ensayos que se pudieran hacer,
nunca se encontrarian dos niumeros, uno de los cuales expresase el lado o, siguiendo el
lenguaje ordinario, la raiz de un cuadrado; y el otro, el lado o la raiz del cuadrado doble.

XXIV

En efecto, se demuestra en Aritmética que si dos nimeros no son multiplos uno
del otro, es decir, si uno no contiene al otro un numero exacto de veces, el cuadrado del
mayor no es multiplo del cuadrado del menor. Por ejemplo, como 5 no es divisible por
4, su cuadrado, 25, no sera divisible por 16, cuadrado de 4.

Entonces, si se elevan al cuadrado dos numeros, de los que uno es mayor que el
otro y menor que el doble, se obtienen dos nimeros de los cuales uno es menor que el
cuadruplo del otro, pero sin poder ser ni el doble ni el triple. De modo que cuando se
divide el lado de un cuadrado en un nimero cualquiera de partes, el lado del cuadrado
doble, como quedd demostrado en el articulo XVI, es la diagonal de este cuadrado y no
contiene un numero exacto de estas mismas partes. En el lenguaje de los gedmetras esto
se manifiesta diciendo que el lado de un cuadrado y su diagonal son inconmensurables.

XXV

Hagamos notar que hay gran cantidad de otras lineas que no tienen ninguna
medida comun.

Cuando se escriben las dos sucesiones, 1, 2,3,4,5,6,7,8,9,etc.;y 1, 4,9, 16,
25, 36, 49, 64, 81, etc., donde la primera contiene los numeros naturales y la otra sus
cuadrados, se observa que, como los nimeros que hay entre 4 y 9, entre 9 y 16, entre 16
y 25, etc. no tienen ninguna raiz, los lados de dos cuadrados, de los que uno sea el triple
o quintuple o séxtuple, etc. del otro, seran inconmensurables entre si.

XXVI

Del hecho de que muchas lineas sean inconmensurables con otras quizas podria
nacer cierta sospecha sobre la exactitud de las proposiciones que nos han servido para
constatar la proporcionalidad de las figuras semejantes. Al comparar estas figuras (1*
Parte. Articulo XXXIV y sig.) siempre hemos supuesto que tenian una escala que podia
servir igualmente para medir todas las partes; suposicidon que, a causa de lo que se acaba
de decir, deberia limitarse. Es preciso pues que volvamos sobre nuestros pasos y
examinemos si nuestras proposiciones, para que sean verdaderas, deben someterse a
ciertas modificaciones.

XXVII

Retomemos primeramente lo que se ha dicho en el articulo XXXIX de la
primera parte y veamos si es verdad que tridngulos tales como abc y ABC, cuyos
angulos son los mismos, tienen sus lados proporcionales. Supongamos, por ejemplo,
que ab es la base del primero y la base del segundo es la recta AB, igual a la diagonal de
un cuadrado del que ab es el lado. Con esta suposicion investiguemos si la relacion de
AC a ac es la misma que la de AB a ab.
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Teniendo en cuenta lo que ya hemos visto, por muy grande que sea el nimero de
partes que se tomen arbitrariamente en ab, AB nunca contendrd un nimero exacto de
estas partes; no obstante, es facil darse cuenta de que, cuanto mas grande sea este
numero, mas se aproximara AB a ser medido exactamente con las partes de ab.

Supongamos que ab se divide en 100 partes. Entonces, AB contiene un nimero
de estas partes que esta comprendido entre 141 y 142 (Articulo XXIII). Tomemos 141 y
despreciemos el pequefio resto; queda claro (1* Parte. Articulo XXXIX) que AC
contendra también 141 partes de ac.

A continuacidn, supongamos que ab se divide en 1.000 partes. Por tanto, AB
contiene un numero de estas partes que estd comprendido entre 1.414 y 1.415.
Tomemos 1.414 y despreciemos también el resto; es obvio que AC también contendra
1.414 milésimas partes de ac y que, en general, AC siempre contendra tantas partes de
ac, con un resto, como partes de ab, con un resto, contenga AB.

Ademas, estos restos seran tanto mas pequefios cuanto mayor sea el numero de
partes de ab. De modo que pueden despreciarse si se imagina que el nimero de
divisiones de ab se hace infinito. Podremos decir entonces que el nimero de partes de
ac que contiene AC es igual al numero de partes de ab que contiene AB, y que asi AC
esa AC como AB es a ab.

Por tanto, hemos demostrado rigurosamente que cuando dos tridngulos tienen los
mismos angulos, sus lados son proporcionales, tengan sus lados una medida comtn o
no.

La proposicion (1? Parte. Articulo XLV) de la que se obtiene la proporcionalidad
de las lineas que se corresponden en las figuras semejantes se justificaria de la misma
manera.

XXVIII

Con razonamientos similares puede verse que las proposiciones explicadas en
los articulos XLIV y XLVII de la primera parte, en las que se ha demostrado que las
areas de los triangulos y de las figuras semejantes tienen entre si la misma razon que los
cuadrados de sus lados homologos, son siempre verdaderas, incluso cuando los lados de
estas figuras son inconmensurables.
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Tomemos, por ejemplo, los tridngulos semejantes ABC y abc en los que
suponemos que las alturas son inconmensurables con sus bases. En este caso, no hay
cuadrado alguno, por pequefio que sea, que pueda servir de medida comuin a estos
tridngulos y a los cuadrados construidos sobre sus bases; es decir, que las 4reas de abc y
abde son inconmensurables entre si, asi como las dreas de ABC y ABDE. Pero también
es cierto que el tridngulo ABC es al cuadrado ABDE, como el triangulo abc es al
cuadrado abde.

Esto se demuestra observando que, cuanto mas pequefias sean las partes de la
escala utilizada para medir AB y KC, mas nos aproximaremos al numero que expresa la
razén de ABC a ABDE. Entonces, dividiendo siempre la escala del tridngulo abc en el
mismo nimero de partes, y despreciando los restos, veremos que los mismos nimeros
sirven siempre para expresar la razén del tridngulo ABC al cuadrado ABDE, y la del
tridngulo abc al cuadrado abde.

Si la division de las escalas aumenta hasta el infinito, los restos llegaran a ser
absolutamente nulos; y se podra decir que los nimeros que expresan la razén del
triangulo abc al cuadrado abde también expresan la razon del triangulo ABC al
cuadrado ABDE. Y, por tanto, el tridngulo abc es al cuadrado abde como el triangulo
ABC al cuadrado ABDE.

Sucedera lo mismo en todas las figuras semejantes.




ELEMENTOS
DE
GEOMETRIA

TERCERA PARTE

De la medida de las figuras circulares
v de sus propiedades

Después de haber medido toda clase de figuras rectilineas, pretendemos medir
aquellas figuras limitadas por lineas curvas. Los terrenos, y en general los espacios cuya
medida se trata de averiguar, no siempre estan limitados por lineas rectas.
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Frecuentemente las figuras curvilineas y las figuras mixtas, es decir, aquellas
que estan limitadas por lineas rectas y lineas curvas, pueden reducirse a figuras
enteramente rectilineas, como ya hemos dicho. Cuando se quiere medir una figura tal



como la ABCDEFG, se puede tomar el lado AD como un conjunto de dos, de tres, etc.
lineas rectas. Sustituyendo a continuacion la curva FED por la recta FD se tiene la
figura rectilinea ABCDFG, que difiere tan poco de la figura mixta que una puede ser
tomada por la otra sin error sensible.

Sobre estas figuras se opera siguiendo los métodos precedentes. Sin embargo,
los gedmetras se acomodan muy poco a este tipo de operaciones; pues prefieren las que
son rigurosas. Ademas, puede darse el caso en que la transformacion de una figura
curvilinea o mixta en una figura enteramente rectilinea exija que su contorno se divida
en un niamero de partes tan grande que entonces el método comun sea impracticable.

Tampoco conviene utilizar dicho procedimiento si se tiene que medir un espacio
tal como el Z (fig. 7) o un circulo entero X (fig. 3). En estos casos serd necesario seguir
otro camino para determinar la medida de dichos espacios. Nos limitaremos a estudiar
aquellos cuyos contornos contienen arcos de circulo.

I

Supongamos, en primer lugar, que se tiene que medir el area del circulo X.

Se observa que, inscribiendo en él un poligono regular BCDE..., cuantos mas
lados tenga este poligono mas se aproximara al circulo. Hemos visto que el area de un



poligono regular (1* Parte. Articulo XXII) es igual a tantas veces el producto del lado
BC por la mitad de la apotema AH, como lados tiene el poligono; o, lo que viene a ser
lo mismo, el area tiene por medida el producto del contorno entero BCDE... por la
mitad de la apotema.

Entonces, como al aumentar hasta el infinito el nimero de lados del poligono, su
area, su contorno y su apotema son iguales al area, contorno y radio del circulo, el area
del circulo es igual al producto de su circunferencia por la mitad de su radio.

II

De esto se deduce que el area del circulo BCD es igual a la del tridngulo ABL
cuya altura es el radio AB del circulo, y cuya base es la recta BL cuya longitud es igual
a la de la circunferencia.

III

Sélo se trata pues de saber la longitud del radio y de la circunferencia. Por lo que
se refiere al radio, su medida es facil; pero no ocurre lo mismo con la circunferencia.
Para tener su medida, se puede rodear el circulo con un hilo, lo que a menudo es
suficiente en la practica.

Pero, hasta el momento, no se ha logrado medir geométricamente la
circunferencia del circulo; es decir, no se ha conseguido determinar exactamente la
razén que tiene con el radio. Se aproxima esta razon hasta las cienmilésimas, las
millonésimas e incluso tanto como se quiera sin que aun asi se pueda determinar
rigurosamente.

IV

La aproximacién mas simple que se ha encontrado es la que intenté Arquimedes.
Si el diametro tiene 7 partes, entonces el numero de estas partes que contiene la
circunferencia estd entre 21 y 22; y de hecho se aproxima mucho més a 22 que a 21.

v

Por lo demas, queda claro que si se sabe exactamente la razén de una sola
circunferencia a su radio, se sabra la de todas las circunferencias a sus radios; debiendo
ser esta razén la misma en todos los circulos. Esta proposicion puede parecer tan
simple que no necesite ser demostrada, dado que, cualesquiera que fuesen las



operaciones para medir una circunferencia, sirviéndose de partes de su radio, serian las
mismas que se harian para medir cualquier otra circunferencia; y asi se encontraria el
mismo numero de partes de su radio.

VI

Es evidente que los circulos satisfacen la propiedad general de todas las figuras
semejantes (1* Parte. Articulo XLVII); quiero decir, que sus areas tienen la misma razén
que los cuadrados de sus lados homdlogos; pero, como para aplicar esta proposicion a
los circulos no se pueden tomar sus lados, sera necesario servirse de los radios.
Entonces se vera que los circulos tienen sus areas proporcionales a los cuadrados de sus
radios.

Si de entrada no nos parece que esta proposicion se pueda deducir de lo que
hemos dicho en el articulo XLVII de la primera parte, deberemos comparar las areas de
los circulos BCD y EFG, o las de los tridangulos ABL y AEM equivalentes a ellos
(Articulo II), suponiendo que sus bases BL y EM son los desarrollos de las
circunferencias BCD y EFH, y que sus alturas son los radios AB y AE.

S-S V) §

De acuerdo con el articulo precedente estos tridngulos son semejantes, luego sus
areas estan en la misma razon que los cuadrados de sus lados homologos AB y AE,
radios de los circulos BCD y EFG. Entonces, etc.

VII

Los circulos, como todas las figuras semejantes, tienen la siguiente propiedad: si
se toman los tres lados de un tridngulo rectangulo como radios y se describen tres
circulos, aquél cuyo radio sea la hipotenusa es equivalente a la suma de los otros dos.

Asi, siempre se puede encontrar un circulo equivalente a dos circulos dados, y
esto sin tomarse la molestia de medir cada uno de estos circulos. Si, por ejemplo, se
quiere hacer una fuente que contenga tanta agua como otras dos, teniendo las tres la



misma profundidad, o si se quiere determinar la abertura de una caifieria por la que corra
tanta agua como por dos cafierias dadas, el problema se resolvera facilmente siguiendo
el camino que acabamos de indicar.

VIII

Si se quiere medir el area de la corona circular V, figura encerrada entre dos
circulos concéntricos EFG y BCD (es decir, entre dos circulos que tengan un centro
comun), lo primero que se debe hacer es medir separadamente las areas de los dos
circulos y después restar la menor de la mayor. Pero es facil darse cuenta de que en la
practica el problema se puede resolver de una manera mas cémoda.

Imaginemos un tridangulo ABL que tiene el radio AB como altura y cuya base es
la recta BL igual a la circunferencia BCD. Si por el punto E se traza la recta EM
paralela a BL, entonces esta recta es igual a la circunferencia EFG.

En efecto, debido a la semejanza de los tridngulos AEM y ABL, hay la misma
proporcion entre AB y BL que entre AE y EM. Ademas, por hipdtesis, BL es igual a la
circunferencia cuyo radio es AB; por tanto, EM es igual a la circunferencia que tiene
por radio la linea AE, contenida en AB. Lo mismo sucedera con cualquier otra linea KI
paralela a BL; a saber, siempre serd igual a la circunferencia en la que AK seria el radio.

De la supuesta igualdad entre la circunferencia EFG y la recta EM, sigue
necesariamente la equivalencia del tridngulo AEM con el circulo EFG. Entonces, el
espacio rectilineo EBLM es equivalente a la corona propuesta V. Este espacio EBLM se
puede transformar facilmente en un rectdngulo EBPH, dividiendo ML en dos partes
iguales MI e IL, y trazando por I la perpendicular HIP a BL. Asi se obtiene el triangulo
MHI igual al triangulo PLI.

Si por el punto I se traza la paralela IK a BL, dicha paralela divide a EB en dos
partes iguales. La corona propuesta, equivalente al espacio EBLM o al rectdngulo
EBPH, tiene por area el producto de EB por KI, circunferencia de radio AK.

Entonces, para medir una corona V es necesario multiplicar su anchura EB por
la longitud de la circunferencia KOQ, llamada circunferencia media entre las
circunferencias BCD y EFG porque sobrepasa a la circunferencia menor EFG, o la recta
EM, en una cantidad MH igual a PL, cantidad en la que es sobrepasada por la
circunferencia mayor BCD, o por la recta BL.



IX

Cuando se trate de medir una figura Y, compuesta por arcos de circulos y por
lineas rectas, o una figura Z, compuesta unicamente por arcos de circulos, toda la
dificultad se reducird a medir los segmentos de circulo; es decir, espacios tales como
ABCE limitados por un arco ABC y por una cuerda AC.
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Ello se debe a que las figuras enteramente compuestas por arcos de circulos o
por arcos y lineas rectas, se pueden considerar como figuras rectilineas a las que se
afiaden o quitan ciertos segmentos.

X

El area de un segmento cualquiera ABCE es fécil de calcular cuando se tiene la
del circulo; porque cuando se trazan las lineas AT y CT al punto T, centro del arco, se
forma la figura ABCT llamada sector, cuya area es a la del circulo como el arco ABC es
a la circunferencia entera. Por consiguiente, el area del sector es igual al producto de la
mitad del radio AT por el arco ABC.

Asi pues, una vez determinada el area del sector, bastara con restarle el area
triangulo ACT para obtener la del segmento ABCE.

XI

Ocurre con frecuencia que, cuando se pretende medir una figura tal como la Y,
se desconoce el centro del arco HIK. Sin este centro no se puede medir la figura, puesto
que el método precedente exige el conocimiento del radio.



Sea ABC el arco del circulo propuesto. Si sobre este arco se toman dos puntos
cualesquiera A y By, con centro en dichos puntos, se describen los arcos goi, foh, Ipk'y
mpn -los dos primeros con un radio cualquiera y los otros dos con este mismo radio o
con otro cualquiera- es claro que el centro del arco ABC esta sobre la linea op que une
los puntos de interseccidén o y p.

Tomando a continuacién un tercer punto C sobre el arco ABC, y sirviéndose de
B y de C de la misma manera que nos hemos servido de A y de B, se trazard una recta
qr sobre la que también debera encontrarse el centro pedido. Por tanto, ese centro es el
punto T, interseccion de las lineas op y gr.




Asi, para cualquier distribucién de tres puntos, con tal que no estén en linea
recta, siempre se pueden unir por un arco de circulo; o, lo que viene a ser lo mismo,
cualquiera que sea la proporcion de los lados AC y BC de un tridngulo ABC con su
base, siempre se puede circunscribir un circulo a este tridngulo.

Con el método que acabamos de describir para circunscribir un circulo a un
triangulo, aplicado sucesivamente a diferentes tridngulos ABC, AEB y AGB mas o
menos elevados respecto de su base AB, se observa que -pasando de un triangulo ACB,
cuyo angulo en el vértice es muy agudo, a otros triangulos AEB y AGB cuyos dngulos
en el vértice son mas abiertos- el centro del circulo circunscrito se aproxima
continuamente a AB.

Después, cuando el angulo en el vértice AGB ha alcanzado una cierta abertura,
este centro pasa por debajo de AB. Viendo pasar este centro por debajo de AB después
de haberlo visto por encima, me parece que debe venir al espiritu investigar de qué tipo
sera el tridngulo AFB, cuando el circulo circunscrito tenga su centro sobre AB.
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Para descubrir este tridngulo AFB, empecemos por notar que, en este caso
particular, la porcion del circulo circunscrito al tridangulo debe ser exactamente un
semicirculo. En efecto, si el centro del circulo debe encontrarse sobre la base AB, cuyos
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extremos estan en la circunferencia, entonces el centro M solo podra estar situado en el
punto medio de AB. Por tanto, AB serd necesariamente un diametro.

A continuacion se observa que, si desde cualquier punto F del semicirculo se
trazan las lineas FA y FB, entonces el &ngulo AFB es recto. En efecto, si se traza FM
los tridngulos AFM y MFB son isdsceles; dado que los angulos AFM y MFB son
respectivamente iguales a los angulos FAM y FBM. En otras palabras, el angulo total
AFB es igual a la suma de los angulos FAM y FBM. Ademas, la suma de los tres
angulos AFB, FAM y FBM es igual a dos rectos. En consecuencia, el dngulo AFB es
recto.

Por tanto, si se describe sobre la base AB un tridngulo rectdngulo cualquiera,
este tridngulo tiene la propiedad de estar inscrito en el circulo cuyo centro estd sobre la
base.

X1V

Esta propiedad del circulo -el éangulo que tiene su vértice en la
semicircunferencia y que se apoya sobre el didmetro, es siempre recto- nos lleva a
investigar si las otras partes del circulo tienen alguna propiedad similar. Por ejemplo,
los 4ngulos ACB, AEB y AFB tomados en un segmento ACEFB, no seran todos iguales
entre si, como lo son los del semicirculo.

Para aclarar esta cuestion, empezaremos por determinar la amplitud de uno de
estos angulos y veremos inmediatamente que los otros tienen el mismo valor.
Tomemos, por ejemplo, el angulo AEB cuyo vértice E esta situado en la mitad del arco
AEB.




Como la linea EDG que pasa por el centro D divide a este angulo en dos partes
iguales, sera suficiente medir el &ngulo AEG, su mitad, o lo que es lo mismo, bastara
con saber qué parte de un angulo ADG ya medido es el angulo AEG. Digo que el
angulo ADG ya estd medido porque sabemos que el arco AG es su medida. (1* Parte.
Articulo LII).

Si se presta atencion a que el triangulo AED es isosceles, se ve facilmente que el
angulo AEG es la mitad del angulo ADG. En efecto, los angulos AED y EAD son
iguales (1* Parte. Articulo XXXI). Ademas, la suma de estos dos angulos es igual al
angulo exterior ADG (1? Parte. Articulo LXVIII). Entonces, el angulo AED o AEG es la
mitad del angulo ADG.

Por la misma razon, el angulo DEB sera la mitad del angulo GDB. Por tanto, el
angulo total AEB sera igual a la mitad del angulo ADB. En consecuencia, su medida
sera la mitad del arco AGB.

XV

Una vez medido el angulo AEB, para saber si es igual a cada uno de los angulos
que tienen su vértice en el mismo segmento, es necesario examinar si uno cualquiera de
dichos angulos, por ejemplo el AFB, también es la mitad del dngulo con centro en
ADB.

Nos aseguraremos de ello trazando la recta FDG por el centro del circulo. Con
esto se ve que el angulo AFB estd compuesto por otros dos, el AFD y el DFB, que (en
virtud del articulo precedente) son las mitades de los angulos ADG y GDB,
respectivamente. De ahi se concluye que el dngulo total AFB es la mitad del angulo
ADB.

Aplicando el mismo razonamiento a los angulos ACB, AEB y AFB, que tienen
sus vértices en la circunferencia y que se apoyan sobre el mismo arco AGB, se puede



concluir que estos angulos son iguales entre si, tal como habiamos supuesto en el
articulo anterior.

XVI

Entre los diferentes dngulos que tienen su vértice en el arco ACEFB los hay que
inicialmente parece que no estan incluidos en la demostracidon precedente. Estos son los
angulos AFB, tales que la recta FDG trazada por el centro pasa fuera del &ngulo ADB.

Sin embargo, teniendo presente que el angulo GFA es la mitad del angulo GDA
y que el angulo DFB es la mitad del angulo GDB, se ve que el angulo AFB, exceso del
angulo DFB sobre el angulo DFA, es la mitad del angulo ADB, exceso del &ngulo GDB
sobre GDA.

XVII

Por las figuras de que nos hemos servido, podria parecer también que la
demostracidn precedente sdlo incluye a los segmentos mayores que un semicirculo.
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Sin embargo, es facil comprobar que un angulo cualquiera, tal como el AFB, que
tiene su vértice en un segmento mas pequeflo que un semicirculo, estd compuesto por
otros dos, el DFB y el DFA, mitades de los dangulos BDG y ADG. Por consiguiente, el
angulo AFB tiene como medida la mitad de los arcos BG y AG; es decir, la mitad del
arco AGB.



Después de haber visto que en un mismo segmento los angulos AEB, AFB 'y
AHB son iguales, se esta tentado de buscar lo que ocurre con el angulo AQB cuando su
vértice se confunde con el punto B, extremo de la base AB. ;Se desvanece entonces
dicho angulo? No parece posible que sin ser reducido gradualmente llegue a
desvanecerse de repente. Tampoco se ve cudl seria el punto a partir del cual este angulo
dejaria de existir. ;Coémo, pues, se puede determinar su medida?

Esta dificultad no se puede resolver sin recurrir a la geometria del infinito, de la
que todos tienen al menos una idea imperfecta, que conviene aclarar.

En primer lugar, observemos que, cuando el punto E se aproxima a B,
convirtiéndose en F, H, Q, etc., la recta EB se acorta continuamente y el angulo EBA
que forma con la recta AB se abre cada vez mas. Pero, por mucho que se acorte la linea
QB, el angulo QBA siempre sera un angulo que se hace sensible sin mas que prolongar
la linea QB hacia R.

(Sucede lo mismo cuando la linea QB, a fuerza de disminuir, se reduce a cero?
(Qué ha ocurrido entonces con su posicion? ;Addnde ha llegado su prolongacion?

Es evidente que en esta situacion la recta BS toca el circulo en un solo punto B,
sin cortarlo en ninglin otro punto, y por esta razén se llama tangente.

Ademas es claro que mientras la linea EB disminuye continuamente hasta
anularse, la recta AE que se transforma sucesivamente en AF, AH y AQ, etc. se
aproxima a AB y al final se confunde con ella. Entonces, el angulo AEB, después de
convertirse en AFB, AHB, y AQB se convierte finalmente en el angulo ABS, formado
por la cuerda AB y la tangente BS. Este angulo, llamado 4ngulo semiinscrito', siempre
debe conservar la propiedad de tener por medida la mitad del arco AGB.

Por més que esta demostracidon sea un poco abstracta para los principiantes, he
creido conveniente exponerla aqui porque, para los que quieran llevar sus estudios a la
geometria del infinito, serd muy util acostumbrarse desde el principio a semejantes
consideraciones.

! Clairaut utiliza el término angle au segment para referirse al angulo semiinscrito (Nota de los
traductores).



No obstante, si los principiantes la encuentran demasiado dificil, se les puede
llevar al descubrimiento de otra explicandoles la principal propiedad de las tangentes.

XIX

Esta propiedad dice asi: una tangente al circulo en un punto B cualquiera es
perpendicular al didmetro IDB que pasa por este punto.

—
| ~.0

| N
. . ) '..\

Dado que la curvatura del circulo es tan uniforme que un diametro cualquiera
IDB lo divide en dos semicirculos IAB e IOB, iguales e igualmente situados respecto
de este diametro, es necesario que las dos partes BS y BH de la tangente, comunes a
estos dos semicirculos, también estén igualmente situadas respecto de ese diametro.
Esto no puede ser sin que IDB sea perpendicular a la tangente HBS.

XX

De aqui se ve facilmente por qué el angulo semiinscrito ABS tiene por medida la
mitad del arco AGB.

El angulo ADB mas los dos angulos iguales DAB y DBA es igual a dos rectos
(1* Parte. Articulo LXIV). Entonces, la mitad del angulo ADB mas el angulo DBA es
igual a un recto. Pero el &ngulo DBA mas el angulo ABS también es igual a un recto.
Por tanto, el angulo ABS es igual a la mitad del angulo ADB. En consecuencia, la
medida de ABS serd la mitad del arco AGB.

XXI

La segunda demostracion que acabamos de dar de esta propiedad del circulo (el
angulo ABS tiene por medida la mitad del arco AGB) proporciona la solucion del
problema siguiente:

Describir sobre AB el arco capaz del angulo L; es decir, describir sobre AB un
segmento circular AFB en el que todos los d&ngulos AFB sean iguales al angulo L.

Para resolver este problema, es necesario dibujar, en A y en B, los angulos BAS
y ABS iguales al angulo L y levantar sobre AS y sobre BS las perpendiculares AD y
BD. La interseccion D de dichas perpendiculares es el centro del arco AFB buscado.

En efecto, en virtud del articulo XIX, las rectas BS y AS son tangentes al circulo



cuyo centro es D y cuyo radio es AD, o BD, puesto que BD o AD son perpendiculares
aBSyaAS.

Ademas por el articulo precedente, el angulo ABS tiene como medida la mitad
de AGB, y por el articulo XV los dngulos tales como AFB también miden la mitad de
AGB. Ademas estos angulos AFB seran iguales a ABS; es decir, al angulo L, tal como
se pedia.

XXII

El descubrimiento de las propiedades de los segmentos del circulo que acabamos
de explicar se debe ciertamente a la simple curiosidad de los gedmetras. Ha ocurrido
con este descubrimiento como suele ocurrir con otros muchos: 1o que no se creia util en
un principio, lo es posteriormente.

Hay en la practica aplicaciones satisfactorias de las propiedades del circulo que
acabamos de demostrar. S6lo presentaré una de estas aplicaciones que se encuentra en la
solucidn del problema siguiente, muy necesario en geografia.

Sean A, B y C tres lugares de los que se conocen las distancias respectivas AB,
BC y AC. Se trata de saber a qué distancia de estos lugares se encuentra un punto D
desde el que se pueden ver los otros tres, pero desde el que no se puede acceder a
ninguno de ellos.




Primero se dibujan en un papel tres puntos, a, b y ¢, que estén dispuestos entre si
del mismo modo que los puntos A, B y C. Dicho en lenguaje geométrico: se dibuja el
triangulo abc semejante al tridangulo ABC.

Después, se miden las amplitudes de los angulos ADB y BDC con el
semicirculo. A continuacion, sobre ab se describe el arco capaz adb del angulo ADB vy,
sobre bc, el arco capaz bdc del angulo BDC. La interseccion d de dichos arcos
designara, sobre el papel, la posicién del lugar D. Es decir, las lineas da, db y dc estan
en la misma proporcidn con respecto a ab, bc'y ac que las distancias buscadas DA, DB
y DC, con respecto a las distancias dadas AB, BC y AC. Después de lo que se ha visto
sobre las figuras semejantes, no hay necesidad de demostrar lo que acabamos de decir.

XXIII

Se puede hacer ver facilmente que la practica ha dado algunas aplicaciones a las
propiedades del circulo como se acaba de demostrar; pero parece mas apropiado prestar
atencion a otras propiedades del circulo que se obtienen de las precedentes y son
igualmente utiles.

Para proceder por orden en el descubrimiento de estas propiedades, comenzamos
por sefialar que como dos angulos cualesquiera EDC y EBC, que se apoyan sobre el
mismo arco EC, son iguales, entonces los tridngulos DAE y BAC tienen los angulos
iguales; es decir (1* Parte. Articulo XXXIX), los dos tridngulos son semejantes.

7 ' n

P



Por la misma razén que el angulo EDC es igual al angulo EBC, el angulo DEB
es igual al angulo DCB. Por otro lado, los angulos DAE y BAC son visiblemente
iguales: sea porque estan hechos con las mismas lineas; sea porque dos triangulos, uno
de los cuales tiene dos angulos respectivamente iguales a dos dngulos del otro, también
tienen el tercer triangulo igual (1* Parte. Articulo XXXVIII).
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Para reconocer mas facilmente las propiedades generales de los tridngulos
semejantes en los tridngulos ADE y ABC, apliquemos el tridangulo DAE sobre el
triangulo BAC, poniendo AD sobre AB y AE sobre AC, a fin de que DE sea paralela a
BC. Recordaremos entonces:

1°. Que si dos triangulos ADE y ABC son semejantes, los cuatro lados AC, AE, AB y
AD son proporcionales. (1* Parte. Articulo XXXIX).

2°. Que en toda proporcion el producto de los extremos es igual al producto de los
medios (2* Parte. Articulo VIII). De ello se concluye que el rectangulo, o el producto de
AC por AD, es equivalente al rectdngulo AE por AB. Es ésta una propiedad muy
notable del circulo, que se puede enunciar asi: si en un circulo se trazan dos rectas
cualesquiera que se corten, entonces el producto de las dos partes de la primera es igual
al producto de las dos partes de la segunda.

XXIV

Si las dos rectas BE y DC se cortaran perpendicularmente, y una de ellas fuese
un diametro DC, queda claro que las dos partes AB y AE de la recta BE serian iguales
entre si. Consecuentemente, en este caso particular, la propiedad anterior se enunciaria
asi: si sobre el didmetro DC de un circulo, se levanta una perpendicular cualquiera AB,
el cuadrado de esta perpendicular es igual al producto de AD por AC.




XXV

Ocurre frecuentemente que hay necesidad de transformar un rectangulo en un
cuadrado. El articulo precedente ofrece un procedimiento sencillo.
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Sea ACEFE el rectangulo propuesto. Se prolonga AC hasta D, de forma que AD
sea igual a AE, y se describe el semicirculo DBC cuyo didmetro es DC. A continuacion,
se prolonga el lado EA hasta que corte al semicirculo. Con esto se obtiene el lado AB
del cuadrado buscado ABGH, equivalente al rectaingulo ACFE.

XXVI

Se propone frecuentemente un problema que es el mismo que acabamos de
resolver, presentado de otra manera. Es el problema de encontrar una linea que sea
media proporcional entre dos lineas dadas. Se entiende por la media proporcional
aquella linea que es tan grande en relacidon a la menor de las dos lineas dadas como ella
es pequefia en relacion a la mayor.

Es decir, que si AB, por ejemplo, es media proporcional entre AD y AC, se
podré decir que AD es a AB como AB es a AC. Es bien facil ver que este problema es
el mismo que el precedente, puesto que (2* Parte. Articulo VIII) el producto de AD por
AC, es decir el rectangulo de estas dos lineas, es igual al producto de AB por AB, o sea,
el cuadrado de AB.

De modo que, cuando se quiera encontrar una media proporcional entre dos
lineas dadas, se transformard el rectdngulo de estas dos lineas en un cuadrado
equivalente cuyo lado sera la linea buscada.

XXVII

También se puede encontrar una media proporcional entre dos lineas de otra
manera que se sigue de la propiedad del circulo explicada en el articulo XIII.




Supongamos que AC es la mayor de dos lineas dadas y AD la menor. Se levanta
DB perpendicularmente a AC y el punto B en el que ésta corta al semicirculo ABC,
trazado sobre el didmetro AC, determina la linea AB, media proporcional entre AD y
AC. Porque, trazando BC, queda claro que el tridngulo ABC es rectangulo en B.

Entonces (1* Parte. Articulo XXXVIII), este tridngulo serd semejante al
tridngulo ABD, puesto que estos dos tridngulos rectangulos tienen el angulo A comun;
pero si los tridngulos ADB y ABC son semejantes, tienen sus lados proporcionales. De
modo que AD es a AB como AB es a AC. Por tanto, AB es media proporcional entre
ADy AC.

XXVIII

Si se quiere transformar una figura rectilinea cualquiera en un cuadrado, sélo
sera necesario transformar esta figura en un rectangulo y resolver el problema aplicando
el articulo XXV. Esto resulta muy facil, dado que las figuras rectilineas so6lo son
agregados de tridngulos, cada triangulo es la mitad de un rectangulo que tiene su misma
base y su misma altura; y todos los rectangulos provenientes de tridngulos no son mas
que un solo rectangulo, si se les da a todos una altura comun. (2° Parte. Articulo VI).

XXIX

Las figuras cuyos contornos incluyen arcos de circulo también se pueden
transformar en cuadrados, cuando se mida la longitud de los arcos que las forman.
Entonces se pueden transformar estas figuras, asi como las rectilineas, en rectangulos.
Los recursos para esto se encuentran en los articulos IX y X, donde se ha aprendido a
medir cualquier tipo de figuras circulares.

XXX

De la propiedad del circulo explicada en el articulo XXIV, se obtiene también
un método bien facil para construir un cuadrado que sea a un cuadrado dado en una
razon dada. Problema que habiamos prometido en el articulo XXII de la segunda parte.

Supongamos, por ejemplo, que se quiere dibujar un cuadrado que sea al
cuadrado ABCD, como la linea M es a la linea N.




Se divide el lado CB por el punto E (1* Parte. Articulo XLI), de manera que CB
es a BE como la linea N es a la linea M. A continuacion, se traza la paralela EF a AB.
Entonces, el rectangulo ABEF tiene la misma éarea que el cuadrado pedido. Por tanto,
solo hace falta transformar este rectangulo en un cuadrado.

XXXI
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Si se quiere dibujar un poligono HIKLM que sea a un poligono semejante
ABCDE, como la linea X es a la linea Y, se empieza por construir sobre el lado AB del
poligono dado ABCDE, el cuadrado ABGF. A continuacion, se busca otro cuadrado
HIOQ, que sea al cuadrado ABGF, como la linea X es a la linea Y. Entonces, si sobre el
lado HI de este cuadrado se describe un poligono HIKLM semejante al primero ABCD,
este nuevo poligono es el que se pide. La razdn es bien facil de encontrar si se recuerda
(1* Parte. Articulo XLVIII) que las figuras semejantes son entre si como los cuadrados
de sus lados homologos.

XXXII

Si se quiere trazar un circulo cuya area sea a la de un circulo dado como X es a
Y, serd necesario construir un cuadrado que sea al cuadrado del radio de este primer
circulo como X es a Y. El lado de este nuevo cuadrado sera el radio del circulo pedido.

XXXIII

He aqui otra propiedad del circulo obtenida a partir de aquellas que han
facilitado los problemas precedentes.

Si desde un punto A, exterior a un circulo, se trazan dos rectas cualesquiera
ABC y ADE tales que cada una de ellas corta a la circunferencia en dos puntos, y a
continuacion se trazan las rectas CD y BE, entonces los tridngulos ACD y AEB son
semejantes, puesto que el dngulo A es comun a los dos tridngulos, y ademas tienen los
angulos C y E iguales.



De que los tridangulos ACD y AEB sean semejantes se sigue que las cuatro lineas
AB, AD, AE y AC estan en proporcion y, por consiguiente, que el rectangulo de las dos
rectas AB y AC es equivalente al rectangulo de las dos rectas AD y AE. Esto se puede
expresar asi: si desde un punto cualquiera A, exterior a un circulo, se trazan dos lineas
rectas cualesquiera AC y AE que atraviesan ese circulo, entonces el rectangulo de la
recta AC por su parte exterior AB es equivalente al rectangulo de la recta AE por su
parte exterior AD.

XXXIV

Cuando la recta que parte del punto A en lugar de cortar el circulo sélo lo toca,
como AF, la propiedad precedente se convierte en ésta: el cuadrado de la tangente AF es
equivalente al rectdngulo producido por una secante cualquiera AE y por su parte
exterior AD. Esto es facil de demostrar dado que si se considera la recta AF, que toca al
circulo, como una linea que lo corta en dos puntos infinitamente proximos, entonces las
lineas AB y AC son una misma linea AF y, en lugar del rectdngulo de AB por AC, se
tiene el cuadrado de AF.

XXXV

La proposicion demostrada en el articulo precedente, mostrandonos el valor del
cuadrado de la tangente AF, no nos ensefla a trazarla desde el punto dado A. Para
trazarla se recordara (Articulo XIX) que el radio FG es perpendicular a la tangente FA.




Por tanto, solo se trata de encontrar sobre el circulo dado, el punto F tal que el
angulo AFG sea recto. Entonces, describiendo un semicirculo sobre AG, el punto en el
que corte al circulo FKO es (Articulo XIII) el punto buscado F .

? Dado que dicho semicirculo corta al circulo en dos puntos, el procedimiento descrito por Clairaut
determina las dos tangentes a una circunferencia desde un punto exterior a ella (Nota de los traductores).



ELEMENTOS
DE
GEOMETRIA

CUARTA PARTE

De la manera de medir los solidos
y sus superficies.

Los principios que hemos establecido en las tres primeras partes de esta obra
puede que sean suficientes para resolver problemas mas dificiles que los que vamos a
proponer. Pero estd mas en la linea que hemos seguido anteriormente pasar ahora a la
medida de sdlidos; es decir, extensiones limitadas que tienen tres dimensiones, longitud,
anchura y profundidad.

Esta investigacion fue, sin duda, uno de los primeros objetos que pudo llamar la
atencion de los gedmetras. Se debid investigar, por ejemplo, cuantos bloques de piedra
hay en un muro de altura AD, anchura AB y profundidad BG, conocidas. Pudo interesar
el problema de calcular la cantidad de agua que contiene un foso, o un depdsito ABCD.
Debio estudiarse también la cuestion de determinar el volumen de una torre, de un
obelisco, de una casa, de un campanario, etc.



Para tratar las figuras que tienen tres dimensiones, del mismo modo que hemos
tratado las que sélo tienen dos, comenzaremos por examinar los sélidos que estan
limitados por planos. Tendremos, pues, la necesidad de estudiar la forma de medir las
superficies de estos cuerpos, que no son mas que conjuntos de figuras rectilineas. Por
tanto, su medida depende de lo que se ha dicho en la primera parte de esta obra.

Para calcular los volimenes de los cuerpos es natural compararlos con el del
solido mas simple, asi como para medir las areas se comparan todas con la del
cuadrado. El sélido més simple es el cubo que es en solido lo que el cuadrado es en
superficie. Es decir, es un espacio tal como abcdefgh, cuya anchura, longitud y
profundidad son iguales. O lo que viene a ser lo mismo, es una figura limitada por seis
caras cuadradas iguales.

Se llama lado del cubo al lado de los cuadrados que le sirven de caras.
Por pie ctbico se entiende un cubo cuyo lado es de un pie. Del mismo modo,
una pulgada cubica es un cubo cuyo lado es de una pulgada, etc.

II

Los solidos que se miden con mds frecuencia son las figuras ABCDEFGH
limitadas por seis caras rectangulares ABCD, CBGF, CFED, DEHA, GFEH y ABGH.



Estos solidos se llaman paralelepipedos porque sus caras opuestas, al conservar
siempre entre ellas la misma distancia, son paralelas; del mismo modo que las lineas son
paralelas cuando conservan siempre la misma distancia.

II

Si se pretenden medir los sélidos de esta especie, la analogia de este problema
con el de medir superficies rectangulares proporciona un medio facil para resolverlo.

Se empieza por medir separadamente la longitud AD, la anchura AB y la
profundidad BG de la figura propuesta, sea en pies, sea en pulgadas, etc. A
continuacion, se multiplican los tres numeros que se han encontrado y el producto
obtenido es el numero de pies cubicos, o de pulgadas cubicas, etc. que contiene el
paralelepipedo cuando las dimensiones han sido medidas en pies o en pulgadas, etc.

Para ensefiar mejor como se hace esta operacion vamos a dar un ejemplo.

Supongamos que la longitud AD es de 6 pies, la anchura AB de 5 y la
profundidad BG de 4. El rectangulo ABCD (1?* Parte. Articulo XI) tendra 6 veces 5, o
30, pies cuadrados. Si suponemos que las lineas BG, CF, DE y AH, que miden la
profundidad del solido, se dividen en cuatro partes iguales, y que por los puntos de
division correspondientes se trazan otros tantos planos paralelos unos a otros, estos
planos dividen al paralelepipedo propuesto en cuatro paralelepipedos iguales y
semejantes, que tienen cada uno un pie de profundidad.

La simple inspeccion de la figura hace ver que el primero de estos
paralelepipedos contiene 30 pies cubicos, puesto que la cara exterior ABCD contiene 30
pies cuadrados. De modo que el solido total ABCDEFGH contendré 4 veces 30, o 120,
pies cubicos.

1A%

No nos detenemos aqui en explicar los diferentes métodos que se pueden
emplear en la practica para construir paralelepipedos, porque estos medios son, en su
mayor parte, tan faciles de encontrar que no hay nadie que no los pueda imaginar. Sin
embargo, presentamos la siguiente construccién de un paralelepipedo, que es mas util
que todas las demas.

Supongamos que un cuadrado o rectingulo ABGH se mueve paralelamente a si
mismo, de modo que sus cuatro angulos A, B, G y H se desplazan sobre una de las
cuatro lineas AD, BC, GF y HE, perpendiculares al plano del rectangulo ABGH. Este



rectangulo, por el movimiento que acabamos de describir, generarad el paralelepipedo
ABCDEFGH.

v

Es casi inatil advertir que por linea perpendicular a un plano entendemos una
linea que no se inclina de ningtin lado sobre este plano. Del mismo modo, un plano que
no se inclina mas de un lado que de otro sobre un segundo plano, se llama perpendicular
a este segundo plano. Estas dos definiciones son andlogas a la de linea perpendicular a
otra que ya hemos visto en la primera parte de esta obra.

VI

De ello se sigue que la linea AB, perpendicular al plano X, debe ser
perpendicular a todas las lineas AC, AD, AE etc. que parten del pie A de esta linea y
estan contenidas en dicho plano. En efecto, si AB se inclinase sobre una de estas lineas,
entonces se inclinaria hacia algin lado del plano, por lo que no seria perpendicular a
él.

VII

Para representar de una forma sensible como la linea AB puede ser
perpendicular a todas las lineas que parten de su extremo A basta con hacer una figura
en relieve de la manera siguiente:
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Con alguna materia lisa y facil de plegar, como cartdn, se construye un
rectangulo FGDE dividido en dos partes iguales por la recta AB perpendicular a los
lados ED y FG.

A continuacion, se pliega este rectangulo a lo largo de la linea AB, y se coloca el
rectangulo doblado sobre el plano X.




Es evidente que, cualquiera que sea la abertura que se dé a las dos partes FBAE
y GBAD del rectangulo plegado EADGBF, estas dos partes siempre permaneceran
pegadas al plano X sin que la linea AB cambie de posicidn en relacion a dicho plano.
Por tanto, la recta AB serd perpendicular a todas las lineas que parten de su pie y estan
contenidas en el plano X, dado que los lados AE y AD del rectangulo plegado se
apoyan sucesivamente sobre cada una de dichas lineas, durante el movimiento que
acabamos de describir.

VIII

De la construccion anterior se deduce un procedimiento muy cémodo para
levantar desde un punto dado de un plano una linea perpendicular a dicho plano, o para
bajar desde un punto dado exterior a un plano una perpendicular a este plano.

Si el punto dado esta en el plano, por ejemplo en A, o fuera de él, como en H,
siempre se podra desplazar el rectingulo EFBGDA sobre el plano X, hasta que el
pliegue AB toque el punto dado. En los dos casos, AB sera la perpendicular pedida.

IX

También se sigue de ello que una linea AB es perpendicular a un plano X
siempre que lo sea a dos lineas AE y AD de dicho plano. Porque entonces AB puede
considerarse como el pliegue de un rectangulo, uno de cuyos lados plegados se aplica
sobre AE y el otro sobre AD. De modo que este pliegue no puede dejar de ser
perpendicular al plano X.



X

Si se quiere levantar un plano perpendicular a X sobre una linea cualquiera KL,
contenida en el plano X, también se puede hacer uso del rectangulo plegado GBFEAD.
Para ello basta con poner el lado AD de una de las partes ADGB de este rectangulo
plegado sobre la linea KL. Con esto, ADGB es el plano que se pide.

XI

VAR

También se ve facilmente que si se coloca un tercer plano Y sobre los lados FB
y BG del mismo rectangulo plegado, entonces el plano Y es perpendicular a la linea AB
y, por consiguiente, paralelo al plano X.

Entonces, si en un plano X se levantan tres perpendiculares EF, AB y DG de la
misma longitud y que no estén situadas en linea recta, el plano Y, que pasa por los
puntos F, B y G es paralelo al plano X.

XII

Cuando dos planos no son paralelos es facil determinar el d&ngulo que forman
haciendo uso de nuestro rectangulo plegado.

Para ello se aplica una de las dos partes ABGD de este rectangulo sobre el plano
X. Es evidente que el angulo EAD, o el FBG, mide la inclinacion del plano EABF sobre



el plano DABG. Si se advierte que AB es la interseccion de estos planos, y que EA y
AD son perpendiculares a AB, se deduce facilmente la regla siguiente:

Si se dan dos planos que no son paralelos es necesario, en primer lugar,
determinar su recta de interseccion. A continuacion, desde un punto cualquiera de esta
linea, se trazan dos perpendiculares, cada una en uno de dichos planos. El angulo que
forman las dos rectas mide el &ngulo que forman los dos planos dados.

XIII

Se percibe facilmente que, durante el movimiento de ABFE alrededor del
pliegue AB, la recta AE, cuyo extremo E describe un arco de circulo ED, no sale nunca
del plano EAHD perpendicular al plano X. Ademas, la inclinacién de la recta EA sobre
el plano X no es otra cosa que el angulo EAD. También se descubre muy facilmente
que la inclinacion de una recta cualquiera EA sobre el plano X se mide por el angulo
EAH formado por la linea EA y la linea AD. Esta pasa por A y por el punto H del plano
X donde cae la perpendicular EH bajada desde un punto cualquiera E de la recta AE a
dicho plano.

X1V

La simple inspeccion de la figura de la que nos hemos servido en el articulo
precedente proporciona un nuevo método para bajar desde un punto E, exterior al plano
X, una linea EH perpendicular a dicho plano.

Después de trazar una linea cualquiera BAS en el plano X, se baja desde el
punto dado E la perpendicular EA a dicha linea. Hecho esto, desde el punto A, pie de
la antedicha perpendicular, se levanta en el plano X la perpendicular AD a AB. A
continuacion, desde el punto E se baja la perpendicular EH a la recta AD. Esta linea es
la perpendicular al plano X.

XV

De ello se obtiene un segundo procedimiento para levantar una perpendicular
MN desde un punto dado M del plano X.

Habiendo bajado desde un punto cualquiera E, exterior al plano X, la
perpendicular EH a dicho plano, se trazara por el punto dado M la recta MN paralela a
HE. Ella sera la perpendicular al plano X.



XVI

Después del paralelepipedo, el sélido mas simple es el prisma recto.
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Es una figura ABCDEFGHIKLM en la que dos bases opuestas y paralelas son
dos poligonos iguales situados de tal modo que los lados GF, FE, etc. del uno son
paralelos a los lados BC, CD, etc. del otro. Las otras caras son los rectangulos ABGH,
BGEFC, etc.

XVII

Los gedmetras piensan que estas figuras, igual que los paralelepipedos, se
generan por una base ABCDLM que se mueve paralelamente a si misma, de modo que
los angulos A, B, etc. recorren lineas perpendiculares al plano de la base.

XVIII

Para distinguir las diferentes especies de prismas rectos, se recurre al nombre del
poligono que les sirve de base. El prisma hexagonal, por ejemplo, es aquél cuya base es
un hexagono.

XIX

Para hallar la forma de medir todo tipo de prismas rectos se observara de entrada
que de dos prismas rectos cuyas bases sean iguales, el que tenga una altura mayor
tendrd mayor volumen, en la misma razon en que su altura sea mas grande.

XX

Se notard a continuacién que dos prismas rectos que tengan la misma altura,
pero tales que una base contenga un cierto numero de veces la base del otro, estaran



entre ellos en la misma razoén que sus bases. La verdad de esta proposicion se percibe
facilmente prestando atencion a la formacidon de los prismas rectos explicada en el
articulo XVII.

F1K

Sean abcdefghikim y ABCDEFGHIKLM dos prismas con la misma altura y tales
que la base abcdlm del menor es, por ejemplo, la cuarta parte de la base ABCDLM del
mayor. Dado que los dos prismas se generan por los movimientos de estas dos bases,
resulta claro que un plano cualquiera, paralelo al plano en el que estan las dos bases,
cortard a los dos prismas segun poligonos iguales a la bases de los prismas
correspondientes. Es decir, que la seccion del prisma grande siempre serd cuadruple de
la del pequeiio. Por tanto, se puede suponer que el prisma ABCDEFGHIKLM esta
compuesto por laminas, todas cuddruples de las del prisma abcdefghikim. En
consecuencia, el volumen del primer prisma sera cuaddruple del volumen del segundo.

XXI

Después de estas dos observaciones, no resulta dificil formular la siguiente regla
para medir los prismas rectos.

En primer lugar, se mide el area de la base del prisma propuesto en pies
cuadrados o en pulgadas cuadradas, etc. Después, se multiplica el nimero obtenido para
el area de dicha base por el numero de pies o de pulgadas, etc. que tenga la altura del
prisma. El producto resultante es igual al nimero de pies ctubicos, de pulgadas cubicas,
etc. contenidos en el prisma propuesto y, en consecuencia, €s su volumen.

XXII

El nombre de prisma se da también a los sélidos (Fig. 13) que tienen dos bases
poligonales iguales, como los precedentes, pero cuyas otras caras son paralelogramos,
en lugar de ser rectangulos. Para distinguir estos nuevos prismas de aquellos de los que
acabamos de hablar se les llama prismas oblicuos, por oposicidn a los otros que se han
llamado prismas rectos.



XXIII

Los prismas oblicuos se generan por una base abcki que se mueve paralelamente
a si misma de modo que sus angulos recorren las lineas paralelas ag, bh, cd, etc. que se
elevan fuera del plano de la base y no son perpendiculares a €l.

XXIV

La analogia entre esta generacion y la formacion de los prismas rectos de que
hemos hablado (Articulo XVII), da facilmente el volumen de los prismas oblicuos.

Imaginemos, junto a un prisma oblicuo abcdefghik, un prisma recto
ABCDEFGHIK que tiene su misma base. Supongamos también que estos dos prismas
estan encerrados entre dos planos paralelos. Vamos a ver que el volumen de estos dos
cuerpos es el mismo.

En efecto, si por un punto cualquiera P de la altura se traza un plano paralelo a la
base, las secciones NOPQR y nopgr que este plano determina en cada uno de los dos
prismas se pueden considerar como las bases iguales ABCKI y abcki cuando llegan a



NOPQR vy nopgr durante los movimientos que generan estos dos prismas. Por tanto,
estas dos secciones son poligonos iguales.

Si todas las secciones imaginables que se pueden formar en estos dos prismas
por los mismos planos secantes son iguales, entonces los conjuntos de estas secciones,
es decir, los prismas, también son iguales.

Esta proposicidn se enuncia ordinariamente asi: los prismas oblicuos son iguales
a los prismas rectos que tienen su misma base y su misma altura. Se llama altura del
prisma a la perpendicular bajada desde el plano superior al inferior o a su prolongacion.

XXV

Dado que los paralelepipedos son tipos especiales de prismas, aplicaremos lo
que acaba de decirse de los prismas a los paralelepipedos oblicuos; es decir, a las figuras
abcdefgh que se generan haciendo mover un cuadrado, un rectangulo o incluso un
paralelogramo, de modo que sus cuatro angulos sigan lineas paralelas que se elevan
oblicuamente desde la base. Asi, el paralelepipedo oblicuo abcdefgh tiene el mismo
volumen que el paralelepipedo recto ABCDEFGH, si la base agbh es la misma, o tiene
la misma area que la base ABGH, y si la perpendicular bajada desde el plano dcfe al
plano abgh es igual a la perpendicular bajada desde el plano DCFE al plano ABGH.
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XXVI

Habiendo visto lo que concierne a los paralelepipedos y los prismas examinemos
ahora las piramides; es decir, los cuerpos tales como ABCDEFG, limitados por un
cierto nimero de tridngulos que parten todos de un mismo vértice A y que acaban en
una base poligonal cualquiera BCDEFG. Es necesario considerar esa especie de sélidos,
no solamente porque se les encuentra en edificios y en otras obras de construccidn, sino
porque todos los sélidos limitados por dos planos, son agregados de piramides, asi como
las figuras rectilineas son conjuntos de tridngulos. Para cerciorarse de ello, basta con
trazar, desde un punto cualquiera del interior del cuerpo propuesto, lineas a todos sus
angulos.




XXVII

Se distinguen unas piramides de otras, asi como los prismas, por el nombre de la
figura que les sirve de base.

XXVIII

Cuando la pirdmide tiene por base una figura regular y su vértice cae
perpendicularmente en el centro de la base, asi como en la figura 3, la pirdmide se
llama piramide recta; por el contrario, se llama piramide oblicua cuando el vértice no
cae perpendicularmente sobre el centro de la base, asi como en la figura 5.

XXIX

Para descubrir la manera de medir todos los tipos de piramides, tanto rectas
como oblicuas, comenzaremos por hacer algunas reflexiones generales sobre estas
figuras a las que se llega por el conocimiento de las propiedades de los prismas.

Cuando se presta atencion a la igualdad' de los prismas que tienen la misma base
y la misma altura, es natural que se recuerde que los paralelogramos también son
equivalentes cuando cumplen estas mismas condiciones; lo mismo sucede con los
triangulos. Estas tres verdades se presentan simultdneamente al espiritu. La analogia
debe llevarnos a pensar que las propiedades que son comunes a los paralelogramos y a
los tridngulos pueden serlo también a los prismas y a las piramides. Se debe, pues,
conjeturar que las piramides que tienen la misma base y la misma altura tienen también
el mismo volumen.

XXX

Las reflexiones siguientes confirmaran este supuesto.
Sean ABCDE y abcde dos pirdmides cuyas alturas AH y ah sean las mismas y
cuyas bases sean dos figuras iguales, por ejemplo dos cuadrados iguales BCDE y bcde.

! Con el término “igualdad”, referido a cuerpos geométricos, Clairaut quiere expresar la igualdad de sus
volumenes (Nota de los traductores).
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Si estas dos pirdmides se cortan por infinitos planos paralelos a sus bases se
comprende facilmente que dichos planos cortan a las pirdmides segin dos cuadrados
iguales IKLM e ik/m. En consecuencia, las dos pirdmides se pueden considerar como
conjuntos de un mismo numero de laminas, cada una igual a su correspondiente.
Entonces, la suma de las laminas es la misma en una y otra parte; es decir: las dos
piramides tienen el mismo volumen.

Si las bases de las dos piramides fuesen otros poligonos regulares o irregulares
BCDEF y bcdef iguales entre si, no hay nadie que ponga en duda que todas las laminas
IKLMN e ikilmn de unay otra de estas dos piramides deben ser iguales entre si y que,
por consiguiente, las dos piramides siempre tendran el mismo volumen, cuando tengan
la misma base y la misma altura.

A

XXXI

Todo esto es facil de imaginar en virtud de la demostracion que hemos dado
sobre la igualdad de los prismas que tienen la misma altura. Sin embargo, la semejanza
entre cualquier ldmina IKLMN de una pirdmide y la base BCDEF, y la igualdad de las
laminas IKLMN e ik/mn son de esas proposiciones que, si bien son sensibles para todo
el mundo, precisan de una demostracion. Para encontrar esta demostracion estaremos
obligados a entrar en muchas consideraciones sobre la semejanza de figuras solidas.



XXXII

Retomemos la piramide ABCDEF y supongamos que se corta por un plano
IKLMN paralelo a la base. Vamos a demostrar que la seccion que este plano determina
en la piramide es un poligono perfectamente semejante al poligono BCDEF, y que la
piramide AIKLMN es enteramente semejante a la pirimide ABCDEF. Es decir, que los
angulos que forman todas las lineas de estas dos figuras son respectivamente iguales y
que todos los lados de la pirdmide menor estdn en la misma razén que los de la mayor.

XXXIII

Empecemos por observar que si los planos X e Y son paralelos y que si dos
lineas cualesquiera ALD y AME, saliendo desde un mismo punto A, cortan a dichos
planos, entonces las rectas LM y DE que unen los puntos L, M, D y E son paralelas.

La razon es que si las dos lineas no fuesen paralelas, entonces al prolongarse se
cortarian en algun punto. Pero si se cortasen, los planos que las contienen también se
cortarian al prolongarse tanto como fuese necesario. Entonces los dos planos no serian
paralelos como se habia supuesto.

XXXIV

Si suponemos que el plano IKLMN es paralelo al BCDEF, se sigue que las
lineas ML, LK, KI, IN y NM son paralelas a las lineas ED, DC, CB, BF y FE y, por
consiguiente, que los triangulos ALM, AKL, AIK, etc. son semejantes a los tridngulos
ADE, ACD, ABC, etc. Si se toma uno de los lados de estos triangulos, AM por ejemplo,
como escala o unidad de medida para todos los lados de la pirdmide menor, el lado
correspondiente AE servira de escala a los lados de la mayor. Puede verse sin dificultad
que los lados ML, LK, KI, etc. del poligono IKLMN son proporcionales a los lados ED,
DC, CB, etc. del poligono BCDEF.

También se ve facilmente que todos los éangulos IKL, KLM, etc. son
respectivamente iguales a los angulos BCD, CDE, etc. dado que los primeros estan
formados por lineas paralelas a los lados de los segundos. Entonces, los poligonos
IKLMN y BCDEF son semejantes.



XXXV

Como los lados AM, AL, AK, etc. son proporcionales a los lados AE, AD, AC,
etc., y los angulos ALM, ALK, etc. respectivamente iguales a los dangulos ADE, ADC,
etc., entonces, debido a la semejanza de los tridngulos ALM, ADE, ALK, ADC, etc. las
dos piramides AIKLMN y ABCDEF son semejantes.

XXXVI

En definitiva, si desde el punto A se traza AH perpendicularmente al plano sobre
el que estd construido el poligono BCDEF, y si Q es el punto en el que esta
perpendicular corta al plano del poligono IKLMN, resulta evidente que las rectas AQ y
AH, alturas de las pirdmides AIKLMN y ABCDEF, estan entre si en la misma razon
que los lados homodlogos AM y AE, AL y AD, etc. O que, si se toman las alturas AQ y
AH como escalas de las dos piramides, entonces los lados AM, AL, etc. contendran
tantas partes de AQ como los lados AE, AD, etc. contienen partes de AH.

XXXVII

Consideremos las piramides ABCDEF y abcdef.
A




Se observa que las dos laminas IKLMN e iklmn, siendo semejantes a las bases
BCDEF y bcdef, que son las mismas, también son semejantes entre si. Ademas, las dos
laminas son iguales dado que las escalas de las dos figuras son las rectas iguales AQ y
aq, alturas de las piramides AIKLMN y aikimn.

Entonces, aunque se desconozca el volumen de las dos piramides, ya se sabe con
certeza que si tienen la misma altura y la misma base también tienen el mismo volumen,
como habiamos supuesto (Articulo XXIX).

XXXVIII

Si las bases de las dos pirdmides en lugar de ser las mismas fuesen solamente
iguales en superficie, las pirdmides también tendrian el mismo volumen.
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Ya que, siendo abcdef y arst dos piramides con la misma altura a#, si se cortan
por un plano cualquiera paralelo a la base, es evidente que habra la misma razon entre
las areas de iklmn y bcdef que entre las dreas de uxy y rst, dado que, siendo ikimn y
bcdef semejantes (Articulo XXXIV), solo difieren (1* Parte. Articulo XLVIII) en sus
escalas ag, ah y siendo semejantes las figuras uxy y rst sélo difieren en sus escalas que
también son aq y ah.

Pero si las bases rst y bcdef tienen la misma 4area, entonces sus partes
proporcionales wuxy e iklmn seran equivalentes; y todas las laminas de las pirdmides
arst 'y abcdef tendran la misma extension. Por tanto, su union, es decir, las pirdmides
mismas, tendran el mismo volumen.

XXXIX

Si la base bcdef de la primera pirdmide contiene un cierto nimero de veces la
base rst, el volumen de la primera pirdmide abcdef contendra el mismo numero de veces
al volumen de la segunda piramide arst.

Puesto que, estando la base bcdef dividida en varias partes iguales a la base rst,
se puede considerar la pirdmide abcdef como compuesta por otras pirdmides cuyas
bases son las partes de bedef. Entonces, cada una de estas nuevas pirdmides seria igual a
la segunda piramide arst, en virtud de lo que hemos demostrado en el articulo
precedente.



Por otra parte, si la base sz no estuviese contenida exactamente en la base bcdef,
pero esas dos base tuviesen una medida comun X, entonces se dividiria cada una de las
dos bases bcdef 'y rst en partes iguales a X; y se veria que las dos piramides abcdef'y
arst estan compuestas por tantas piramides nuevas, iguales entre si, como veces
contengan las dos bases a la medida comun X. Entonces, las pirdmides abcdef'y arst
serian entre ellas como sus bases.

Y si las bases fuesen inconmensurables, también se podria ver que las pirdmides
tendrian entre si la misma razon que sus bases, sirviéndonos de una induccion semejante
a la que hemos empleado en un caso similar (2* Parte. Articulo XXVIII) cuando se
trataba de comparar las figuras cuyos lados eran inconmensurables. Es decir, se
disminuiria hasta el infinito la medida X, de modo que pudiese ser considerada medida
comun, tanto de la base st como de la base bcdef.

XL

Habiendo descubierto que las piramides que tienen la misma altura estan en la
misma razdn que sus bases, se debe advertir que la medida de su volumen sélo encierra
una pequeifia dificultad.

Soélo se trata de saber medir el volumen de una sola piramide para poder medir el
de todas las demas.

Supongamos, por ejemplo, que supiésemos medir la piramide ABCDE y que se
nos pide la medida de la piramide ASTVXY que no tiene ni la misma base ni la misma
altura que la primera. Empezamos construyendo una pirdmide semejante a la piramide
ABCDE cuya altura coincida con la de la piramide ASTVXY. Esto es bien facil dado
que basta (Articulo XXXV) con prolongar los lados, AB, AC, AD y AE y cortarlos por
el plano LMNO cuya distancia AG al vértice A sea igual a la altura AO.

Hecho esto, como se supone que sabemos medir la pirdamide ABCDE, es
evidente que también sabemos medir la piramide ALMNO que es semejante a la
anterior; porque cualesquiera que sean las operaciones por las que se mida la piramide
ABCDE se podran hacer siempre las mismas operaciones para medir la pirdmide
semejante ALMNO, aunque con una escala diferente.



Supongamos que la pirdmide ALMNO ha sido medida. Esta medida también
determinara la medida de la piramide ASTVXY porque, segun el articulo precedente,
esas dos piramides son entre si como sus bases LMNO y STVXY; y en la segunda parte
ya hemos enseflado a encontrar la razon de estas dos bases.

XLI

Como so6lo se necesita saber medir una sola pirdmide para saber medir todas las
demads, proponemos la medida de una pirdmide muy simple, que se puede formar
trazando desde los cuatro vértices A, B, C y H de una de las caras de un cubo
ABCDEFGH cuatro lineas al punto O, centro de este cubo; es decir, el punto que
equidista de A, D, B, E, etc.

Resulta evidente que esta piramide es la sexta parte del cubo, puesto que éste se
puede descomponer en seis pirdmides semejantes, tomando cada una de sus caras como
base. Como el volumen del cubo es el producto de la altura AF por la base ABCH;
entonces, para obtener el volumen de la piramide serd necesario dividir el producto de
AF por ABCH en seis partes iguales. O, lo que viene a ser lo mismo, se debera
multiplicar la sexta parte de la altura AF por la base ABCH. Como la sexta parte de la
altura AF es la tercera parte de la altura OL de la piramide OABCH, dado que la altura
OL es la mitad del lado del cubo, se sigue que el volumen de la piramide OABCH es el
producto del tercio de su altura por su base.

XLII




Supongamos ahora que se quiere medir una piramide cualquiera OKMNSTV.

Para ello se considera un cubo cuyo lado AB o AF es el doble de la altura OL de
la piramide propuesta y, en dicho cubo, una piramide OABCH cuyo vértice O es su
centro y cuya base es una de las caras ABCH del cubo. Esta nueva piramide tiene la
misma altura que la primera y, por consiguiente (Articulo XXXIX), el volumen de
OABCH es al de OKMNSTV como la base ABCH es a la base KMNSTV. Como por el
articulo precedente, el producto del tercio de la altura comun OL por la base ABCH es
el volumen de la piramide OABCH, entonces, el producto del tercio de la altura comtin
OL por la base KMNSTYV es el volumen de la piramide propuesta OKMNSTV.

Por tanto, hemos descubierto el teorema general que dice que una pirdmide tiene
por volumen el producto de su base por el tercio de su altura.

XLIIT

Como hemos visto (Articulo XXI) que el volumen de un prisma es el producto
de su base por su altura, queda claro, por el articulo precedente, que las piramides
siempre seran el tercio de los prismas que tengan su misma base y su misma altura.

XLIV

Después de haber medido todos los solidos limitados por planos, vamos a buscar
el procedimiento que se puede seguir para medir los solidos cuyas superficies son
curvas. Tal como hemos hecho en la tercera parte de esta obra, en la que hemos
estudiado las figuras cuyos contornos no contienen otras curvas que el circulo, aqui sélo
estudiaremos los cuerpos cuyas curvas son circulares.

En el examen de estos cuerpos tendremos dos objetivos: la medida de sus
superficies y la de sus volimenes; porque, siendo estas superficies o enteramente curvas
o en parte planas y en parte curvas, no podemos remitir su medida a la primera parte de
esta obra, tal como hemos hecho con los cuerpos limitados por planos.

XLV

El mas simple de todos los cuerpos sélidos curvos es el cilindro. Es un cuerpo
como el ABCDEF, cuyas dos bases ABC y DEF son dos circulos iguales y paralelos,
unidos por una superficie curva que se puede imaginar formada por un plano plegado
alrededor de sus circunferencias.




Cuando los dos circulos se colocan de manera que el centro G del primero cae
perpendicularmente sobre el centro H del segundo, el cilindro se llama recto.

Por el contrario, el cilindro se llama oblicuo cuando la linea trazada por los dos
centros G y H es oblicua respecto a los planos ABC y DEF.

XLVI

La formacién geométrica de estos sélidos, andloga a la de los prismas y
paralelepipedos, de la que ya hemos hablado (Articulo XVII), consiste en hacer mover
un circulo paralelamente a si mismo de manera que todos sus puntos describan lineas
rectas paralelas que se elevan fuera del plano de este circulo.

XLVII

La medida de un cilindro recto, algo que es frecuente en la practica, se puede
realizar de la manera siguiente.

A
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Si se dividen las dos circunferencias ABC y DEF en un mismo numero de partes
iguales, correspondiéndose los puntos de divisidon de arriba con los de abajo, cuando se
trazan las lineas rectas que unen los vértices correspondientes de los dos poligonos
regulares que se obtienen en esta operacion, queda claro que entonces se formara un
prisma cuya superficie® estard compuesta por tantos rectingulos contenidos en la
superficie del cilindro como lados hay encerrados en cada una de las circunferencias
ABC y DEF.

El area de todos estos rectangulos, cuya altura comtn es AD, serd el producto de
la altura AD por la suma de todas las bases; es decir, por el contorno del poligono
regular encerrado o inscrito en el circulo DEF o ABC.

Pero, como a medida que aumente el nimero de los lados de este poligono, el
contorno del poligono se aproximara cada vez mas a la circunferencia y la superficie del
prisma a la del cilindro, se sigue que si el numero de lados del antedicho poligono es
infinito, entonces el prisma no diferird del cilindro. La superficie curva del cilindro
recto es pues igual a un rectangulo cuya altura es AD y cuya base es una linea recta
igual a la circunferencia DEF.

Esta proposicidon puede servir para calcular, por ejemplo, el tejido que seria
necesario para envolver un pilar cilindrico o para tapizar el interior de una torre
redonda.

? Clairaut se refiere obviamente a la superficie lateral del prisma (Nota de los traductores).



XLVII

La superficie del cilindro oblicuo no se puede medir de la misma manera porque
en lugar de rectangulos se tendrian paralelogramos de alturas diferentes. Solamente por
métodos muy complicados y dificiles se ha llegado a conocer el valor aproximado de
esta superficie. Los problemas de este género no atafien a los Elementos.

XLIX
Por lo que respecta al volumen de los cilindros, sean rectos u oblicuos, nada es
mas facil de encontrar. Es evidente que todo lo que hemos dicho de los prismas
convendra a los cilindros, si éstos se consideran como los ultimos prismas que se les
pueden inscribir.
Asi, los cilindros que tienen la misma base y la misma altura, también tienen el
mismo volumen.

L

El volumen de un cilindro cualquiera es igual al producto de su base por su
altura.

LI

El cono es el solido curvo mas simple, después del cilindro. Es una figura como
la ABCDE cuya base es un circulo y cuya superficie estd compuesta por una infinidad
de lineas rectas que salen del vértice A hacia la circunferencia BCDE de este circulo. Se
puede considerar este s6lido como una pirdmide cuya base es un circulo.

Ay A

LI

Si, como en la figura 3, el punto o vértice A del cono cae perpendicularmente
sobre el centro O de la base, entonces el cono se llama recto. El cono se llama oblicuo
si, como en la figura 4, no cae perpendicularmente sobre el centro de la base.



LIII

Para medir la superficie de un cono recto ABCDE se le considerara como la
ultima de las piramides que se le puede inscribir; es decir, se dividira la circunferencia
de su base BCDE, tal como se ha hecho en la circunferencia del cilindro, en una
infinidad de pequefios lados. Trazando lineas desde todos los angulos al vértice A del
cono, se observara que la superficie conica es un conjunto de una infinidad de pequefios
triangulos isosceles, cuya altura es igual a la generatriz’ AB del cono y cuyas bases,
consideradas en su conjunto, son iguales a la circunferencia BCDE. De aqui se deduce
facilmente que el area de esta superficie se calcula multiplicando la mitad de AB por la
circunferencia BCDE.

LIV

Si se recuerda ahora que el area de un sector circular es (3* Parte. Articulo X)
igual al producto del arco de este sector por la mitad del radio del circulo se vera que,
para envolver el cono recto ABCDE con una superficie plegable, como de cartdn, etc.,
es necesario tomar un sector de circulo ALR cuyo radio sea igual a AB y cuyo arco sea
igual a la circunferencia BCDE.
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LV

Cuando el cono es oblicuo la medida de su superficie, tal como ocurria con el
cilindro oblicuo, es muy dificil de calcular, incluso de una manera aproximada. Por
tanto, es un problema ajeno a los Elementos.

LVI

En cuando al volumen de los conos, sean rectos u oblicuos, se les considerara
como las ultimas de las pirdmides que se pueden inscribir en ellos; y se podra aplicar lo
que se ha dicho de las pirdmides en general.

Asi, los conos que tienen la misma base y la misma altura también tienen el
mismo volumen.

? Clairaut llama “lado” a la generatriz del cono (Nota de los traductores).



LVII

El volumen de un cono cualquiera es igual al producto de la base por el tercio de
su altura.

LVIII

En alguna ocasion se necesita medir un cuerpo como BCDEFGH que se llama
cono truncado. Es la parte que queda de un cono AFGH cuando se corta otro cono mas
pequefio ABCDE por un plano paralelo a la base FGH. Es evidente que el volumen de
este solido es la diferencia entre los volimenes de los conos ABCDE y AFGH.

LIX

En cuanto a la superficie de un cono truncado, si se ha formado por la seccion de
un cono recto, se puede encontrar algin procedimiento mas simple que el de medir
separadamente las superficies de los dos conos y restar una de la otra. Para ello se
utilizara el método siguiente, que es facil de comprender después de lo que hemos dicho
en el articulo LIV.
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Supongamos que ALR es el sector que se necesita para envolver el cono AFGH.
Describiendo, con centro en A y radio AM igual a AB, un arco MP queda claro que el
espacio MPRL es una porcion de corona adecuada para envolver la superficie del cono
truncado. Si se dibujan las dos circunferencias, en las que MP y LR son arcos
semejantes, se tendrd una corona completa cuya area (3" Parte. Articulo VIII) es igual
al producto de ML, igual a BF, por la circunferencia de radio AN. Entonces, la porcion



de corona MPRL, o la superficie del cono truncado BCDEFGH, que es lo mismo, se
medira multiplicando ML por el arco NQ. O, en otras palabras, multiplicando BF por la
circunferencia IKL de la seccion del solido propuesto producida por un plano paralelo a
la base que pasa por el punto medio del lado BF.

LX

El altimo de los cuerpos so6lidos que trataremos se llama esfera o globo; es aquél
cuya superficie tiene todos los puntos igualmente alejados de un mismo punto que es el
centro. Con frecuencia hay necesidad de medir esta superficie. Se querra saber, por
ejemplo, lo que se necesitaria para dorar una bola, cudntas ldminas de plomo se deberian
tomar para cubrir una ctpula, etc.

LXI

Sea X la esfera cuya superficie se quiere medir; es evidente que se puede
concebir este solido como producido por la revolucion de un semicirculo AMB,
alrededor de su didmetro AB.

Supongamos, de entrada, que en lugar de la semicircunferencia tenemos un
poligono regular de un ntimero infinito de pequefios lados o, si se quiere, de un gran
numero de lados. So6lo nos proponemos medir la superficie Z producida por la
revolucion de este poligono.

Después de medir esta superficie sera facil pasar a la medida de la superficie de
la esfera, tal como hemos pasado de la medida de figuras rectilineas a la del circulo.

LXII

Para medir la superficie del solido Z examinemos la pequefia parte de esta
superficie que genera un lado cualquiera Mm del poligono inscrito, mientras gira



alrededor del didmetro AB. Es evidente que el lado Mm describe en este movimiento
una superficie de cono truncado V.

Prolonguemos la recta mM hasta que corte al didmetro o eje de revolucion AB
en el punto T. Si esta linea TMm gira al mismo tiempo que el semicirculo AMB
describira visiblemente un cono recto, cuyo vértice serd T y cuya base sera el circulo
descrito por el punto m. Con esto, la superficie V generada por el movimiento de Mm
sera una rebanada de este cono, limitada por los planos de los circulos que describen los
puntos M y m durante su giro.

Pero, tal como hemos visto (Articulo LIX), la superficie V es equivalente a un
rectangulo en el que Mm es la altura y la base es una linea igual a la circunferencia KLO
descrita por K, punto medio de Mm. Entonces, la superficie engendrada por la
revolucion del poligono es equivalente a la suma de tantos rectangulos de esta
naturaleza como lados, tales como Mm, tenga este poligono.

Como se supone que todos los lados Mm, alturas de estos rectangulos, son
iguales, se podria considerar la superficie buscada como un rectdngulo que tendria la
altura Mm con una base igual a la suma de todas las circunferencias tales como KLO; es
decir, descritas por los puntos medios de cada lado pequefio.

Pero como el poligono inscrito en el semicirculo AMB tiene un gran niimero de
lados, la pequefiez de la altura Mm y el tamafio excesivo de la base hacen que este
rectangulo sea imposible de construir.

Para remediar este inconveniente es facil imaginar la transformacion de todos
estos pequefios rectangulos en otros que tengan la misma altura, no imperceptible como
Mm: sino bastante grande para que cada una de las bases sea bastante pequefia. Teniendo
esto en cuenta la adicion de todas estas pequefias bases producird una longitud
comparable a la altura.

LXIII

Veamos pues si se pueden transformar de esta manera nuestros pequefios
rectangulos. Supongamos, en primer lugar, para simplificar el problema, que nuestros
rectangulos en lugar de tener por bases lineas iguales a las circunferencias KL tengan
por bases los radios KI de estas circunferencias.
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No resultara dificil aplicar lo que encontremos para estos ultimos rectangulos a
aquellos de los que nos hemos ocupado.

Se trata de encontrar un rectangulo que tenga por medida el producto de Mm por
KI y que tenga por altura cierta linea incomparablemente mas grande que Mm y que sea
la misma en cualquier lugar en que esté situado este pequefio lado Mm. Escojamos, por
ejemplo, la recta CK, que es la apotema del poligono cuyo lado es Mm y que, por
consiguiente, es siempre la misma cualquiera que sea el lado del poligono al que
pertenezca. Entonces, debemos buscar una linea tal que su producto por CK sea igual al
producto KI por Mm; es decir, (2* Parte. Articulo VII) es necesario encontrar una cuarta
proporcional a las tres lineas CK, KI y Mm.

Sabemos que mediante triangulos semejantes se descubren lineas proporcionales
a otras lineas. Por tanto, es necesario formar tridngulos semejantes cuyos lados
homdlogos sean las lineas en cuestion; esto es lo que ocurrird trazando MR
perpendicular a mp. Entonces, los triangulos MmR y KIC son semejantes dado que cada
uno es rectangulo, uno en R y otro en I. Ademas, los dngulos mMR e IKC son iguales
entre si a causa de que el primero forma un dngulo recto con el d&ngulo MmR, igual al
angulo MKI, y que el otro, IKC, forma también un angulo recto con MKI.

De todo ello se concluye facilmente que CK es a KI como Mm es a MR; es
decir, que MR es la cuarta proporcional buscada; o, lo que viene a ser lo mismo, que el
rectdngulo CK por MR o por Pp es equivalente al rectangulo Mm por KI.

Ahora bien, como el rectdngulo que queriamos transformar no es el Mm por KI,
sino el Mm por la circunferencia de radio KI, recordaremos aqui que las circunferencias
son entre si como sus radios. En consecuencia, de la equivalencia entre el rectangulo
Mm por KI y el Pp por CK se deduce la equivalencia del rectdngulo Mm por la
circunferencia de radio KI y el rectangulo Pp por la circunferencia de radio CK, dado
que si dos rectdngulos son equivalentes y conservando sus alturas se aumentan
proporcionalmente sus bases, entonces estos rectangulos también son equivalentes.

LXIV

En los dos articulos precedentes hemos descubierto que todas las pequefias
superficies conicas truncadas, como la V (Figura 1), son equivalentes a los rectangulos
que tienen por altura una misma recta, igual a la circunferencia de radio CK, y por base
una pequefia recta Pp correspondiente a cada lado Mm.

De ello se deduce que una suma cualquiera de esas pequefias superficies, tomada
por ejemplo de A hasta p, es equivalente a un rectangulo que tiene por altura una recta
igual a la circunferencia de radio CK y por base la suma de todas las lineas tales como
Pp, tomada desde A hasta p, es decir, la recta Ap.



Por tanto, para determinar la superficie total producida por la revolucion del
poligono completo, serd necesario construir un rectangulo cuya base sea igual a la
circunferencia descrita por el radio CK y cuya altura sea igual al diametro AB.

LXV

Ahora es muy facil medir la superficie de la esfera. Estd claro que cuantos mas
lados tenga el poligono, el sélido producido por su revolucidn se aproximard mas a la
esfera; y, ademas, la apotema CK se aproximara mas al radio. De modo que, si se
imagina que el poligono se ha transformado en un circulo, entonces la apotema CK sera
el radio de dicho circulo y la superficie de la esfera tendra la misma extension que un
rectdngulo cuya altura sea el diametro del circulo y cuya base sea una linea igual a la
circunferencia del circulo que la ha producido, y que se llama ordinariamente circulo
maximo de la esfera.

En cuanto a la superficie curva de un segmento de esfera AMLNO; es decir, de
la parte que se quita de una esfera cuando se la corta por un plano MLNO perpendicular
al didmetro, tiene por medida el producto de su espesor, o flecha AP, por la
circunferencia del circulo maximo AMBN.

La razdn es la misma que aquella por la cual se ha probado (Articulo LXIV) que
la suma de las superficies de todos los pequefios conos truncados, comprendidos desde
A hasta p, es igual al rectangulo cuya altura es Ap y cuya base es una linea igual a la
circunferencia de radio CK.




La medida precedente de la superficie de la esfera muestra que si se hace girar el
rectdngulo ABDE, a la vez que el semicirculo AMNB, alrededor de AB, la superficie
curva del cilindro recto EFGIKDH producido por la revolucién de este rectangulo es
igual a la de la esfera descrita por el semicirculo; lo que se expresa ordinariamente asi:
la superficie de la esfera es igual a la del cilindro circunscrito.

LXVIII

Y si se cortan, tanto el cilindro como la esfera, por dos planos cualesquiera
perpendiculares al diametro AB en P y en Q, las secciones del cilindro y de la esfera
que se produzcan por el movimiento de la recta OS y del arco MN serdn iguales en
superficie.

LXIX

Se ve ademas por lo que precede que la superficie de la esfera es igual a cuatro
veces el drea de su circulo maximo; porque la superficie de este circulo maximo tiene
por medida el producto de la mitad del radio o de un cuarto del didmetro por la
circunferencia, y la superficie de la esfera es igual al producto del didmetro entero por la
misma circunferencia.

LXX

Una vez hallada la medida de la superficie de la esfera es muy facil medir su
volumen; porque se puede considerar la esfera como la reunion de una infinidad de
pequefias piramides cuyos vértices estan en su centro y cuyas bases cubren la superficie
entera.

Cada una de estas piramides tiene por medida el producto del tercio de su altura,
es decir del radio, por su base. Su suma total o el volumen de la esfera se medira
multiplicando el tercio del radio por su superficie; es decir, por cuatro veces el area del
circulo maximo.



LXXI

Como el producto del tercio del radio por cuatro veces el circulo méximo es lo
mismo que el producto de cuatro veces el tercio del radio, es decir, de los dos tercios del
diametro por el circulo maximo, y que el volumen del cilindro EFGIKDH tiene por
medida el producto del didmetro por el mismo circulo maximo que le sirve de base, se
sigue que el volumen de la esfera es los dos tercios del volumen del cilindro
circunscrito.

LXXII

Si se quisiese medir el volumen de un segmento de esfera, AMLNO, es evidente
que, en primer lugar, es necesario medir la porcion de esfera producida por la
revolucidon del sector CAM; lo que se hace multiplicando el tercio del radio por la
superficie del segmento de esfera propuesto AMLNO. A continuacion, se resta de esta
medida la del cono producido por la revolucion del tridngulo CPM, es decir, el cono
cuya base es el circulo MLNO, y cuya altura es CP. La diferencia obtenida es el
volumen del segmento de esfera.

LXXIII

Concluimos estos Elementos con algunas proposiciones sobre el volumen y la
superficie de los cuerpos semejantes. Estas proposiciones se presentan de forma natural
cuando se reflexiona sobre la semejanza de dos cuerpos. Incluso podriamos decir que se
descubren por analogia, si se recuerda lo que hemos dicho de la semejanza de las
figuras planas (1* Parte. Articulo XXXIV y siguientes); es decir, aquellas que se
describen sobre planos.

Hemos determinado (Articulo XXXII) en qué consiste la semejanza de dos
piramides. La definicion que hemos dado de pirdmides semejantes se puede extender a
todos los cuerpos limitados por planos; es decir, dos cuerpos de esta naturaleza se
llaman semejantes cuando todos los angulos formados por los lados del primero son los
mismos que los dngulos formados por los lados del segundo, y cuando los lados de uno
de estos cuerpos son proporcionales a los lados homodlogos del otro.



LXXIV

En cuanto a los cuerpos que no estdn limitados por planos en todos sus lados,
por ejemplo los cilindros y los conos, también es facil determinar las condiciones
necesarias para que sean semejantes.

Dos cilindros rectos son semejantes si sus alturas estdn en la misma razén que
sus bases.

LXXV

Si los cilindros son oblicuos, serd necesario ademas que las lineas que unen los
centros de los dos circulos, en cada uno de estos cilindros, formen los mismos dngulos
con los planos de sus bases.

LXXVI

Las mismas definiciones se pueden aplicar a los conos poniendo, en lugar de la
linea que pasa por los centros de las dos bases del cilindro, la linea que va desde el
vértice del cono al centro del circulo que le sirve de base.

LXVII

Para que dos conos truncados sean semejantes es necesario, en primer lugar, que
los conos de los que forman parte sean semejantes; y, en segundo lugar, que sus alturas
sean entre si como los radios de sus bases.

LXXVII

Respecto a las esferas se observa que todas son semejantes entre si, como todas
las figuras, solidas o planas; es decir, que solo necesitan una sola linea para ser
determinadas, como el circulo, el cuadrado, el tridngulo equilatero, el cubo, el cilindro
circunscrito a la esfera, etc.

LXXIX

En general, se puede decir de las figuras s6lidas semejantes, como se ha dicho de
las figuras planas, que no se diferencian mas que por las escalas con las que se han
construido.

Teniendo bien presente esta exposicion, se llega a dos proposiciones
fundamentales sobre la superficie y el volumen de los cuerpos semejantes.

LXXX

La primera proposiciéon muestra que las superficies de dos solidos semejantes
son entre si como los cuadrados de sus lados homologos. Hay, por ejemplo, la misma
razon entre las superficies de dos pirdmides semejantes z y Z que entre los cuadrados
abed y ABCD, construidos sobre los lados ab y AB que se corresponden en las dos
piramides.



a/]—‘(‘ |
D C

Para descubrir esa proposicion no son necesarios mas razonamientos que los que
se han empleado (1* Parte. Articulos XLIII y XLIV); es decir, solamente es necesario
considerar que si P es la escala de la piramide Z y p la escala de la piramide semejante z,
entonces las lineas que se hayan necesitado para medir la superficie de Z y la del
cuadrado ABCD tendran tantas P como p tengan las lineas que se hayan necesitado para
medir la superficie de z y la del cuadrado abcd.

De ello se sigue que el producto de las lineas que intervienen en la medida de Z
y de ABCD dara tantos cuadrados X hechos sobre P como cuadrados x hechos sobre p
resulten del producto de las lineas utilizadas para medir z y abcd. Es decir, que los
numeros que expresan la relacion de la superficie de la piramide Z al cuadrado ABCD
seran los mismos que los que expresan la relacion de la superficie z al cuadrado abcd.

Se podria seguir el mismo razonamiento en la comparacién de todos los demas
cuerpos semejantes, sea que estos cuerpos estuviesen limitados por planos, sea que
estuviesen limitados por superficies curvas. Las lineas empleadas en medir las
superficies de todos estos cuerpos tendran siempre el mismo nimero de partes de sus
escalas. En consecuencia, los productos de estas lineas contendran un mismo numero de
veces los cuadrados de estas mismas partes.

Si las lineas necesarias para medir la superficie de los cuerpos semejantes fuesen
inconmensurables, quedaria claro que la demostracion subsistira siempre, puesto que se
emplearian en ese caso los principios de los que nos hemos servido (2% Parte. Articulo
XXVIII) para comparar las figuras semejantes cuyos lados eran inconmensurables.

LXXXI

De la misma manera se podria demostrar que las superficies de las esferas son
entre si como los cuadrados de sus radios. Pero, para verlo aun mas claramente de otra
manera, sera suficiente recordar que las superficies de los circulos son entre si como los
cuadrados de sus radios (3% Parte. Articulo VI) y que las superficies de las esferas son el
cuadruplo de sus circulos maximos (Articulo LXIX).



LXXXII

La proporcionalidad entre las superficies de los cuerpos semejantes y los
cuadrados de sus lados homologos es tan general que se aplica tanto a los cuerpos que
no se saben medir como a aquellos cuya medida se conoce.

Sin saber medir, por ejemplo, la superficie de un cilindro oblicuo se puede
afirmar que las superficies de dos cilindros oblicuos semejantes son entre si como los
cuadrados de los diametros de las bases de esos cilindros.

Inscribiendo en estos dos cilindros dos prismas semejantes de tantas caras como
se quiera se sabe, por lo que precede, que las superficies de estos prismas son entre si
como los cuadrados de los diametros de sus bases. Entonces, los cilindros mismos,
considerados como los ultimos de los prismas inscritos, tendran sus superficies en la
misma razon.

LXXXIII

La proposicion fundamental para la comparacion del volumen de los cuerpos
semejantes es ésta: los solidos semejantes son entre si como los cubos de sus lados
homologos.

Esta proposicién se puede demostrar como la precedente considerando que las
figuras semejantes no difieren mas que por las escalas sobre las que se han construido.

Para hacerlo ver tan simplemente como sea posible, nos serviremos, por
ejemplo, de dos prismas semejantes Z y z y de los dos cubos X y x cuyos lados son
iguales a AB y ab, lineas homdlogas en estos dos prismas. Tomaremos ademas dos
escalas AB y ab divididas en un niimero suficiente de partes para que se puedan medir
las dimensiones de estos so6lidos. Hecho esto resulta claro que habra tantos cubos
hechos sobre las partes de ab en el prisma z y en el cubo x como cubos hechos sobre las
partes de AB en el prisma Z y en el cubo X.

El mismo razonamiento sirve para todos los demas solidos. Aquellos que tienen
las dimensiones inconmensurables también estan en la misma razon que los cubos de
sus lados homologos.



LXXXIV

Por ejemplo, los volumenes de las esferas son evidentemente entre si como los
cubos de sus radios.

De la imprenta de CHARDON, calle Galande.



