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RESUMEN

La intencién del presente trabajo es dar una vision matemdtica de la
afinacién musical introducida por Pitdgoras. Para ello se justifica brevemente
céomo surgié tal afinacién, y se hace una “traduccién” matematica de las
ideas basicas que la definen. Ademads, se muestra que afinar no es mas que
fijar un algoritmo para elegir una cantidad finita de puntos en el intervalo
[1,2[, vy que esta eleccién debe estar sujeta a ciertas propiedades numéricas.
Por dltimo, se da el algoritmo y algunos ejemplos que permiten hacer uso
practico de las ideas expuestas.
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“La musica se ocupa de los niimeros sonoros”
G. Zarlino, compositor y tedrico italiano (1517 — 1590)

1 Introduccion

En ocasiones, cuando se rastrea el origen de cualquier disciplina cientifica,
aparece un pasado turbio en el que las Antiguas Civilizaciones identificaban
ciencia, arte, técnica o religién. Esto ha hecho que en muchos casos resulte
dificil conocer bien la cronologia de los hechos. Sin embargo, en materia
de Musica, parece indudable que el arte se anticipé a la ciencia, y mucho
antes de que existiera construccién tedrica alguna, los musicos ya habian
establecido una afinacién que identificaban de oido.

Por afinacién, o mas precisamente por sistema de afinacién, enten-
demos el conjunto de los sonidos que utiliza la Misica; es decir, en el conjunto
de las frecuencias de todos los sonidos, IR, tenemos que elegir aquellos que
“ sirven para hacer musica” y descartar el resto. Los sonidos admitidos por
el sistema de afinacion se denominaran sonidos afinados o notas musicales.

En este trabajo veremos que el criterio de afinacién que establecié
Pitagoras (que perdura hasta nuestros dias), constituye un método mate-
matico que permite elegir de entre todos los sonidos existentes una pequena
cantidad (finita) a utilizar por la musica. Es decir, se trata de un algoritmo
de eleccién de puntos en el intervalo [1,2[.

Ademds, mostraremos las propiedades matematicas que rigen este modo
de afinar, haciendo al mismo tiempo un intento por recuperar esa zona
comun del saber que ocupa la musica y las matematicas.

Notas historicas

Al menos desde la Antigua Mesopotamia (milenios IV y III a. de C.) el
hombre se plantea con qué criterio la musica admite unos sonidos y rechaza
otros. Las teorias mds arcaicas justificaron esta eleccién con razonamientos
meramente religiosos o estéticos, consiguiendo con ello que durante muchos
siglos la afinacion fuese considerada una criba “ caprichosa”.

Ya en el primer milenio antes de Cristo, los caldeos relacionaron muy
estrechamente la musica con la astrologia y las matematicas. Asi, quienes
estudiaban las estrellas explicaban el destino de los hombres y la armonia



del Universo entrelazando la especulaciéon matematica con los simbolismos.
Esto dio lugar a que numerosos fenémenos coésmicos fuesen representados
por la comparaciéon entre las longitudes de cuerdas tirantes. De este modo
aparecieron cuatro relaciones que, por su importancia, tomaron nombres

propios. Estas son?:

3

2 (octava), 3 (quinta), 3 (cuarta).

1 (unisono),

Se sabe que para los caldeos, el estudio de las propiedades de los niimeros
resulté fundamental en la prediccion de sucesos, y en este sentido destacaron
fundamentalmente el 4 y el 7, siendo este 1iltimo, probablemente, el niimero
de notas de la antigua escala caldea.

Aunque el conocimiento de tales materias nos ha llegado por varios au-
tores clasicos (Filén y Plutarco entre otros), hay poderosas razones para
creer que Pitdgoras de Samos (580 — 500 a. de C.), tras un largo periodo
de estudio en las escuelas mesopotamicas?, llevé las teorfas de la misica y
los principios de la afinacién a Grecia.

Pitdagoras fue, sin duda, el primer pensador occidental que atribuyé a
la musica, y al resto de las cosas, un caracter numérico. Dedujo que un
sonido musical producido por una cuerda vibrante varia en razon inversa a
su longitud, esto es: “ cuanto mas corta sea la cuerda, tanto mas aguda serd
la nota producida”. Con ello fij6 matematicamente el concepto de octava
que los musicos venian usando en los siguientes términos:

“ un sonido es una octava mas alto que otro si la cuerda que lo
produce es la mitad de larga que la del primero”;

y estos sonidos no sélo reciben el mismo nombre, sino que a todos los efectos
se considera que son equivalentes.

Traducido a un lenguaje actual, el sistema de afinacién pitagorico se funda-
mentaba en tres principios:

a) La musica se basa en 7 notas. El hecho de que sean siete los sonidos
fundamentales no representa una originalidad pitagorica, puesto que
los caldeos ya lo consideraban asi. Sin embargo, la novedad esta en

2En Historia General de la Misica de A. Robertson y D. Stevens, ed. alpuerto s.a.
(1988), se justifica cémo relacionaban estas cuatro fracciones con las estaciones del afio.
3Esta hipétesis se puede encontrar, por ejemplo, en la referencia [2]



utilizar este nimero para reforzar la idea de la armonia de las esferas
celestes?.

b) La frecuencia de una nota puede ser multiplicada o dividida por 3 el
numero de veces que se quiera. Es decir, que la longitud de las cuerdas
puede ser multiplicada o dividida por 3 cualquier niimero de veces.

c) La frecuencia de una nota puede ser multiplicada o dividida por 2
cualquier nimero de veces. Con esto lo que harfamos es ir subiendo o
bajando octavas respectivamente.

Con estos tres axiomas se dispone de suficiente criterio para determinar las
notas musicales.

2 Sonido patrén: el diapason

Hemos visto que dada una cuerda de longitud ¢ que produce una fre-
cuencia f, los sonidos obtenidos al multiplicar ¢ por 3" y 2™ (n,m € Z)
son también sonidos afinados dentro del sistema pitagérico.

Sin duda, esto provoca un serio inconveniente:

“ La cuerda inicial puede tener cualquier longitud ¢ € IR™. Entonces,
cualquier sonido s puede obtenerse si elegimos la cuerda con una lon-
gitud ¢, de modo que para algunos n,m € Z, el producto 2".3™.¢,
produzca el sonido s ”.

Evidentemente, esto significaria que el sitema de afinacion que hemos
descrito no serfa un auténtico criterio de seleccién, puesto que no haria
ninguna eleccion de los sonidos que se consideran afinados, sino que podrian
considerarse afinados todos los sonidos.

Los pitagoricos, conocedores de esta inconveniencia, resolvieron el prob-
lema tal y como lo venian haciendo los musicos: impusieron condiciones a la
longitud inicial de la cuerda. Se consideré un sonido que era patrén (el que

4Segiin afirma F. Vera en [7], los tonos de la armonfa universal estdn relacionados
con las distancias interplanetarias de la forma siguiente: las distancias Mercurio—Venus,
Luna-Marte y Marte—Jupiter son de % tono; las de Venus—Sol, Jupiter—Saturno y Saturno—
Zodiaco son de 1 + % tonos; y la distancia Tierra—Luna es de 1 tono. Si se suman todas
ellas se obtienen los siete tonos.



da el diapasén) y se exigié que la longitud ¢ de la cuerda fuese aquella que,
para algunos n,m € Z el producto 3".2™.¢ produjese el sonido patrén.
Poco se sabe acerca de cudl fue la nota que los pitagéricos fijaron para
el diapasén, pero en la actualidad se toma el sonido® 440 Hz, y éste sera
el patrén que nosotros usaremos. Con ello, las cuerdas a las que hagamos
referencia a lo largo de todo el trabajo, se les exigira la siguiente condicién:

Una cuerda de longitud ¢ serd vdlida en masica st An,m € ZZ tales
que 3™.2™ .0 produce el sonido de 440 Hz.

3 Notacion

Si en los trabajos de matematicas suele haber necesidad de aclarar la
notacién, en este caso aun es mas necesario puesto que la musica y las
matemdticas manejan lenguajes diferentes.

a) Las siete notas fundamentales, a partir de las cuales se obtienen todas
las demds, reciben en musica los nombres do, re, mi , fa, sol, la, si.
En nuestro trabajo las vamos a numerar en este orden: Do=0, Re=1,
Mi=2, Fa=3, Sol=4, La=5, Si=6.

b) El resto de notas se obtienen mediante las ”alteraciones” de las fun-
damentales. Pueden ser de dos tipos:

b.1) Si la alteracién de una nota r produce una nota s distinta de las fun-
damentales, de modo que la frecuencia de s es méas alta que la de r,
esta alteracién se llama sostenido, y se representa por f.

b.2) Sila alteracién de una nota r produce una nota s distinta de las fun-
damentales, de modo que la frecuencia de s es mas baja que la de 7,
esta alteracién se llama bemol, y se representa por b.

5 A partir de 1700 el diapasén no ha cesado de subir. Por ello, la mayor parte de las obras
corales y vocales de los maestros clasicos resultan en la actualidad de dificil ejecucién. En
1950 se llevo a cabo un referéndum entre fisicos y musicos franceses con el fin de bajar la
nota patrén a 432 Hz. Sin embargo, a pesar de que muchos apoyaron esta idea, no se ha
hecho nada al respecto.

5La manera de nombrar las notas no es tnica, por ejemplo en los paises de lengua
inglesa se nombran con las primeras letras del abecedario del modo siguiente: la=A, si=B,
do=C, re=D, mi=E, fa=F, sol=G.



Aunque mas adelante precisaremos en que consisten las alteraciones,
debemos dejar claro que un sonido puede estar afectado por varias al-
teraciones del mismo nombre, es decir, varios sostenidos o varios bemoles.

4 Algoritmo

Antes de modelizar mateméticamente el método pitagoérico de afinacién,
serd muy util que construyamos un algoritmo que permita ver facilmente
cémo se obtienen las notas:

Primer paso:

Escribimos los nimeros enteros como una matriz de infinitas filas y
siete columnas de la forma siguiente:

Txk+r, keZ, 0<r<6,

tal y como se hace en Figura 1.

Segundo paso:

A partir del nimero 3, es decir 7043, vamos contando sucesivamente 4
“lugares” (en sentido creciente y decreciente) y marcamos los niimeros
asi obtenidos. (Ver Fig. 2).

Tercer paso:

Con el paso 2 han aparecido cajas de 4 filas en las que hemos marcado
las mismas cifras. Numeramos las cajas tal y como se hace en la Fig.
3.
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Interpretacién:

a) Los numeros 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 que hemos marcado representan los
nombres de las notas tal y como se ha dicho en el epigrafe 4.

b) El subindice de las cajas representa el nimero de alteraciones que
afecta a la nota. Si es positivo, las alteraciones seran sostenidos, y si
es negativo reran bemoles.

c¢) Cada vez que hemos contado cuatro lugares en sentido ascendente (y
hemos marcado un nimero) significa que hemos dividido la longitud
de la cuerda entre 3. Si se cuenta en sentido descendente significa que
la longitud de la cuerda se multiplica por 3.

Ejemplo: Si al vibrar una cuerda de longitud ¢ produce un re’, ;cudnto
tendria que medir la cuerda para producir un sol?

Segun hemos dicho, el re” estd representado en la tabla por el ndmero 1
de la caja C_; (porque tiene un bemol y re=1).

La nota sol estéd representada por el nimero 4 de la caja Cy (porque no
tiene alteraciones). Para saber cudntas veces hemos dividido la longitud de
la cuerda por 3, miramos en la Fig. 2 cuantos ”saltos” de cuatro lugares
hemos hecho entre el re’ y el sol, y comprobamos que han sido 6 en sentido
ascendente, por tanto, la cuerda deberd medir £/3°.

NOTA:

En el algoritmo, por respetar céomo se ided la afinacién, se hace refe-
rencia a la longitud de las cuerdas y no a la frecuencia de los sonidos. Sin
embargo, como en toda la bibliografia se prefiere hablar de las frecuencias
asi lo haremos a partir de ahora.

Si se prefiere pensar en longitudes no tiene mas que tener en cuenta que
la longitud de la cuerda y la frecuencia son magnitudes inversas. Asi, cada
vez que se multiplique por 3 la frecuencia se esta dividiendo por 3 la longitud
y viceversa.



5 Modelizaciéon matematica

Si lo que se pretende es utilizar la idea pitagérica de afinacién para elegir
sonidos, lo cierto es que no resulta demasiado complejo desde un punto de
vista matematico. Sin embargo, si ademads se intenta que la construccién
matematica se corresponda biunivocamente con la afinacién manejada por
los musicos, la empresa es mas laboriosa, segin veremos.

El concepto de octava (dado en el epigrafe 2) nos permite definir en IR™
(el conjunto de las frecuencias de todos los sonidos) una relacién binaria de
equivalencia R como sigue:

“ Dos sonidos de frecuencias f1, fo estan relacionados si existe un
nimero entero, n, de modo que f; = 2" f5”.

Con esto, en lugar de estudiar todo IR, podemos estudiar el conjunto co-
ciente IR* /R. Si, como hemos dicho anteriormente, fijamos una nota patrén
fo = 440Hz, el conjunto IRT/R se reduce al intervalo [fo,2fo[. O, si asf
se quiere, podemos trabajar directamente en el intervalo [1,2[ sin més que
dividir por fy todas las frecuencias.

Asi tenemos que un sistema de afinacién, como dijimos en la Intro-
duccidn, es una eleccién de puntos de [1,2].

La idea de conseguir con sucesivas multiplicaciones o divisiones por 3 las
frecuencias afinadas se expresa facilmente con la sucesion

3", nez.

Y si ésta quiere llevarse al intervalo [1,2[ no hay mas que multiplicar por
una potencia de 2 adecuada, es decir,

n

ap = 2ETog; 57 neiz

donde E[z] representa la parte entera por defecto de x.

Matematicamente hablando, tenemos resuelto el problema de elegir sonidos.
Sin embargo, esta forma de expresar la sucesion {a, },cz no es apropiada,
porque no refleja la idea de siete notas fundamentales, y tampoco sabemos
con que nota se corresponde cada término de la sucesion.



Admitiendo que partimos de la nota 3 (tal y como haciamos en el algo-
ritmo), el término ag produce un fa, y con ello podemos obtener el resto de
notas sin més que efectuar los célculos siguientes’ ®:

3n

2E(10g2 3n)? nez

Ap =

in+3
N(n) = 4n+3 - 7E[22F

| = ntimero de la nota

An)=FE [g] = numero de alteraciones

Ejemplo: ;Qué notas se obtendrian con los términos as y a_g?

1) N(5):4*5+3—7E[@] _9.
A(5):E[§]:o

Por tanto es la nota 2 sin ninguna alteracién, es decir

as = mi
2) N(=8) =4 (—8)+3— 7E[W] — 6.

"Si en lugar de iniciar el algoritmo con a, = 3 lo hubiésemos hecho con b,, 0 < b, < 6,
el nombre de la nota b,, podria obtenerse mediante

4n + b,

N(n) =4n+b, — TE| 1

Sin embargo, si queremos saber el nimero de alteraciones que afectan a la nota, debemos
compararla con la sucesién {an }necz. Asi, si b, = a, el nimero de alteraciones vendrd
dado por

A(n) = A(n + ko).

®En realidad N(n) es equivalente a expresar la sucesién {4n + 3}nez en Z/7 ZZ.

10
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7

Por tanto es la nota 6 con dos alteraciones que, por ser negativas, se
trata de bemoles. Entonces,

A(—8) = BE[—] = —2

a_g = 577

6 La cuestion del infinito

En lo tratado hasta ahora, no hemos impuesto en ningtin momento que
la cantidad de frecuencias afinadas del intervalo [fp,2fo[ fuese finita. De
hecho, tanto el algoritmo como la sucesion generan una cantidad infinita
(numerable) de sonidos. Sin embargo, parece l6gico imponer una condicién
de finitud al cardinal de las notas musicales, puesto que no tiene sentido
suponer instrumentos que sean capaces de producir infinitos sonidos, y por
otro lado el oido humano no seria capaz de distinguirlos.

Los muisicos proporcionan una forma de abordar el problema:

Supuesto que las siete notas fundamentales deben estar en la maisica,
la cantidad de sonidos distintos vendrd determinada por el nimero de
alteraciones de estas notas que se precisen.

En realidad, es rara la musica occidental en la que aparecen notas con mas
de 1 alteracion, es decir, un sostenido o un bemol; y en la musica oriental
tampoco aparecen mas de dos o tres alteraciones.

Sin embargo, los musicos de siglos pasados no podian preveer la aparicion
de sintetizadores capaces de producir sonidos como los instrumentos de
cuerda, y que, por tanto, deberian afinar con el sistema de Pitagoras. Estos
instrumentos electrénicos han posibilitado la creacién de composiciones mu-
sicales en las que aparecen notas con muchas alteraciones, y esto ha supuesto
un problema que los misicos todavia no han podido resolver con una teoria
estrictamente musical.

Probaremos que la cantidad de notas viene determinada por la convergencia
de la sucesién {ap }nez.

Para estudiar la convergencia de la sucesién, resulta mas conveniente
expresarla con subindices naturales que con enteros, no sélo porque asi ten-
emos los términos ordenados de la forma habitual, sino porque, ademas, este

11



cambio nos permite desglosar {a,} en tres subconjuntos:

.7-'—{1 332 3 3t 3 36}
- 17727237247 967 977 99
36+k
k= SHog vy K21
3—k
bk = Sho s K21

Claramente el conjunto F contiene las siete notas fundamentales, la sucesién
{sk}r>1 contiene todos los sostenidos y la sucesién {by}r>1 todos los be-
moles.

Por razones de comodidad definimos la sucesién {ay, },>1 como sigue:

n —

- [sp si n=2k-1
b si n =2k

en la que hemos eliminado los siete términos de la sucesién {a,}n>1 que

corresponden a las notas fundamentales. No es necesario ir “arrastrando” es-
tos sonidos porque no intervienen en la cantidad de alteraciones que afectan
a las notas.

Es fécil comprobar que la sucesion {a, },>1 no es convergente, por esto nece-
sitamos recurrir a un concepto de convergencia mas general (ver la referencia

[6]):
Definicién: Sea {¢,}n>1 una sucesién de ntimeros reales. Para cada k € IN
se puede definir el conjunto my = inf{c, : n € N, n > k}.
Sea m = klim myp  (—oo < m < 00). Al nimero m se le llama limite
— 00

inferior de {¢,}n>1 y se denota por m = lim ¢,
n—oo

Nuestro interés es demostrar que la sucesién {a,}n>1 verifica lim a, = 1,
n—oo

para lo cual necesitamos introducir algunos resultados de fracciones conti-
nuas:

12



6.1 Algunos resultados de fracciones continuas

Dada {a;}$2, una sucesién de nimeros naturales donde a; # 0, i > 0.
Denotamos

[GO] = ao,
1
lag,a1] = ap + —,
ay
1
lag, a1, az] = ag + — T
a; + —
ag
1
lag, a1, a2, az] = ag + — 1
ai +
as + —

En general hemos definido el nimero racional [ag, a1, ..., a,] que es no nulo
si n > 1. Una definicién formal dada por recurrencia de derecha a izquierda,
es la siguiente:

To = An, Ti4l = Op-1—i + —, [ag, ..., an] = Tp.
7

Pn ,
Llamaremos r,, = [ag, ..., an] = —, donde p,, y ¢,, son nimeros naturales
dn
primos entre si (convenimos que si ag = 0, entonces py = 0, go = 1).

La sucesion r, se llama fraccion continua determinada por la sucesién
{a;}52,. Los nimeros racionales r, se llaman convergentes de la fraccién
continua.

Los resultados que citaré a continuacién se pueden encontrar en [1]:
Lema 1: Con la notacién anterior:
po=ao, q=1, q =ai,
Dn = nPn—1 +Pn-2, Gn = OnGn—1 + Gn-2-
Lema 2: Con la notacién anterior,

Pndn+1 — Pn+14n = (_1)n+17

13



o lo que es lo mismo:

1 n+1
Tn —Th+l = L
dndn+1

Lema 3: Con la notacién anterior, existe un tinico ntimero real a > 0 tal
que
0<rg<ro<ry <rg...a...<ry <rs<rsg<ri.

Escribiremos « = [ag, a1, az, ....|

Lema 4: Sea o un nimero real positivo.

a) Si a es racional, entonces a = [ag, a1, ..., a,] para ciertos nimeros
naturales.

b) Si « es irracional, entonces o = [ag, a1, az,...] para ciertos nimeros
naturales.

Adems3s el desarrollo es tinico.

Utilizando estos lemas podemos demostrar la siguiente propiedad:

Teorema: Si « es un numero real arbitrario, entonces

lim (na — E[na]) =0.

n—oo

donde E|[x] es la parte entera por defecto de z, y lim a,, es el limite inferior
n—oo

de la sucesién {ap}.

Demostracion:
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que « es un numero irra-

. oy n .« .
cional positivo. Sea r, = — la sucesién de los convergentes de « descrita

dn
anteriormente. Por el Lema 2 tenemos que

(_1)n+1

Tn — Tntl1 = )
dndn+1

para todo n, y por el Lema 3 el niimero « se encuentra entre ambos conver-

gentes, luego
1

la—ry| < ——.
Gn dn+1

Como consecuencia del Lema 1 tenemos que g, < ¢n+1, luego

14



1
la =1 | < .
n

Por el Lema 3 tenemos, ademds, que b2n < a, luego podemos quitar el
q2n
modulo y queda

1
0 < aqgoy, —poa, < — < 1.
q2on

Esto implica que p2, = [ q2,], luego se tiene que
1

0< aqon — [QQ2n] < —,

q2n

y como la sucesién {qap, }n>0 €s monétona creciente,
lim (o gon — Elagan]) =0,
n—oo

y por tanto lim (na — E[nal) = 0.
n—oo
Utilizando el Teorema anterior se tiene, de forma inmediata, que

Propiedad: La sucesién {a, },>1 verifica que lim a, =1
n—oo

6.2 El concepto de comma

Gracias esta propiedad, ya estamos en condiciones de establecer nuestro
concepto de precision o comma:

Definicién: Dados {a,}n>1 y € € IR : 0 < e < 1, consideramos m,(¢) € IN
el primer natural tal que a,,, < 1 + €. Llamamos notas musicales con
precision e al conjunto

Ne=A{ay, :n <my(e)} UF
Al nimero 1 + € se le llama comma del conjunto.
Ejemplos: Damos aqui los dos valores de € que se usan en la musica actual

para instrumentos convencionales (es decir, no electrénicos).

1) Si e = 0.068, el conjunto de notas afinadas se reduce a las siete notas
fundamentales, es decir

15



3 32 33 31 3 o 30
1= Fa, §:D0, — = Sol, ?:Re, %:La, — =Mi, — =251

23

2) Si e = 0.014, N, tiene 17 elementos, y las notas serfan

3 32 33 34 3° .36 ,
1= Fa, §:Do, ﬁzSol, ﬁzRe, %:La, fZMZ’EZSZ
37 38 39 310 311
i i g2 g2 _ g2 #
oTT Fa*, 912 = Do, oTi = Sol*, 515 = Re*, 17 = La
22 24 25 27 28
E :Slb, 3—2 :Mib, 3—3 :Lab, ? :Reb, ? :SOZb

Por dltimo, resefiamos una curiosidad que presenta la sucesion {ay }n>1.
Dado el conjunto de siete notas, para mejorar la precision, hay que recurrir
al de 17 notas, es decir, que los conjuntos de 8, 9 u otra cantidad de notas
no mejoran al de 7.

Si queremos seguir reduciendo €, del conjunto de 17 notas tendriamos que
pasar a otro de 105 notas (con € = 0.002), y para mejorar éste ultimo habria
que manejar 1329 notas. Y, evidentemente esto solo podria interpretarse con
ayuda de instrumentos electrénicos.

8.- BIBLIOGRAFIA

1 A. BAKER A concise introduction to the theory of numbers. Ed.
Cambridge University Press, 1984.

2 W.F. BYNUM, E.J. BROWNE, R. PORTER. Diccionario de
historia de la ciencia. Ed. HERDER. Barcelona, 1986.

3 J. CHALLAY, H. CHALLAN. Teorie complete de la musique. Ed.
Alphonse Leduc et Cia. EDITIONS MUSICALES, Paris, 1964.

4 J.J. MATRAS. Le son. Ed. PRESSES UNIVERSITAIRES DE
FRANCE, Paris, 1977.

5 K.R. STROMBERG. An Introduction to Classical Real Analysis.
Ed. WADSWORTH AND BROOKS. Pacific Grove, California, 1981.

6 R. TATON. Historia genral de las Ciencias (Tomo I). Ed. DESTINO
S.A., Barcelona, 1985.

7 F. VERA. Historia de la Ciencia. Ed. IBERIA, Barcelona, 1937.

16



