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1. FOURIER

El 21 de diciembre de 1807, Joseph Fourier, a la sazén prefecto del departa-
mento de Isere?, present6 al Institut de France una memoria titulada Mémoire
sur la propagation de la chaleur dans les corps solides. Cuatro miembros, uno
mas de lo que era habitual, Lagrange, Laplace, Lacroix y Monge, fueron de-
signados para emitir un informe, que nunca se llegdé a escribir a pesar de las
insistencias de Fourier, que deseaba un juicio sobre su trabajo. A cambio, el
Instituto propuso como tema para el premio que se debia otorgar en 1812
«dar la teoria matematica de las leyes de propagacién del calor y comparar los
resultados de esta teoria con los de experiencias exactas». A finales de 1811
Fourier entregé una nueva memoria como concursante, esta vez con el titulo
Théorie du mouvement de la chaleur dans les corps solides. Gané el premio,
al que sélo concurrié otra obra sin ninguna posibilidad de hacerle sombra,
aunque la valoracién del jurado mostraba sus reservas («la manera en la que
el autor llega a sus ecuaciones no esta exenta de dificultades y su andlisis para
integrarlas deja aun algo que desear, sea respecto a la generalidad, sea incluso
del lado del rigor», [13, pag. 344]), lo que tuvo como consecuencia inmediata
la no publicacién del trabajo.

Nacido en Auxerre en 1768, Fourier era profesor de la Ecole Polytechnique
cuando en 1798 fue reclutado por su colega Gaspard Monge para participar en
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2El departamento de Isére estd en el sudeste de Francia y su capital es Grenoble. El cargo
de prefecto equivale al de gobernador civil. Desde 1987 la universidad cientifica y médica de
Grenoble lleva el nombre de Université Joseph Fourier.
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la seccion cientifica de la expedicién de Napoledén a Egipto. Alli tuvo algunas
responsabilidades administrativas, ademas de cientificas, y a la vuelta de la ex-
pedicién a Francia en 1801 sus planes de reincorporarse a la Escuela Politécnica
como profesor se vieron truncados por su nombramiento de prefecto de Isere.
No volvié a ensenar pero no por ello abandoné su labor cientifica que, ademas
de con su labor politica, tuvo que compaginar con la coordinacién de la edi-
cién de la Description de Z’Egypte, la gran obra que recogia los estudios de la

expedicién napoleénica. El mismo fue el autor de su Prefacio histérico (1809).
Conservé su puesto de prefecto durante la primera restauracion mondarquica
de 1814, fue depuesto a la vuelta de Napoledn de Elba en 1815, paso a ser nom-
brado prefecto del departamento de Rhone y perdié el cargo un par de meses
después por discrepancias con las exigencias de Napoleén. En 1815, poco antes
de la segunda restauraciéon monarquica, se trasladé a Paris donde comenzé su
carrera politica en el campo cientifico.

Intent6 ser miembro de la Académie des Sciences® y fue elegido por primera
vez en 1816, pero Luis XVIII rechaz6 su nombramiento por su pasado napo-
lebmico. La segunda vez opt6 a un puesto en la seccién de Fisica, lo gané am-
pliamente y fue aceptado. Era en 1817, lo que ha quedado recogido en el tercer
capitulo de la obra Les Misérables de Victor Hugo:

Habfa en la Academia de Ciencias un Fourier célebre a quien
la posteridad ha olvidado y en no se qué desvan un Fourier oscuro
de quien el futuro se acordard?.

A partir de su nombramiento puso especial empefio en que se publicase su
trabajo premiado de 1812, lo que consiguié en dos partes aparecidas en 1824
y 1826, aunque datadas en fecha anterior. Mientras tanto, habia publicado en
1822 su libro Théorie analytique de la chaleur, que el fisico Arnold Sommerfeld
calificé como «Biblia de la Fisica Matematica» (en el prélogo de [62])°. Ese
mismo ano fue nombrado Secretario Perpetuo de la Academia de Ciencias y
en 1826 fue elegido miembro de la Academia Francesa. Murié en Paris en
1830. (Una biografia muy completa de Fourier con abundante documentacién
es [13].)

3La Académie royale nacida a finales del siglo XVII fue suprimida en 1793. Dos afios
después se cred el Institut national des sciences et des arts que reagrupaba a las an-
tiguas academias cientifica, literaria y artistica. En 1816 las secciones (classes) del Instituto
volvieron a llamarse academias. Asi, la premiére classe (Ciencias fisicas y matemdticas), la
m&s numerosa, se convirtié en Académie des sciences.

4E] «Fourier oscuro» es Charles Fourier, filésofo, fundador de la Escuela societaria, con-
siderado «socialista utépico». Sobre el olvido de «nuestro» Fourier que anuncia Victor Hugo,
véase el articulo de Jean-Pierre Kahane en este nimero de LA GACETA.

5M3s elogios al trabajo de Fourier debidos a Lord Kelvin, Darboux, Poincaré y Boussinesq
aparecen en [10, pdg. 7].
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Figura 1: Joseph Fourier (1768-1830), primera pégina de su memoria de 1811
y portada de la Théorie analytique de la chaleur (1822).

2 . EL PROBLEMA

La memoria de Fourier de 1807 permanecié inédita hasta la publicacién
de [29], donde se hace un estudio de su contenido. Aunque desarrollados en
sus trabajos posteriores, casi todos los elementos destacados de su aportacion
cientifica se encuentran ya en esa primera memoria y solo la propagacion
del calor en un cuerpo infinito, que conduce a lo que llamamos integrales de
Fourier, se echa en falta. En [28] se puede ver una tabla comparativa de los
temas tratados en las dos memorias y el libro de Fourier.

En sus tres obras Fourier comienza deduciendo la ecuacién que gobierna
la difusién del calor. Después resuelve el problema de la distribucion de tem-
peratura en un tiempo dado a partir de la distribucién en el instante inicial, en
varios casos. Para ello inventa el método de separacién de variables, también
conocido como método de Fourier. Para escribir la solucién necesita escribir
la funcion que da el dato inicial como suma de una serie trigonométrica. Este
es precisamente el aspecto del trabajo de Fourier del que nos vamos a ocupar
aqui, dejando a un lado otros méritos.

Aunque se presenta de varias maneras segun el tipo de problema estudiado,
en el caso general y para una funcién de periodo 27 el problema consiste en,
dada una funcién f, encontrar un serie trigonométrica

a | :
5 —|—;(ak cos kx + by sin kx), (1)

cuya suma coincida con f(z) para cada x. En primer lugar Fourier decidié que
los coeficientes debian venir dados por las férmulas

™ 1 ™
ap = — f(x) coskx dz, b = — f(x)sinkz dz . (2)
TJ 7 -

(El factor 1/2 del primer sumando de (1) se pone para que la férmula de
ap sea la misma que la de los demds aj.) La manera en que Fourier dedujo
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esta férmula es cuando menos curiosa®, utilizando sistemas lineales de infinitas
ecuaciones, pero también presenté en el libro el argumento habitual de orto-
gonalidad. Véase [8], ademas de la obra original [26]. La serie trigonométrica
(1) en la que los coeficientes se eligen segin las férmulas (2) se llama serie de
Fourier de f. Escribiremos Sy f la suma parcial de la serie de Fourier de f
correspondiente a los términos desde k = 0 hasta k = N.

Tras considerar varios ejemplos Fourier afirma ([26, pdg. 259]):

Las series ordenadas segtin los cosenos y los senos de arcos
multiplos son siempre convergentes, es decir, que dando a la va-
riable un valor cualquiera no imaginario, la suma de los términos
converge cada vez mas hacia un unico limite fijo, que es el valor de
la funcién desarrollada.

Puede uno preguntarse a qué tipo de funciones pretende Fourier aplicar
sus desarrollos trigonométricos. Podemos leer en [26, pag. 552]:

En general, la funcién f z representa una sucesion de valores u
ordenadas, cada una de las cuales es arbitraria. Como la abscisa
x puede recibir una infinidad de valores, hay un ndmero igual de
ordenadas f x. Todas tienen valores numéricos concretos, sean po-
sitivos, negativos o nulos. No se supone que estas ordenadas estén
sujetas a una ley comun; se suceden de cualquier manera, y cada
una de ellas se da como si fuese una sola cantidad.

Tomada literalmente, ésta es una definicion moderna de funcién. Sin embar-
go, en la practica Fourier siempre considera propiedades mas restrictivas de
las funciones, incluso su representacién en serie de Taylor. Nunca dudé de
la posibilidad de definir los coeficientes ya que «los coeficientes de las series
trigonométricas son dreas definidas» (26, pag. 259]). Fourier estd dando por
sentado que siempre hay un area bien definida entre la grafica de una funcion
y el eje de abscisas.

En cuanto a la convergencia, indica que no le parece necesario demostrarla,
que es facil ([26, pdg. 247]). A continuacién podemos leer lo siguiente:

Esto no resulta solamente de que los valores de los términos
disminuyen continuamente; pues esta condicién por si sola no basta
para establecer la convergencia de una serie. Es necesario que los
valores a los que se llega aumentando continuamente el niimero de
términos se acerquen cada vez mas a un limite fijo y no se separen
de éste mas que en una cantidad que puede hacerse menor que
toda magnitud dada: este limite es el valor de la serie. Pues bien,
se demuestra rigurosamente que las sucesiones de las que se trata
satisfacen esta ultima condicién.

Lebesgue comenta en [49, pag. 29] que aunque el método no es riguroso, «es interesante
sobre todo por la ingeniosidad de las transformaciones que efectiia Fourier».
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Aunque sin la precisiéon formal de la definicién de Cauchy, el concepto de
convergencia de una serie parece estar bien establecido en Fourier.

A falta de demostraciones generales de sus resultados, lo que Fourier
nos legé no fue un teorema sobre la representaciéon de una funcién en serie
trigonométrica, sino un problema. Un problema en el que estaban implicados
los conceptos de funcién, integral, suma de series y, posteriormente, tipo de
convergencia. La influencia de este problema en el desarrollo de los conceptos
del andlisis matematico fue considerable.

Si situamos en los trabajos de Fourier la historia del problema, entonces
hay que decir que existe una prehistoria que comenz6 unos sesenta anos antes
con la discusién del problema de la cuerda vibrante por d’Alembert, Euler
y Daniel Bernouilli, y aportaciones posteriores de Lagrange y Clairaut. No
vamos a entrar en esta cuestién en la que tuvieron mas que ver las diferentes
concepciones de funcién que la determinaciéon de la serie y su convergencia
(véanse, por ejemplo, [38, cap. 22] o la introduccién de [56]). Que Fourier no
veia la funcién sujeta a una (sola) férmula como podia pensarse en el siglo
XVIII se puede ver en su afirmacién de que distintas series pueden dar la
misma funcién ([26, pag. 258]):

Si se nos propone una funcién f x, cuyo valor viene representado
en un intervalo determinado, desde x = 0 hasta x = X, por la orde-
nada de una linea curva trazada arbitrariamente se podra siempre
desarrollar esta funcién en una serie que no contendra més que los
senos, o los cosenos, o los senos y cosenos de arcos multiplos, o sélo
los cosenos de los multiplos impares.

Incluso la féormula de los coeficientes de Fourier aparece en alguna manera en
trabajos precedentes, como se puede leer en la documentada informacion de

[49].

3 . DIRICHLET Y LOS CRITERIOS DE CONVERGENCIA

Una vez planteado el problema de la representacién de funciones por series
trigonométricas, los intentos de probar la convergencia de la serie de Fourier
aparecieron inmediatamente. Poisson y Cauchy publicaron sendas pruebas in-
correctas, aunque sobre la de Poisson volveremos en la seccién 6. Fue Dirichlet”
quien en 1829 inaugurd una nueva época ya que publicé el primer resultado
correcto de convergencia ([15]):

Si la funcién @(x), cuyos valores se suponen finitos y deter-
minados, no presenta m&s que un numero finito de soluciones de

"Dirichlet, cuya familia era de origen francés, se trasladé a Parfs en 1822, con tan sélo 17
afnos, para estudiar matemaéticas. Alli entré en contacto con destacados matemaéticos, Fourier
entre ellos. Volvié a Alemania en 1825 y fue uno de los responsables de que la matemaética
alemana ocupase el primer lugar mundial durante casi un siglo.
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continuidad entre los limites —m y m, y si ademéds no tiene més que
un numero determinado de maximos y minimos entre esos mis-
mos limites, la serie [de Fourier] cuyos coeficientes son integrales
definidas dependientes de la funcién () es convergente a un valor
expresado generalmente por %[o(z+€)+@(z —¢)], donde € designa
un numero infinitamente pequeno.

Es decir, si una funcién acotada es continua a trozos y monétona a trozos, su
serie de Fourier converge en cada punto a la semisuma de los limites laterales
de la funcién.

El articulo de Dirichlet comienza indicando las razones por las que la
prueba de Cauchy no era vélida. Después estudia las integrales —hoy llamadas

de Dirichlet—,
b .
sin kt
[ a0 % e (3)

sint

con 0 < a<b<n/2y g mondtona. Deduce que cuando k tiende a infinito
convergen a cero, excepto cuando a = 0, en cuyo caso convergen a g(0+). El
estudio de esas integrales estd motivado por la representacion integral de la
suma parcial

sin(IV +1/2)t

dt
sint/2 ’

1 ™
Snfl@)=—[ flz—1)
™ —T
donde reconocemos la presencia de lo que hoy llamamos nicleo de Dirichlet.
El resultado de convergencia se obtiene aplicando el resultado probado para
las integrales (3).

La demostracion original es estrictamente rigurosa y se lee sin dificultad,
aunque hoy es habitual presentarla en forma diferente (por ejemplo, con el
segundo teorema del valor medio para integrales). La continuidad a trozos de
las funciones no se usa en realidad en ningin lugar de la prueba, pero incor-
porandola Dirichlet se asegura de que las integrales que dan los coeficientes
de Fourier estdan bien definidas. En efecto, le sirve la definicién de Cauchy
para la integral, que data de 1823. Al final de su articulo Dirichlet sugirié una
condicién més amplia de integrabilidad que podria aceptar un nimero infinito
de discontinuidades y mostré las dificultades para extenderla a «todas» las
funciones:

Tenemos un ejemplo de una funcién que no cumple esta condi-
cién [de integrabilidad] si suponemos ¢(x) igual a una constante
determinada ¢ cuando la variable x tiene un valor racional e igual
a otra constante d cuando esta variable es irracional. La funcion
asi definida tiene valores finitos y determinados para todo valor
de z y, sin embargo, no se puede sustituir en la serie [de Fou-
rier], puesto que las diferentes integrales que entran en esta serie
perderian todo su sentido en este caso.
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Aqui la referencia a la pérdida de sentido la podemos entender no sélo como la
imposibilidad de usar la definicion de Cauchy —la funcién ni siquiera sera in-
tegrable en el sentido de Riemann—, sino que incluso la afirmacién de Fourier
de que los coeficientes son «areas definidas» queda en entredicho.

Ademas de por el interés de su resultado, el trabajo de Dirichlet vino a
clarificar los términos en que se planteaba el problema. Por una parte, no
podemos hablar de coeficientes de Fourier mas que para las funciones para
las que las integrales que aparecen en las féormulas tienen sentido. Por otra,
Dirichlet comprendié que no habia que buscar un resultado tan general como
Fourier sugeria, sino condiciones suficientes que asegurasen la convergencia de
la serie. Inaugurd asi los criterios de convergencia. En un trabajo posterior
([16]) ampli6 su resultado al caso de funciones no acotadas, con la condicién
anadida de que sean absolutamente integrables.

Figura 2: Peter Gustav Lejeune-Dirichlet (1802-1856) y Camille Jordan (1838—
1922).

En 1881 Camille Jordan extendié el criterio de Dirichlet a las funciones
de variacién acotada ([33]). Probé que toda funcién de variacién acotada se
puede escribir como diferencia de dos funciones crecientes, por lo que se limité a
senialar que «la demostracion de Dirichlet es aplicable, sin modificacién». El
concepto de funcién de variacién acotada nacié precisamente en ese trabajo
de Jordan®. Indicé que «las funciones de oscilacién limitada forman una clase
bien definida, cuyo estudio podria presentar algin interés» y mostré algunas de
sus propiedades. En particular, la posibilidad de que una funcién de variacion
acotada tenga una cantidad infinita de discontinuidades en cualquier intervalo,
lo que le sirvié para mostrar que una posible condicién necesaria y suficiente
de integrabilidad que Dirichlet sugeria al final de su articulo no era necesaria.
Como es bien sabido, las funciones de variacién acotada han tenido muchas
otras aplicaciones en andlisis matematico.

8Jordan usé en [33] el término fonction & oscillation limitée, en la primera edicién de su
Cours d’Analyse 1o cambid por el de fonction & variation limitée, y en la segunda edicién
por el de fonction a variation bornée, que fue el adoptado finalmente.
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Un criterio de convergencia sencillo de aplicar se debe a Rudolph Lips-
chitz?. Este mostré en su tesis que si la funcién f satisface

[f(z+1) = fx)] < CJt*

para algin a > 0 y todo t suficientemente pequeno, la serie de Fourier de f
converge a f(x) en el punto z. Se reconoce inmediatamente que la condicién
sobre la funcién es lo que llamamos una condicién de Lipschitz (aunque a
veces este nombre se reserva para el caso @ = 1 y se llama condicién de
Holder al caso general). Es facil dar una prueba del resultado de Lipschitz
utilizando la representacién de Dirichlet y el lema de Riemann-Lebesgue (que
mencionaremos en la siguiente seccién). Pero la prueba original de Lipschitz no
es tan sencilla; él no disponia del lema, debido al retraso en la publicacién del
trabajo de Riemann y, a cambio, su prueba pasaba por el criterio de Dirichlet.

Exactamente con los mismos medios —ntcleo de Dirichlet y lema de Rie-
mann-Lebesgue— se puede probar con facilidad el criterio de Dini, que engloba
al de Lipschitz ([14, pdg. 114]). Dice que si la funcién |f(x +t) — f(z)|/t es
integrable en un entorno de cero, la serie de Fourier de f converge a f(x). Se
pueden introducir variantes adecuadas, tanto en el criterio de Lipschitz como
en el de Dini, para cubrir los casos en que la funcién no sea continua.

Figura 3: Rudolph Lipschitz (1832-1903) y Ulisse Dini (1845-1918).

Los criterios de Dirichlet-Jordan y de Lipschitz-Dini son los habituales en
los libros. A veces se suelen presentar otros de principios del siglo XX, debidos
a Lebesgue, de la Vallée-Poussin y Young. En [6, cap. I1I] aparecen todos ellos
comparados entre si; véanse también [31], [64] o [65].

Curiosamente el articulo en que Lipschitz publicé sus resultados ([50]) estd escrito en
latin, lo que en 1864 ya no era habitual (el articulo anterior del mismo nimero de la revista
también es de Lipschitz y estd en alemdn). En 1913 se publicé en Acta Mathematica una
traduccién al francés de Paul Montel.
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4 . RIEMANN

Es casi imposible pasar por un tema importante de las matematicas del
siglo XIX sin mencionar a Riemann. Continuador de la obra de Dirichlet,
Riemann presenté en 1855 su trabajo escrito de habilitacion titulado Sobre
la representabilidad de una funcion en serie trigonométrica ([56], un amplio
extracto en castellano aparece en [24]) que, sin duda, es uno de los varios con los
que su autor merece pasar a la historia de las matematicas. No fue publicado
hasta 1867, un ano después de su muerte. En el trabajo se distinguen tres
partes: comienza con un recorrido histérico, sigue con la generalizacion de la
integral de Cauchy y finalmente se ocupa de las propiedades de las sumas de
series trigonométricas. Un andlisis de la memoria de Riemann se puede leer en
[52].

La parte historica es un excelente repaso a la situacién del problema a
lo largo de los cien anos anteriores y la divide en tres secciones: de Euler a
Fourier, de Fourier a Dirichlet y desde Dirichlet. Termina diciendo ([24, pég.
52)):

La cuestién de la representabilidad de una funcién mediante
una serie trigonométrica sélo ha sido resuelta hasta ahora bajo
los dos supuestos de que la funciéon admita integracién en todo el
recorrido, y que no posea infinitos méximos y minimos. Si no se
hace la dltima presuposicién, entonces los dos teoremas integrales
de Dirichlet son insuficientes para decidir la cuestién; mas si se
suprime la primera, ya no es aplicable la propia determinacién de
los coeficientes de Fourier.

Un poco antes ha indicado que todas las funciones que intervienen en los
fenémenos naturales caen bajo el teorema de Dirichlet pero que la extension
del concepto de integral merece la pena por dos motivos:

En primer lugar, como Dirichlet mismo senala al final de su
memoria, este asunto estda en la mds estrecha conexién con los
principios del calculo infinitesimal, y puede servir para traer dichos
principios a una mayor claridad y precisién. En este sentido su
consideracién tiene un interés inmediato.

Mas, en segundo lugar, la aplicabilidad de las series de Fourier
no se limita a investigaciones fisicas; hoy se han aplicado con éxito
también a un campo de la matematica pura, la teoria de niimeros,
y aqui parecen ser de importancia precisamente aquellas funciones
cuya representabilidad mediante series trigonométricas no ha in-
vestigado Dirichlet.

Descrita la necesidad de extender la nocion de integral, a ello dedica la
continuacién de su memoria. Su integral modifica ligeramente la definicién
de Cauchy, pero a diferencia de éste, que s6lo se ocupa de funciones con-
tinuas (a trozos), Riemann se interesa por el estudio de la clase méxima de
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funciones a las que se puede aplicar, las funciones integrables (integrables Rie-
mann dirfamos hoy). Fue capaz de dar una caracterizacién en términos de la
oscilacion y, con ello, de construir funciones integrables con un conjunto denso
de discontinuidades.

En la parte final de la memoria aborda el estudio de las series trigonométri-
cas. Al fijar los coeficientes de éstas por la férmula de Fourier estamos dejando
fuera la posibilidad de representar una funcién por otra serie trigonométrica
que no sea la de Fourier. Riemann pretende recuperar esta posibilidad y busca
propiedades de las sumas de series trigonométricas generales, es decir, condi-
ciones necesarias para que una funcién sea representable.

Para nuestros fines, el recorrido [de la funcién] sélo se debe
someter a las condiciones necesarias para la representabilidad de la
funcién; por ello, se deberian buscar, en primer lugar, condiciones
necesarias para la representabilidad, y a continuacion elegir entre
ellas las suficientes para la representabilidad. Por tanto, mientras
los trabajos anteriores mostraron que si una funcién tiene esta y
aquella propiedad, entonces es representable mediante la serie de
Fourier; nosotros deberemos partir de la pregunta inversa: si una
funcién es representable mediante una serie trigonométrica, ;qué se
deduce de ello acerca de su recorrido, acerca de la variaciéon de su
valor al variar continuamente su argumento? ([24, pag. 58]).

Riemann observé que si los coeficientes de una serie trigonométrica tien-
den a cero, la serie integrada término a término dos veces es uniformemente
convergente. Habria que derivar dos veces la funcién asi obtenida para dar la
suma de la serie y para ello introduce una especie de derivada generalizada.
En realidad, estaba inventando un método de sumabilidad. Los teoremas de
Riemann estdn en la base de los estudios de Cantor sobre la unicidad de se-
ries trigonométricas ([12]). Con respecto a las series de Fourier aparecen dos
resultados importantes:

1. Los coeficientes de Fourier de una funcidn integrable tienden a cero (lema
de Riemann-Lebesgue).

2. La convergencia o divergencia de la serie de Fourier en un punto sélo
depende de los valores de la funcion en un entorno del punto (principio
de localizacion).

5 . FUNCIONES CONTINUAS, CONVERGENCIA UNIFORME Y DIVER-
GENCIA

Cauchy habia escrito en su Cours d’Analyse que el limite de una sucesién
de funciones continuas es una funcién continua (lo que implicaria de paso que
s6lo las funciones continuas son representables por series trigonométricas).
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Figura 4: Bernhard Riemann (1826-1866) y Eduard Heine (1821-1881).

Ante la evidencia de que no era cierto, la necesidad de «corregirlo» condujo al
concepto de convergencia uniforme. Parece que Weierstrass ya lo habia tenido
en cuenta desde 1842 y que lo habia recogido de su maestro Gudermann; desde
luego fue un concepto comin en sus cursos de Berlin ([17] y [27, sec. 3.12]).
Las primeras publicaciones en que aparece se deben a Seidel y Stokes y son de
1847.

En 1870 Heine publicé un trabajo ([30]) que comenzaba indicando cémo
Weierstrass habia demostrado que la convergencia uniforme permitia integrar
término a término una serie de funciones, lo que sin esa condiciéon podia ser
falso. Por tanto, no estaba justificado que si una serie trigonométrica repre-
sentaba a una funcién, sus coeficientes tuvieran que ser los dados por la férmula
de Fourier. Incluso, senalaba Heine, los criterios de convergencia solo decian
que la serie de Fourier convergia a la funcién, pero no que no pudiese haber
otras series trigonométricas con la misma suma. Esto conduce inmediatamente
a la cuestion de la unicidad: ;pueden dos series trigonométricas distintas tener
la misma suma? Cantor estudié este problema por influencia de Heine y sus
investigaciones le condujeron al estudio de subconjuntos de la recta real con
implicaciones en la futura teoria de conjuntos y en los conceptos topoldgicos.
Un analisis de los trabajos de Cantor y sus implicaciones posteriores aparece
en [12].

Otra cuestién sugerida por el planteamiento de Heine era la de determi-
nar condiciones para la convergencia uniforme y a ello dedicé su articulo. Su
teorema principal probaba que la serie de Fourier de una funcién continua con
un ndmero finito de maximos y minimos (condiciones de Dirichlet) converge
uniformemente!®. Y senalaba que «todavia no se sabe si una serie que repre-
senta a una funciéon continua tiene que converger uniformemente, lo que es
implicitamente aceptado».

OFatou hizo notar que toda condicién de convergencia puntual se puede transformar en
una condicién de convergencia uniforme en un intervalo con los cambios adecuados ([49, pag.
62]).
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A pesar de esa conviccién general que Heine sugeria, la sorpresa no tardé en
llegar. En 1873, sélo tres anos después de la publicacién del articulo de Heine,
Paul du Bois-Reymond anuncié un contraejemplo ([7]) que mostraba que la
serie de Fourier de una funcién continua puede ser divergente en un punto.
No s6lo no era uniformemente convergente, ni siquiera puntualmente. Una vez
conocido el resultado fueron apareciendo otras construcciones para el contrae-
jemplo, debidas a Schwarz, Lebesgue y Fejér. La de Lebesgue se puede ver en
[49], la de Fejér de [22] se reproduce en [65]. Hoy es habitual presentar el resul-
tado en forma no constructiva utilizando el principio de acotacién uniforme,
que aparecerd de nuevo en la seccién 9.

Figura 5: Paul du Bois-Reymond (1831-1889) y Lipot Fejér (1880-1959).

6. FEJER Y LA SUMABILIDAD

Una solucién al problema de representacién de funciones continuas creado
por el resultado de du Bois-Reymond vino de cambiar la manera de sumar
la serie. En 1900, Fejér publicé un trabajo ([21]) en el que mostraba que la
funcién continua se recupera siempre, y con convergencia uniforme, si antes
de pasar al limite se toman los promedios de las sumas parciales. Es decir,

b S0 @)+ S1f (@) + - + Syf(a)
N—oo N+1

= f(z) uniformemente,

si f es continua.

El resultado de Fejér permite recuperar una funcién a partir de sus coefi-
cientes de Fourier. Pero también el método de las sumas de Poisson. Precisa-
mente la «falsa prueba» de Poisson que mencionamos en la seccién 3intentaba
ver que

[e.e]
. ao k .
lim — + E " (ay cos kx + b sin kz) = f(z). (4)
r—l— 2
k=1
Este resultado no valdria para probar la convergencia de la serie, como Poisson
pretendia, pero si como un método de recuperar la funcién a partir de sus
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coeficientes de Fourier. Y aunque la prueba de Poisson no fuese completa, si lo
era la que en 1872 habia publicado H. A. Schwarz para funciones continuas
en su trabajo sobre el problema de Dirichlet en un circulo ([61]). Podemos
preguntarnos por qué se dio mas importancia al resultado de Fejér. Una posible
explicacion que se ha avanzado es que el método de Poisson no utiliza la serie
de Fourier, sino sus coeficientes, mientras que Fejér recupera la funcion a partir
de las sumas parciales. Plancherel hace notar en [54] que el método de Fejér
necesita un solo paso al limite y el de Poisson dos (precisamente el cambio de
orden de estos dos pasos es crucial).

Al final de su articulo, Fejér indica que a partir de su teorema «se puede
dar una teoria general y nueva de la integral de Poisson», que él no veia como
sumabilidad de la serie de Fourier sino como solucién del problema de Dirichlet.
Puesto que Frobenius habia probado que si si son las sumas parciales de la
serie »_ ay se tiene

. kK ... S1t+8s+---+8N
iy St g g

siempre que el segundo miembro exista, esta aplicacion al problema de Dirich-
let pudo ser la causa del interés de Fejér en el estudio de las medias aritméticas;
en su articulo, sin embargo, da la mayor relevancia al resultado para series de
Fourier y la mencién a la integral de Poisson queda reducida al comentario
mencionado. Sobre el trabajo de Fejér y su importancia véase [34].

Las criticas de Cauchy y Abel habian dejado en mal lugar la manipulacion
de series divergentes, que de uno u otro modo existia desde el siglo XVII. En
la dltima parte del siglo XIX ya hay intentos serios de formalizar métodos de
sumabilidad y en 1901 encontramos uno de los grandes libros sobre el tema,
Lecons sur les séries divergentes de E. Borel. El resultado de Fejér vino a
reforzar el interés por las series divergentes, ya que ahora habia algo con lo
que comparar la suma asignada, la funcién original. En el articulo [63] se
presenta el desarrollo histérico de la teoria de series divergentes y se incluye
la prueba original de Frobenius de (5).

7 . EL PROBLEMA RENACE

Aparentemente el siglo XIX se cerraba con respuestas satisfactorias para
las series de Fourier. Se tenfan varios criterios de convergencia, se sabia que las
funciones continuas podian tener series de Fourier divergentes, se recuperaba
la funcién original si se utilizaban métodos de sumabilidad para la serie. En
1924 Michel Plancherel escribié un informe sobre el desarrollo de la teoria
de las series trigonométricas durante el ultimo cuarto de siglo, es decir, el
primer cuarto del siglo XX ([54]). Inmediatamente se observa que, lejos de
haberse terminado, el problema siguié siendo un campo de gran actividad:
el articulo de Plancherel trae mas de 200 referencias, casi todas posteriores a
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1900. Las razones —cualquiera que conozca la historia del analisis matematico
las intuye— fueron el nacimiento de la teoria de la medida e integracion de
Lebesgue y del analisis funcional.

La tesis de Lebesgue con la que nace su teoria de integracién aparecié en
1902. La nueva teoria trajo mas funciones integrables, pero no sélo eso: la
identificacion de funciones que coinciden en casi todo punto sugiere una nueva
manera de comparar la suma de la serie y la funcién de partida, podrian no
coincidir en todos los puntos pero de modo que la discrepancia sea sélo en un
conjunto «pequeno», es decir, de medida nula. Pregunta que se abria incluso
para funciones continuas.

El propio Lebesgue estudio las series de Fourier con la nueva herramienta.
En un trabajo de 1903 ([48]) escribié: «voy a aplicar la nocién de integral al es-
tudio del desarrollo trigonométrico de las funciones no integrables en el sentido
de Riemann». Ademds de extender resultados previos al nuevo contexto, dio
un ejemplo de funcién integrable con su definicién, pero no con la de Riemann,
que tenia serie de Fourier convergente. Durante el curso 1904-05 impartié un
curso sobre series trigonométricas en el College de France, del que surgié su
libro Legons sur les séries trigonométriques ([49]) publicado en 1906.

Algunos de los resultados de Lebesgue son los siguientes:

1. Los coeficientes de Fourier de una funcion integrable tienden a cero (lema
de Riemann-Lebesgue).

2. 51 una serie trigonométrica converge a una funcion integrable acotada,
es la serie de Fourier de su suma.

3. Si f es integrable, los promedios de las sumas parciales de su serie de
Fourier convergen a f en casi todo punto.

4. La serie que resulta al integrar término a término una serie de Fourier
stempre es convergente y su suma es una primitiva de la funcion original.

Una vez probado el lema de Riemann-Lebesgue, tanto el principio de lo-
calizacion como el criterio de convergencia de Dini, por ejemplo, se extienden
inmediatamente a la nueva clase de funciones integrables. El resultado de su-
mabilidad nos dice que siempre se recupera la funcién de partida (en casi todo
punto, como no podia ser de otra manera) con el método de Fejér. El resultado
de integracién término a término junto con el teorema de derivacién de inte-
grales del propio Lebesgue tiene como consecuencia un método para recuperar
la funcién original a partir de sus coeficientes de Fourier; en efecto, en casi
todo punto se cumple

_ap d & ag sin kx — by cos kx
fa) =5 +da:; k ‘

Fatou observé que hay series trigonométricas convergentes que no son series
de Fourier (la suma no es integrable en el sentido de Lebesgue), por ejemplo,
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Y psinkx/logk ([49, pag. 124]). Si fuese una serie de Fourier, al integrarla
término a término y evaluar en z = 0 deducirfamos que ), 1/(klogk) es
convergente, lo que es falso.

Figura 6: Henry Lebesgue (1875-1941) y Frygies Riesz (1880-1956).

8 .  SISTEMAS ORTOGONALES Y TEORIA L2

FEn los primeros afos del siglo XX se desarrollaron los conceptos que condu-
jeron a la teoria de los espacios de Hilbert, nombre popularizado anos después.
Partiendo de trabajos previos sobre ecuaciones integrales de Volterra, Fred-
holm y otros, D. Hilbert y su alumno E. Schmidt se encontraron con valores
propios y funciones propias, propiedades de ortogonalidad, sistemas lineales
de infinitas ecuaciones, etc., y desarrollaron los conceptos asociados a los es-
pacios de sucesiones [2. Junto con las ideas que Fréchet esbozaba en su tesis
de 1906 sobre espacios métricos, Riesz elaboré la nociéon de distancia en los
espacios de funciones L? y poco después llegaron los teoremas que permitian
la identificacién de funciones de cuadrado integrable con sucesiones de 2.

Fatou demostré en [20] que la igualdad de Parseval

1 ™ 2 o0
[ s@Pde =2+ S @+ )

T k=1

se cumple sin mas hipétesis que f € L2. Para entonces ya se conocia en
condiciones mas restrictivas sobre la funcién (ver referencias en [37, pag. 100])
y debe su nombre a un resultado de Parseval de 1799, publicado en 1806 —
anterior, por tanto, a la primera memoria de Fourier—, en que se probaba de
manera formal.

El resultado reciproco, que completd el panorama, es debido independien-
temente a Frigyes Riesz y a Ernst Fischer en sendas notas en los Comptes
Rendus de 1907 ([57], [25]). Ambos lo enuncian para sistemas ortogonales de
funciones, no exclusivamente para el sistema trigonométrico. Por ejemplo, la
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versién de Fischer es (adaptando algo los términos): sea 1, pa, ... un conjunto
numerable de funciones de L*(a,b), que forma un sistema ortonormal. Si la
serie de términos constantes no negativos a3 +a3+--- converge, a1+ azps+

- convergerd en media cuadrdtica a una funcion ¢ definida en casi todo punto

y tal que aj, = f; PP
Fischer prueba primero la completitud de L?: las sucesiones de Cauchy
convergen en la norma de L?. Una vez probado esto, puesto que de las hipStesis
sobre {ar} y {¢x} se deduce inmediatamente que las sumas parciales de
i @k forman una sucesion de Cauchy, se obtiene su resultado. La prueba de
Riesz comienza con el sistema trigonométrico y extiende después el resultado
a una familia ortonormal cualquiera a través de un sistema lineal de infinitas
ecuaciones. Una consecuencia inmediata del teorema de Riesz-Fischer es la con-
vergencia en norma cuadratica de la serie de Fourier: limy_.o ||Sn f— f]l2 = 0.
La identificacién del espacio de funciones L? con el de sucesiones % fue
un resultado clave en la construccién de la teoria de los espacios de Hilbert.
Anos después Riesz senalé como uno de los grandes éxitos de la integral de
Lebesgue el hecho de que L? se construya sobre ella. El sistema trigonométrico
se convirtié en un ejemplo modelo de base ortogonal y las series de Fourier de
funciones de L? resultaron ser desarrollos en esa base ortogonal.

9 . CONVERGENCIA EN LP

La convergencia en L? de la serie de Fourier sugerfa el estudio del problema
andlogo en los espacios LP: jes limy_,o ||SNf — pr =0 para f € LP si p es
distinto de 27 Para p finito, por supuesto, ya que si p = oo la convergencia
seria uniforme y el limite debena ser una funcién continua (y ya sabemos que
ni siquiera eso es suficiente).

La primera respuesta vino en sentido negativo: Banach y Steinhaus pro-
baron en 1918 que no hay convergencia en media, es decir, en L' ([4]). Los
nombres de los autores evocan el principio de acotacion uniforme, que cierta-
mente estd relacionado con su resultado. Pero en su forma abstracta el prin-
cipio de acotaciéon uniforme aparecié por primera vez unos anos mas tarde
([5]), ¥ en ese articulo Banach y Steinhaus mencionan la no convergencia en
la norma de L' como una de sus aplicaciones.

Fue Marcel Riesz!! quien consiguié demostrar en 1923 que la respuesta a la
convergencia en norma es afirmativa si 1 < p < co. Se suele citar a menudo la
fecha de 1927, que corresponde a su articulo [59], pero ya antes habia anunciado
el resultado en [58], una nota publicada en los Comptes Rendus de 1924. Riesz
no trabajé directamente con las sumas parciales, sino con la funcién conjugada,

"'Marcel Riesz, hermano menor de Frigyes Riesz, nacié en Hungria en 1886 y allf realizé su
tesis doctoral. A instancias de Mittag-Leffler se trasladé a Suecia en 1911 donde fue profesor
en Estocolmo y Lund hasta su retiro. Asi que tanto la convergencia en norma como la puntual
de series de Fourier acabaron siendo «productos suecos».
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concepto que proviene del andlisis complejo a través de la armoénica conjugada
de la solucién del problema de Dirichlet en el circulo. Para una funcién f cuya
serie trigonométrica viene dada por (1), su funcién conjugada, f, es la que
tiene como serie asociada

Z(—bk cos kx + ag sin kx).
k=1

Est4 claro por los resultados mencionados en la seccién anterior que si f esté en
L?, también lo esta f y reciprocamente. Riesz probé que lo mismo ocurre en
LPsil<p<oo.

Es interesante leer la correspondencia que mantuvo con Hardy a propdsito
de este resultado ([11]). En junio de 1923 Riesz comunicé a Hardy que habia de-
mostrado que «dos series trigonométricas conjugadas son siempre simultdnea-
mente series de Fourier de funciones de la clase LP (p > 1)». Inmediatamente
Hardy contest6 diciendo que estaba muy interesado en el resultado y queria
ver la prueba. Varios meses después Hardy, que no habia recibido la prueba
de Riesz, insistié con un imperativo «I want the proof», al que seguia una ex-
plicacién: «Tanto yo como mi alumno Titchsmarsh hemos intentado en vano
probarlo. (...) Ya no merece la pena si usted lo ha conseguido. Pero como T.
estd ocupado en las cuestiones correspondientes sobre integrales, es vital para
él tener la prueba de este teorema tan fundamental».

Por fin, en diciembre de 1923, Riesz escribié todos los detalles de la prueba
en una carta a Hardy. La prueba se divide en tres partes: (i) si el exponente es
par; (ii) si el exponente no es entero; (iii) si el exponente es impar. Usaba co-
mo propiedad bésica que las potencias de una funcién analitica son analiticas,
aunque tuvo que cuidar los detalles de esa definicién para exponentes no en-
teros. Para exponentes impares se veia obligado a aplicar un argumento de
dualidad, que también explicaba en detalle. La respuesta de Hardy muestra
su sorpresa: «muy elegante y hermoso. (...) Es sorprendente que ninguno de
nosotros lo haya visto antes (jni siquiera para p = 4!)». La sencilla prueba de
Riesz para el caso p = 4 es asi: sea u arménica en el disco unidad y sea v su
arménica conjugada tal que v(0) = 0. De la férmula de Cauchy aplicada a la
funcién analitica (u +iv)* en |z| =7 (r < 1) se deduce

27 ] . 27 .
/ (u(re™) + qv(re)) dt = 27u(0)? < / u(ret)idt.
0 0

(En el ultimo paso se usa la propiedad de la media de las funciones arménicas
y la desigualdad de Holder.) Considerando la parte real del miembro de la
izquierda se sigue facilmente que ||v||4 < C||ul/4 sobre cada circunferencia de
radio r centrada en el origen (con C' independiente de r). Basta tomar el limite
cuando r tiende a 1 para obtener el teorema. El mismo procedimiento vale para
los dema&s exponentes pares.
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La prueba que Riesz envié a Hardy es la misma que aparecié publicada
en [59] y esbozada en [58]. La convergencia en norma L de la serie de Fourier
aparece como aplicacién del resultado para la funcién conjugada.

Meses antes, cuando aun no le habia enviado los detalles, Riesz le habia
escrito a Hardy: «es enormemente curioso que mientras mi demostracion es
por asi decirlo trivial para los exponentes pares, para los exponentes impares
no tengo por el momento més que una demostracion indirecta pasando por los
exponentes no enteros». Hoy sabemos que hecho el caso de exponentes pares,
el més sencillo, se puede utilizar interpolacién para completar los exponentes
p > 2y dualidad para 1 < p < 2. Si Riesz no siguié ese camino fue porque no
tenia aun teorema de interpolacién. Quiza motivado por su interés en hacer
mas sencilla la demostracién de su teorema, el propio Riesz demostré el primer
teorema de interpolacién'? ([60]) y lo aplicé a la funcién conjugada en la
manera indicada. Hoy dia la parte de la demostracion original de Riesz que
trata de los exponentes no enteros ha caido en el olvido.

5
LAY

Figura 7: Marcel Riesz (1886-1969) y Andrei Kolmogorov (1903-1987).

Entre las dos publicaciones de Marcel Riesz aparecié un articulo de Kol-
mogorov ([41]) en el que probaba una desigualdad débil para la funcién con-
jugada de una funcién de L':

supt|{z : |f(2)| > t}| < C||f||r-
t>0

De aqui se deduce que la sucesién {Sy f(x)} de sumas parciales de una funcién
f integrable converge en LP para 0 < p < 1. La desigualdad débil junto con
un teorema de interpolacién de Marcinkiewicz, de finales de los afios treinta,
también permite deducir el teorema de Marcel Riesz.

12Este teorema es parte de lo que hoy llamamos teorema de Riesz-Thorin. Olof Thorin,
alumno de Riesz, introdujo las propiedades de las funciones analiticas en la prueba y exten-
di6 el teorema original en 1939.
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10 . CONVERGENCIA EN CASI TODO PUNTO

Nikolai Lusin publicé en 1913 una nota en los Comptes Rendus en la que
presentaba una condicién necesaria y suficiente para la convergencia puntual
de la serie de Fourier de una funcién de L? ([51]). Lusin comenzé viendo que
la serie de Fourier de f converge en casi todo punto si y sélo si se cumplen
simultaneamente:

2tant/2

t=f(x) ct.p. (6)

lim / fle+t)- f( )cosntdtzo, (7)

donde f es la funcién conjugada de f. (Las integrales en cero se entienden como
valor principal.) Probé que (6) se cumple para toda funcién de L?, de modo que
(7) quedaba como tnica condicién necesaria y suficiente. Dice Plancherel ([54]):
«pero esta condicién no es simple e ignoramos si la serie de Fourier de una
funcién continua o de una funcién de cuadrado integrable tiene necesariamente
puntos de convergencia y si su conjunto es de medida positivar. Ahora bien,
satisfecha la condicién (6) Lusin indica que es «infinitamente probable» que lo
mismo ocurra con (7). Su argumento se basa en que la existencia de la integral
en (6) es debida a la cancelacién y no al tamano, y que como cosnt tiene
sus valores positivos y negativos uniformemente distribuidos, la cancelacion
deberia seguir aplicindose por igual. Ahi nace la conjetura de Lusin: la serie
de Fourier de una funcién de L? converge en casi todo punto.

Lusin present6 su tesis en 1915 y fue nombrado profesor de la univer-
sidad de Moscu. Alli, junto con su maestro Egorov, encabezé un extraordi-
nario grupo de investigacion —que los estudiantes llamaban Luzitania— al
que pertenecieron Aleksandrov, Suslin, Menshov, Khinchine, Urysohn, Kol-
mogorov, Nina Bari, Lyusternik, Shnirelman y Novikov, entre otros. La tesis
de Lusin, Integracion y series trigonométricas, incluia una larga colecciéon de
problemas abiertos que fue una inagotable fuente de trabajo para su escuela.
Los resultados mas importantes sobre convergencia y divergencia puntual an-
teriores al teorema de Carleson aparecen en los primeros trabajos del joven
Kolmogorov, uno de los mas destacados matematicos del siglo XX y alumno
de Lusin ([53]).

Kolmogorov demostrd en 1923 que existe una funcién integrable cuya serie
de Fourier diverge en casi todo punto ([39]) y poco después, en 1926, fue capaz
de llevar la divergencia a todo punto ([42]). Ademds obtuvo dos resultados de
convergencia:

= en 1924 demostré la convergencia lagunar para funciones de cuadrado
integrable: sinjy1/ng > A > 1y f € L2, entonces la sucesion {Sn, f(z)}
converge a f(x) en casi todo punto ([40]);
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= en 1926 dio con Seliverstov ([43]) la siguiente condicién suficiente para
la convergencia en casi todo punto de la serie de Fourier:

o
Z ay +b2 )logn < +oc0.
n=1

Esta condicién, obtenida independientemente por Plessner ([55]), permaneci6 co-
mo mejor resultado conocido durante cuarenta anos.

Sin embargo, la conjetura de Lusin permanecia sin respuesta y el tiempo
hizo cambiar de opinién a los expertos en cuanto a su veracidad. La primera
monografia de Zygmund sobre series trigonométricas ([64], 1935) ni siquiera
menciona la conjetura de Lusin. Pero mas significativa es la manera en que
presenta el problema en su segundo libro ([65], 1959). Primero dice en el pre-
facio que «el problema de la existencia de una funciéon continua con serie de
Fourier divergente en todo punto estd todavia abierto». Luego leemos en el
texto (vol. 2, pag. 164):

Es concebible que la estimacién Sy f = o((logn)/?) sea 6pti-
ma. Esta es una conjetura muy fuerte, porque implica en particular
la existencia de una f € L? con serie de Fourier divergente en casi
todo punto. El problema esta abierto.

M4s adelante trae el siguiente comentario (vol. 2, pag. 165):

El teorema que sigue arroja alguna luz sobre el problema to-
davia no resuelto de la existencia de una funcién de L? con serie
de Fourier divergente en casi todo punto

Claramente se ve que Zygmund no estd sugiriendo la conjetura de Lusin, sino
su negacién. «El teorema que sigue» se refiere a la siguiente observacién de
Calderén, que fue importante en la resolucién del problema: si Sy f(z) con-
verge a f(x) en casi todo punto para funciones de L?, entonces

supt®|{z : sup Sy f ()| > t}| < O/ f|3- (8)
t>0 N

La otra gran monografia sobre series trigonométricas fue escrita por Nina
Bari, alumna de Lusin, y publicada en 1961 (en ruso, [6] es la edicién inglesa
de 1964). En el capitulo VIII presenta el resultado de Lusin y explica los
argumentos en que Lusin basé su conjetura. Después anade:

La hipdtesis de Lusin no ha sido ni confirmada ni refutada,
aunque ya han pasado cuarenta anos desde que fue propuesta. Sin
embargo, los argumentos que condujeron a ella no tienen ninguna
fuerza hoy dia.
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Se basa en que con argumentos semejantes se llegaria a concluir que si f y f
estdn en L', la serie de Fourier convergeria en casi todo punto, lo que se sabe
que no ocurre. Por tanto, indica, para probar (7) el hecho de que f estd en L?
debe usarse en forma esencial, no sélo la existencia en casi todo punto de la
integral en (6).

Figura 8: Nikolai Lusin (1883-1950) y Lennart Carleson (1928).

Ante esta situacion el resultado que Lennart Carleson obtuvo en 1965
fue una auténtica sorpresa. En efecto, probd que la conjetura de Lusin era
cierta: la serie de Fourier de una funcién de L? converge en casi todo punto.
Por tanto, también la de una funcién continua'®, lo que tampoco se conocia
hasta entonces. Su prueba consistié precisamente en probar que (8) se cumplia
([9]). El propio Carleson ha contado més de una vez que comenzé buscando
un contraejemplo y terminé produciendo una prueba. He aqui sus palabras
tomadas de [19]:

La gran autoridad en esos dias era Zygmund y él estaba com-
pletamente convencido de que lo que uno tenia que obtener no
era una prueba sino un contraejemplo. Cuando yo era un joven
estudiante en Estados Unidos, tenia una idea de cémo producir
unas funciones muy complicadas para un contraejemplo, encon-
tré a Zygmund y él me animo a hacerlo. Estuve pensando durante
unos quince anos por aqui y por alld sobre cémo hacer que esos
contraejemplos funcionasen, y la cosa interesante que sucedi6 fue
que me di cuenta por qué debia haber un contraejemplo y cémo
habia que construirlo. Pensé que ya habia comprendido cudl era la
base y entonces para mi sorpresa pude probar que ese contraejem-
plo «correcto» no podia existir, y me di cuenta de repente de que
habia que intentar lo contrario, habia que intentar probar lo que
no estaba de moda, es decir, probar la convergencia. El aspecto

13Este resultado para funciones continuas se completa con el siguiente de Kahane y
Katznelson: dado un conjunto cualquiera de medida nula, existe una funcién continua cuya
serie de Fourier diverge en ese conjunto [36].
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mas importante al resolver un problema matemaético es la convic-
cion de cudl es el resultado verdadero. Entonces me llevé dos o
tres anos, usando las técnicas que habian sido desarrolladas en los
veinte anos anteriores.

El premio Abel 2006 fue otorgado a Lennart Carleson. El jurado destacé va-
rios de sus resultados, pero indudablemente el nombre de Carleson va unido
sobre todo al teorema de convergencia en casi todo punto de las funciones de
L2

Poco después Richard Hunt extendié el resultado de Carleson hasta cubrir
el rango de todos los espacios LP con p > 1 ([32]).

11 . LoOS ANOS RECIENTES

El teorema de Carleson con la extensién por Hunt supuso la culminacion
de un camino que habia empezado siglo y medio antes. En cierto modo, las
grandes cuestiones sobre la convergencia de las series de Fourier quedaban
resueltas.

La prueba de Carleson, ademas de la sorpresa que hemos mencionado,
también trajo consigo una fama de impenetrabilidad. Se decia que era dificil
de entender. Pero una vez sabido cudl es el resultado verdadero, es mas facil
intentar otras pruebas. Pronto llegé una segunda debida a Charles Fefferman
([23]), distinta en los métodos, pero no por eso mds sencilla. Durante mu-
cho tiempo el resultado estaba ahi, pero no parecia que las pruebas hubiesen
abierto nuevos caminos. Se escribieron libros con detalles de la demostracién,
como el de J. Arias de Reyna ([3]) que pretende explicar la motivacién de
cada paso de la prueba de Carleson. M. Lacey y C. Thiele resolvieron una
conjetura sobre la transformada de Hilbert bilineal basandose en parte en los
métodos de la prueba de Fefferman, lo que a su vez les permitié escribir su
propia prueba del teorema de Carleson ([47]; una versién més detallada con
informacién adicional es [46]). Estas pruebas de Lacey y Thiele estan escritas
para la transformada de Fourier en la recta real, aunque se pueden transferir
a series de Fourier.

Una de los problemas en que se ha trabajado tras el teorema de Carleson-
Hunt es en ir llenando el hueco que queda entre L', donde hay series de Fourier
divergentes, y la unién de los espacios LP, p > 1, donde las series de Fourier
convergen en casi todo punto. Si consideramos un escala de espacios en la
que se introducen logaritmos, los mejores resultados actuales provienen de la
escuela rusa. Sea ¢ : [0, +00) — [0, 400) no decreciente y escribamos f € ¢(L)
si [o(|f(t)])dt < +o00. Tenemos los resultados siguientes:

1. sea logtt = logmax(t,1) y ¢(t) = tlog™ tlog™ logt log™t t; si f € ¢(L),
la serie de Fourier de f converge en casi todo punto (Antonov, [2]));

2. si ¢(t) = o(t/logt/loglogt) cuando t tiende a infinito, existe f en ¢(L)
con serie de Fourier divergente en todo punto (Konyagin, [44]).
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Fuera de la escala mencionada, Arias de Reyna construyé un espacio invariante
por reordenamiento, que contiene la clase de Antonov y para el que se tiene
la convergencia en casi todo punto ([3]). Para otros resultados y problemas
relacionados véase [45].

Por otra parte, mucho queda por hacer en dimensiones superiores. Tanto
que intentar una descripcion de resultados y problemas alargaria demasiado
este articulo. En [1] se puede encontrar un recorrido por la situacién del pro-
blema hasta finales de los anos ochenta y en [18] un resumen de resultados y
problemas abiertos.
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