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Ecuacion diferencial ordinaria de primeiro orde.
Algunhas aplicacions.

Miguel Antonio del Rio Vazquez.

Esquema da charla impartida o dia 24 de marzo de 2003 na Facultade de Matematicas
dentro do ciclo “Unha andaina pola matemdtica”.

Esta charla consistiu no resumo dalgins conceptos e aplicacions elementais en relacion
4s ecuacions diferenciais ordinarias de primeiro orde, baseado no visionado interactivo
do programa “Ecuaciones Diferenciales y problemas con valores en la frontera”
(Addison Wesley Longman, 2000).

Todas as referencias a laboratorios que aparecen no esquema da charla corresponden a
este programa, que creemos de grande utilidade para a comprensién dos conceptos
sobre os que tratamos.

I- ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA DE PRIMEIRO ORDE.

Ecuacion: F(t,x,x')=0

onde F:AcR> >R,

Solucion: tel > x(t)e R

tal que Vi€ I F(t,x(¢),x'(t)) =0, onde I éun intervalo da recta real.

Ecuacion en forma normal: x'= f(t,x)

onde f:BCR2 — R

(Solucién: te I — x(t)e R tal que Ve [ x'(t)= f(t,x(2)) ).

Problema de Cauchy para unha ecuacion de primeiro orde en forma normal.

x'= f(t, x)}

x(tp) = X,

Teorema (de Picard-Lipschitz).- Si D é wun aberto de R®> e
f:(t,x)e D— f(t,x)€ R ¢ continua e localmente lipschitziana respecto da
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variable X, entén para cada punto (fy,Xy)€ D existe unha tnica solucién do

problema de Cauchy

x'= f(t,x)

x(tg) = x,

Ademais, esta solucion esta definida nun contorno de f;.

Do teorema dos incrementos finitos siguese que as hip6tesis do teorema se cumplen
cando f e Dx f son continuas en D . O que, naturalmente, esta garantido si [ é de

clase lenD.

Laboratorio I.7.a,b,c.

Interpretacién grafica do concepto de solucion dunha EDO de primeiro orde en
forma normal.

Campo de direcciéns asociado a x'= f(¢,x).
Isoclinas: curvas sobre as que o campo ¢ constante, ( f(£,x) =¢)

Laboratorios:
1.2.a: Campos de direccidns e solucions.
1.6.a: Isoclinas.

Ecuacions autonomas.
Ecuacién autonoma: x'= f(x)

Notese que nestas ecuacions, dado que o campo non depende de £, as isoclinas son as
rectas X =cC.

Conceptos de dinamica cualitativa:

Orbita dun punto xy: Proxeccién sobre a recta ¢ =0 da grafica da solucién da ecuacion

por calquiera punto do tipo (#,X) para ¢ = ¢, cando sobre esta proxeccion se indica o
sentido de percorrido 6 crecer ¢ . Do caracter autdnomo do sistema siguese que a Orbita
é independente do valor de £, polo que frecuentemente se toma #, = 0.

Tipos de orbitas:

Punto fixo ou de equilibrio.

Punto con Orbita decrecente e punto con érbita crecente.

Punto fixo estable (atractor, sumideiro ou pozo).

Punto fixo inestable: repulsor (fonte) e nodo.

Determinacién da dindmica cualitativa da ecuacién x'= f(x) 4 vista da graficade f .
Recta de fases: E a recta £=0 cando nela se destacan os principais elementos da
dindmica cualitativa da ecuacion.

Sistema dinamico: A dinamica determinada pola ecuacion e que esta reflectida na recta
de fases, cofiécese como sistema dinamico asociado & ecuacion.
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Laboratorio: 1.3.c (x'=x(1-x)).
Bifurcacioén:
Familia de ecuaciéns autdnomas dependentes dun pardmetro:
x'= f(x,r)= f,(x).
Bifurcacién: cambio na dindmica cualitativa de x'= f(x,7) = fr (x), producida por
cambios no valor do parametro 7 .

O valor de 7 no que se produce o cambio chdmase valor ou punto de bifurcacion.

Laboratorio: V.23. a,b,c,d.

Diagrama de bifurcacién: O plano rx no que, para distintos valores de 7, se debuxa
verticalmente a recta de fases do sistema chamase diagrama de bifurcacion. Neste
diagrama tefien especial relevancia os valores de bifurcacion.

O seu cofiecemento é moi 1til en orde a prever e mesmo controlar o comportamento
dinamico do sistema actuando sobre o valor do pardmetro.

Laboratorio V.23. a,b,c.d.
IL.- EXEMPLOS DE APLICACIONS DAS EDOS DE PRIMEIRO ORDE.
Modelo Malthus:

Ecuacién: x'= X=X =rX.

Solucién por (0,x¢): x(¢) = xoert i
Determinacion dos parametros.

Laboratorio 1.3.a.

Outras aplicaciéns desta ecuacion: Descomposicion radioactiva (determinacién da idade
dun f6sil); eleminacion de drogas por parte dun organismo vivo, etc.

Modelo loxistico:

x'= ax — bx? =ax(1—éx)=rx(l——)£):
a k

Ecuacion:
=%x(k—x)=Ax(k—x)
Onde a,b>0 e
r=ak=2=" 4=
b bk
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Solucién por (0,x¢) :

x(t)= o
xy + (k—xp)e

—rt

Compara-los modelos de Malthus e loxistico mediante unha tdboa de poboaciéns.

Laboratorios: 1.3.b. N'=rN(1— —]]\5)
L3.c. x'=x(1-x)

Outras aplicacions: Difusiéon dunha enfermidade contaxiosa, un rumor ou un avance

técnico.

x'= Ax(k —x)

Ecuacién loxistica con recoleccion.

x
'=x(1-)-h
x'=rx( k)

Laboratorio 1.3.d xX'=x(1-x)-h

Exercicio: Analizar o seguinte modelo.

x'=rx(1—§z—)—hx =(r—h)x(1—

r

*
r—h k

)

Questidns:
e ;Qué se pretende modelar?
(Sobre qué presupostos se fai o modelo?
(Qué ocurre no caso h=0?
(Cal é o comportamento asintdtico da dindmica?
(Pode considerarse un modelo correcto para o fin previsto?

Cambio da temperatura dun corpo debido 6 contacto co seu contorno.

Lei de Newton: T'=k(A-T), k>0

Solucien:  T(¢)= A+(Ty — A)e M

Laboratorio: 1.1.a.
Laboratorios: 1.1.a,b para a determinacion de k

Unha Andaina pola Matrematica
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Ecuacions diferenciais ordinarias lineais de 2° orde: o oscilador
mecanico.

Miguel Antonio del Rio Vazquez

Esquema da charla impartida o dia 31 de marzo de 2003 na Facultade de Matemdticas
dentro do ciclo “Unha andaina pola matematica’.

Esta charla consistiu nun somero recordatorio do estudio das ecuacions que modelan o
oscilador mecédnico masa-resorte, nos distintos supostos, baseado no visionado
interactivo do programa “Ecuaciones Diferenciales y problemas con valores en la

frontera” (Addison Wesley Longman, 2000).
Todas as referencias a laboratorios que aparecen no esquema da charla corresponden a
este programa, que consideramos de grande utilidade na comprension das cuestions que

abordamos.
OSCILADOR MECANICO.

Consideremos un sistema formado por un resorte do que pende unha masa m , como se
indica na figura. Supofiamos que estamos en ausencia de gravidade, o que non supén
restriccion algunha.

. t fv>0
x>0
| fv<0
=0 m
x<0
Ecuacién: Como veremos a ecuaciéon mdis xeral que rixe este sistema adoptard a
forma mx'"'+bx'+kx = F (1),

onde m,k>0,b20.

Importancia do modelo: Permite interpretar por analoxia con este simil mecénico de
facil asimilacion, moitos outros fenémenos rexidos por ecuacions lineais de 2° orde con
coeficientes constantes positivos.

Exemplo: Circuito R,L,C. Oscilador eléctrico.

R
L
E{®)
C
Unha Andaina pola Matematica 24
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Ecuacién : Lq"+Rq'+ ?1:— q=E()

Correspondencias na analoxia

xX&>q bR
ve ke1/C
mée L F(t) & E(1)

1) Oscilador non amortecido.

Supoiiamos que non hai ningtin tipo de friccién no sistema, € que sobre 0 mesmo non

actia forza externa algunha.

Ecuacion: Facendo uso da 22 Lei de Newton e da Lei de Hooke, obtense

ma=f =-kx,
con k > 0 (rixidez).

E dicir, mx"+kx =0

Oy, o que é o mesmo, Xx''+—x=0.
m

/ k
Pofiendo @ = ,/— , obtense x+w?x=0.
m

Ecuacién diferencial homoxénea de 2° orde e coeficientes constantes que “modela” o

comportamento do oscilador.

Ecuacién caracteristica D? + ®? =0 e autovalores D = i .

Solucidn xeral:
x(t) = c; coswt + c,senax .

A solucion particular polas c.i.

x(0) = x, }

x'(0)=v,
Yo
resulta: x(t) = x, coswt +—senwr .
w
va ¢ X
E, pofiendo A=\/012+c§ = xg+—°2— Semp:_L:__O_’
(O A A
Cr Vol
cosq):—z—: 0 ,
A

Unha Andaina pola Matremdatica
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obtense
x(t) = Asen(¢ + wt)

k

Noétese que mentres que 4 e @ dependen das condiciéns iniciais, @O =,[—
m

depende soamente das caracteristicas do sistema.
A solucién ¢, entén, unha funcién sinusoidal de frecuencia @ /27 (periodo 27T /@ ) e
amplitude A.

Laboratorio IL.9.b,c con b=0.
Observar a enerxia do sistema.

2) Oscilador amortecido.

Supofiamos agora que 0 mecanismo anterior esta suxeito a unha friccién debido 6 medio
no que se move, pero que sobre €l non actua ninguna forza externa. Dacordo cos datos
empiricos supofiemos que a forza que se opén 6 movemento pola friccién €
proporcional 4 velocidade, — Bx' (B > 0 € o coeficiente de amortecemento)

Neste caso da segunda lei de Newton temos
ma=f=—kx- fx' , conk,B>0.
E dicir,
p

k
x"+=x"+—x=0.
m m

Ecuacion lineal homoxénea de 2° orde con coeficientes constantes, que adoita escribirse
na forma

X" +2bx'+@%x =0,
L k
6pofier b=—"—, @ =,—.
2m m
Nétese que se b= f§ =0, estamos no apartado 1).
A sta ecuacidn caracteristica €

D? +2bD+1=0,

¢ os autovalores — b+ /b? — o’

Asi a solucién xeral dependera dos tamafios relativos entre b e @ .

Caso a) Oscilador sobreamortecido.

Supofiamos b > @ . Entén, os autovalores, /11 e /'12 , son negativos e distintos polo que
a solucidén é

t Aqt

x(t)= cle/11 +cye 2,

con ¢; e ¢, dependendo das condiciéns iniciais.
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Polo tanto, a solucion tende a 0 sin oscilacions, para todas as condicions iniciais, si ben
pode ter un cambio de signo dependendo destas condiciéns (6 mais ten un maximo ou
un minimo local).

Laboratorio 11.10.a.

Caso b) Oscilador subamortecido.

Supofiamos b <@ . Os autovalores son agora complexos, —bkiV w? —b? , € a
solucion xeral toma a forma

x(t) =
e (¢, cos tNw* — b + cysen t/ w* - b?)

Asi que as oscilacions de x(f) no contorno do punto de equilibrio se amortecen

exponencialmente  segin  transcurre o  tempo, debido 6  primeiro

factor. Laboratorio I1.10.a.

Caso ¢) Oscilador criticamente amortecido.

E o caso de transicién entre os dous anteriores, correspondente a b = @ .
Neste caso — b & un autovalor doble, polo que a solucion xeral é
x(H)=cie” +eyte™ =(c + czt)e_bt ,
que tende exponencialmente a 0, pero que dependendo das condiciéns iniciais pode

presentar un cambio de signo. O comportamento ¢ cualitativamente similar 6 caso
sobreamortecido (6 mais ten un maximo ou un minimo local).

Laboratorio I11.10.b.

3) Oscilador forzado.

Supofiamos que agora aplicamos 4 masa do resorte unha forza externa do tipo
f(t)= Fsenwt . Entén da 2% Lei de Newton temos
m.a = —kx — Bx'+Fsenwt .

Que coas transformaciéns aplicadas nos casos anteriores, queda

x"+bx'+w’x = Fsenwt .

Esta é unha ecuacion lineal non homoxénea con coeficientes constantes. Su solucién
xeral se obtén sumando a unha solucion particular da completa a solucién xeral da
homoxénea asociada. Polo que a solucién, ademdis de depender de @e b, tamén

dependerade Fe w.

Caso a. Supofiamos b # 0 .

, .z c - 2 2
Entén os autovalores da ecuacién homoxénea asociada son —bE Vb —@°, e o

operador diferencial anulador do termo independente ten por autovalores £ wi .
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Do anterior pddese deducir que a solucion xeral da ecuacién completa é

x(t)= —F2bw coswt+
(0% —w?)* +4w?b?
F(o* —w?)
5 ) 55 senwt +
(@ —w")  +4w’b
+
l Solucién xeral homoxénea asociada ]
= Asen(¢p +wt)+
+
| Solucion xeral homoxénea asociada |
con
= F24b*w? + F? (0* —w2)2
[a)2 —w?)? +4wb? ]
— F2bw
ond = (0% —w?)? +4w?D?
A
F (a)2 - wz)
cosd = (0% —w?)* +4w’b?
A

Do primeiro termo dicese que é a parte estacionaria € do enmarcado que € a parte
transitoria pois, como se veu no apartado 2), tende a 0 nos tres casos: sobreamortecido,
subamortecido, e criticamente amortecido.

— k
Observar na formula de 4 o que ocurre cando @ =— —>w, b — 0

m
Laboratorio 11, conb #0.

Caso b. Supofiamos b =0.
A ecuacion éenton  x''+@°x = Fsenwt .

Polo que a solucion da homoxénea asociada, 6 ter por autovalores @i, é do tipo
¢ cost + c,senat = Asen(¢ +x) .
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A particular da completa depende da relacion entre w y @, tal como a continuacion se
describe:

1) w? .
Neste caso os autovalores da homoxénea son * @i ¢ os do anulador da completa + wi .
De aqui deducese que a solucion xeral da completa €

F
x(t) = —— senwt + ¢; COS O + C, Sent =
* —w? : 2

——— senwt + Asen(¢ + o).

O —-w
Asi que x(#) ¢é unha superposicién de dous sinusoides de frecuencias w/27 e
®/2r.

Laboratorio 11,con =0, m=2 y k=w=1.

iy w2 =0? (w=z10).

Este é o caso cofiecido como resonante.

Os autovalores da homoxénea, * @i, coinciden cos do operador anulador do termo
independente, + wi . Asi que a solucion xeral da completa toma a forma

x(t) =t(by coswt + bysenwt) +
C; COS + cysent =
tAsen(¢ + wt)+ Asen(¢ + wr)

Onde o segundo termo é acotado mentres que o primeiro tende a infinito.
Fenomeno de resonancia.

Debe notarse que éste € un caso de caricter tedrico, de trasicion entre os anteriores.

Sen embargo, como foi notado mais arriba, o crecemento excesivo de x(?) xa aparece
cando b é pequefio e @ e w toman valores moi proximos. Por outra parte, a experiencia
demostra, que éste ¢ un fenémeno que se da na realidade, e que hai que ter en conta a
efectos practicos. Nestes casos, a partir dun certo tamafio de x(#)a Lei de Hooke xa
non € aplicable, o que invalida o modelo a partir de un certo valor de f.

Laboratorio 11,con 5=0.

1
Ponerd=—=—-—=w .
m

Logo tomar para esos valores b — 0, para ver se pode apreciarse o comportamento
cando nos aproximamos é caso de resonancia.

acercamiento al caso

Unha Andaina pola Matematica 29



