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1. Membranas fluidas

Nuestro objetivo es la descripcion de un modelo matemdtico simple que, basa-
do en las propiedades fisicas del sistema, sirva para el estudio de la morfologia y
de los cambios morfologicos de cierto tipo de membranas fluidas.

La fisica de membranas se desarroll6 para el estudio de las emulsiones y
micro-emulsiones, presentes en casi todos los campos de actividad humana: In-
dustrias quimicas y farmacoldgicas, cosmética, medicina, petroliferas, etc... Sin
embargo, el modelo que presentamos aqui, es el primero de una saga construida a
partir de la geometria de las membranas y de la analogia de éstas con los cristales
liquidos. Se debe, esencialmente, a Helfrich, [2], [6].

Pero, ;qué entendemos por membranas fluidas? Cuando se combinan dos flui-
dos inmiscibles se forma una superficie de separacion (interfase) entre ambos flui-
dos (fases) que tiene propiedades especificas. En particular, la tensién superficial
de la interfase es la responsable de la cohesion de un liquido y hace que éste mani-
fieste una firme determinacidn a presentarse en la forma de gotas. Por ejemplo, las
gotas de agua. De hecho, si uno aplasta con una cuchara una gota de agua sobre la
superficie de una mesa, las moléculas de agua no se desparraman libremente, sino
que tienden a formar nuevas gotas mds pequefias.

La tension superficial de la interfase se puede reducir afiadiendo sustancias
surfactantes (tensioactivos). Los surfactantes se adhieren a la bifase propiciando
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42 Un Paseo por la Geometria

la formacién de, por ejemplo, peliculas de jabén, que no son més que un estrato
de agua encerrado entre capas de sustancia surfactante. Las peliculas y pompas de
jabon son los tnicos ejemplos de membranas fluidas a nivel macroscépico. Los
surfactantes son un elementos de una familia mds 4mplia de sustancias conocidas
como anfifilos. Estas sustancias estan formadas por moléculas “esquizofrénicas”,
que constan de una parte polar hidréfila llamada “cabeza” y una parte no polar
hidréfoba conocida como “cola”.

Una mezcla de anfifilos y un fluido acuo-
so se llama sistema binario. En un sis-
tema binario los anfifilos se organizan de
tal manera que las cabezas forman una

. @ © 1y . planar phospholipid bilayer
especie de “sandwich”, bicapa, que pro- l with edges exposed to water
tege del agua a las “colas”. A temperatura
ambiente las bicapas anfifilas se manifies- m D))
tan generalmente como un fluido y for- l B
man lo que llamamos membranas fluidas.
En muchas ocasiones, cuando la concen-
tracién y las condiciones son adecuadas, ;
estas membranas se cierran sobre si mis- R AR
mas formando una especie de bolsas o

sacos cerrados. Es lo que conocemos con
el nombre de vesiculas (ver fig. 1). Figura 1
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Figure 10-5. Molecular Biology of the Cell, 4th Edition.

El tipo de membranas (vesiculas) que vamos a considerar aqui son ldminas
ultrafinas formadas por lipidos y otras moléculas anfifilas. En los sistemas biol6-
gicos estas membranas presentan interfases complejas que dividen el espacio en
compartimentos separados y son responsables de la arquitectura del sistema. A
pesar de su complejidad todas las biomembranas comparten el mismo principio
estructural: su unidad constructiva bésica estd formada por una bicapa de molécu-
las de lipidos, que es responsable de su enorme flexibilidad. Ejemplo: Células
animales, glébulos rojos, etc...

Dependiendo de la temperatura y presion osmética las membranas fluidas pre-
sentan una gran variedad de formas diferentes y de cambios morfolégicos. Como
seflalamos al principio, aqui pretendemos dar una breve introduccion al estudio
de la morfologia de las membranas fluidas, usando un modelo matemdtico que
se basa en las propiedades eldsticas de las mismas y en el principio de minima
accion. En este estudio las principales herramientas matematicas que se usan son:
la Geometria Diferencial, para la construccion del modelo; la Geometria Diferen-
cial, el Célculo de Variaciones y la teoria de Ecuaciones Diferenciales para su
desarrollo tedrico; y, finalmente, el Calculo Numérico para mejorar nuestra pers-
pectiva del problema y posibilitar el contraste experimental. Obviamente, dada la
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naturaleza de esta exposicion, prescindiremos de la mayoria de los detalles técni-
COs.

2. Modelo matematico

La construccién de un modelo depende, evidentemente, del tipo de propie-
dades que queramos estudiar o destacar. En nuestro caso, obviamos la composi-
cién quimica de la bicapa y suponemos que la membrana es fluida, uniforme,
incompresible y eléstica. En estas condiciones, la forma de la membrana esta de-
terminada por las propiedades eldsticas de la misma.

En consecuencia, procederemos, primeramente, a determinar la energia elés-
tica que controla las deformaciones de la membrana para, una vez identificada
aquella, usar el principio de minima accidn, que establece que un sistema fisico
en equilibrio tiende a ocupar los estados de minima energia. Por lo tanto, la for-
ma de la membrana estard determinada por el equilibrio mecanico de las fuerzas
elésticas.

Las propiedades elésticas de las membranas fluidas hacen que éstas se com-
porten de una manera especial. En primer lugar, cualquier deformacién por ciza-
lladura se relaja a causa del flujo molecular en la membrana, por lo que sélo
hemos de tener en cuenta dos tipos de deformaciones eldsticas: las causadas por
elongacion-comprension y las resultantes de la flexion. En las bicapas de lipidos,
las primeras se pueden desestimar facilmente, puesto que la membrana comienza
a romperse en cuanto su drea cambia en apenas un 1 %. Por lo tanto, los unicos
componentes de la energia eldstica que son relevantes en las deformaciones de
una membrana fluida homogénea son los derivados de la tension superficial y de
la flexion. Y éstos a su vez estdn determinados por el drea y por la curvatura de la
membrana, respectivamente. Para simplificar el problema, a partir de ahora vamos
a considerar unicamente membranas cerradas, es decir, vesiculas. Una vesicula a
la que se hincha osméticamente experimenta una tension lateral y tiende a tomar
una forma esférica como la de las pompas de jabén, pero como el agua puede per-
mear la membrana, la vesicula readapta su volumen relajando la tensién. De esta
manera, las vesiculas alcanzan un estado de equilibrio donde la tension es basica-
mente nula. En resumen, la forma de una vesicula homogénea estd determinada,
esencialmente, por la energia de flexion que depende, a su vez, de la curvatura de
la membrana.

Puesto que la anchura de la membrana es mucho més pequefia que su didmetro,
podemos suponer que las vesiculas son superficies regulares compactas y sin bor-
de del espacio euclideo 3-dimensional, R*. Como dijimos anteriormente, la cur-
vatura de la superficie es el ingrediente principal de la energia eldstica. Por otra



44 Un Paseo por la Geometria

parte, la curvatura de una superficie regular estd codificada en un tensor llamado
segunda forma fundamental. Sin embargo, este tensor es, en general, dificil de
manejar, por lo que extraemos de él cierta informacién sobre la curvatura de la
superficie que es mucho mds simple y manejable, pero que sigue siendo suficien-
temente significativa. La informacién a la que nos referimos es la proporcionada
por las dos curvaturas principales de la superficie, que no son mas que un in-
dicativo del maximo y minimo grado de curvatura que la superficie es capaz de
alcanzar en cada punto. Ademads, en una teoria “lineal” de elasticidad, se requiere
que se verifique la ley de Hooke, por lo que la energia deberd depender cuadriti-
camente de las curvaturas principales, o lo que viene a ser lo mismo, dependera
de la semisuma de las curvaturas principales, curvatura media de la superficie H,
y del producto de las mismas, curvatura de Gauss de la superficie G.

Si las dos capas de la membrana no son idénticas, por ejemplo, si difieren en
su composicion quimica o encaran medios distintos, entonces aparece un término,
llamado curvatura expontdnea, representado aqui por ¢y, que mide esta asimetria.
Asi, en el caso de vesiculas asimétricas, debemos afadir un término extra a la
energia eldstica que es proporcional a la curvatura total media de la vesicula. En
definitiva, el coste energético de las deformaciones eldsticas de la vesicula viene
dado por:

&) = f(b(H—co)2 —cK)-dA, (5.1
S

donde b, c € R son constantes fisicas (mddulo de elasticidad, rigidez Gaussiana,
etc... ); H, K son las curvaturas media y de Gauss de la superficie S, respectiva-
mente; y ¢ es la curvatura espontanea.

Finalmente, tenemos que, puesto que no hay intercambio de moléculas entre la
membrana y la solucién que la circunda, el drea de la membrana permanece cons-
tante a temperatura constante. Ademds el volumen encerrado por la vesicula no
cambia libremente, sino que estd determinado por la presiéon osmética producida
por aquellos solventes que no traspasan la membrana. Estas ligaduras sobre el drea
y volumen se pueden integrar en la energia como multiplicadores de Lagrange vy,
en consecuencia, la energia libre que controla el sistema viene dada por

g(S):f(a+b(H—co)2—cK)-dA +dde, (5.2)
s Q

donde a (tension superficial), d son también constantes, y € es el recinto encerrado
por la vesicula.

De acuerdo con nuestro modelo, por tanto, aquellas superficies para las que
la energia &, definida en (5.2), es minima, nos van a proporcionar las posibles
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formas de la vesicula. El problema es entonces la determinacion de las superficies
cerradas que sean minimos (o, mds generalmente, puntos criticos) de (5.2).

Diferentes casos particulares de este modelo han sido considerados por mu-
chos autores a lo largo del tiempo (S. Germain, 1810; S.D. Poisson, 1812; G.R.
Kirchhoff, 1850; A.E.H. Love, 1906; P.B.Canhman, 1970; W. Helfrich, 1973; T.
Thomsem; H. Hopf; T.J. Willmore,...), dando lugar al nacimiento de importantisi-
mas familias de superficies con gran relevancia geométrica. Por ejemplo, si uno
considera el modelo anterior con:

e bicapa simétrica (cy = 0) y sin ligadura en el volumen (d = 0), entonces se
obtienen las superficies Minimales;

e bicapa asimétrica (cyp # 0) sin ligadura en el volumen (d = 0), entonces se
obtienen las superficies de Curvatura Media constante;

e bicapa simétrica (cy = 0), sin ligaduras ni en el drea a = 0 ni en el volumen
(d = 0), entonces se obtienen las superficies de Willmore.

Dado que estamos considerando superficies regulares compactas sin borde, los
dos primeros casos anteriormente mencionados no son de interés en este contexto,
pues, por una parte, la compacidad impide la existencia de superficies minimales
y, por otra parte, un teorema de Alexandrov asegura que las superficies de este
tipo con curvatura media constante son esferas.

Asi que, de las tres familias destacadas arriba, sélo nos quedan las superficies
de Willmore. Pero resulta entonces, en este caso, que las superficies de Willmore
no son otra cosa que los puntos criticos de la energia de flexion, ya que, si vamos
a (5.1), sustituimos ¢y = 0 y tenemos en cuenta que fs K - dA es un término que
s6lo depende de la topologia de la vesicula por el teorema de Gauss-Bonnet, se
obtiene que minimizar la energia de flexion es equivalente a minimizar

W) = sz “dA, (5.3)
S

que se conoce como energia de Willmore.

La energia de Willmore posee una importante propiedad : W(S) es invariante
mediante transformaciones conformes de R* (las transformaciones de R? que de-
forman las superficies sin alterar los dngulos de corte de las curvas, se llaman con-
formes). Esta propiedad tiene interesantes consecuencias fisicas, como veremos.
Un hecho importante que T.J. Willmore demostrd, es que el valor de la energia
(5.3) sobre una superficie es, al menos, 4x, y que vale 47 tinicamente sobre las
esferas. A continuacion, Willmore se pregunt6 sobre cudl de entre todos los toros
topoldgicos (esferas con un asa), el valor de ‘W(S) seria minimo.
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Un toro de revolucién estd determinado por dos
circulos, uno de ellos, el de radio mds pequefio gi-
ra alrededor del de radio mds grande. Cuando la
razén entre los radios es V2, el toro de revolucién
resultante se llama foro de Clifford, (figura 2). To-
dos los toros de Clifford estdn en la misma clase
conforme y la energia de flexién de uno cualquiera
es 27,

Pues bien, Willmore conjeturé que el minimo de la
energia de flexion en la clase de los toros topologi-
cos se alcanzaba sobre el toro de Clifford. Aunque
ha habido muchos intentos de probar la conjetu-
ra de Willmore, hasta ahora sélo se tiene respues-
ta afirmativa para algunas familias especiales de
toros. Recientemente, Kusner ha extendido la con-
jetura de Willmore a esferas con cualquier nimero
de asas: Para cualquier género topoldgico g, el
minimo de la energia de Willmore en la familia de
las esferas con g asas, se alcanza sobre la proye-
ccion estereogrdfica “mds simétrica” de la super-
ficie de Lawson del mismo género g. En la figura
3, tenemos una imagen de la superficie de Lawson
de género 2, L,.

Figura 3

Continuando con nuestro problema, podemos ahora usar técnicas del Célculo
de Variaciones, para computar la “primera derivada” de la energia. Asi, vemos
que las superficies que son puntos criticos de (5.3) son soluciones de la ecuacion
(ecuacion de Euler-Lagrange)

b{AH +2H(H? — K)} = 2(a+ b c))H +2bcy K —d = 0, (5.4)

donde A es un operador eliptico, llamado Lagrangiano, que depende de la geome-
tria de la superficie (cuando S = R?, entonces A = % + ;7).

Nos referiremos a la ecuacion (5.4) con el nombre de la ecuacion de la forma.
Las soluciones de (5.4) son las superficies candidatas a modelar nuestras vesicu-
las, pero sélo aquellas que sean ademads estables son fisicamente realizables. Para
distinguir unas de otras, seria necesario usar la “segunda derivada”, no obstante, la
férmula es tan compleja, que ni siquiera consideramos aqui el escribirla explicita-
mente.

Desde el punto de vista matemético, un problema importante seria demostrar

la existencia superficies minimizantes dentro de una clase topoldgica dada (con es-
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tas u otras condiciones de frontera). Sin embargo, los problemas que se plantean
son de una envergadura descomunal y no se conocen apenas resultados de exis-
tencia, salvo para algunas elecciones sencillas de los pardmetros.

3. Soluciones de la ecuacion de forma

Por el contrario, los fisicos y biofisicos estdin mds interesados en encontrar
soluciones explicitas de la ecuacion de la forma, pues a partir de ellas pueden
derivar propiedades fisicas del sistema. En este punto nos encontramos con un
gran obstaculo pues, al introducir coordenadas en nuestra superficie, la ecuacion
de forma (5.4) se transforma en un sistema de ecuaciones en derivadas parciales
de orden 4 para el que no hay método general de resolucion.

En una primera toma de contacto, podemos intentar buscar soluciones dentro
de familias mas o menos conocidas de superficies. De este modo es posible deter-
minar las esferas y toros de revolucion que son soluciones de (5.4). Por ejemplo,
si uno considera los toros de revolucién parametrizados de la forma :

x(u,v) = (r + rcosu)cosv,

y(u,v) = (r + rcosu)sinv, (5.5
z(u,v) = xbsinu; O<u,v< 2nm,

entonces el toro satisface la ecuacion de forma precisamente si

r= \/Er, r= 2% _(a <)

R G 5.6
a+ bct 2bcy (5.6)

en particular, tiene que ser un toro de Clifford. Otro ejemplo andlogo lo consti-
tuyen las inversiones respecto de esferas de toros de revolucion, conocidas como
ciclides de Dupin, pues también se pueden caracterizar aquellas que satisfacen la
ecuacion de forma.

De un modo mds general, se puede tratar de encontrar las superficies de re-
volucidn que satisfacen la ecuacion de forma y, eventualmente, clasificar las de
minima energia (5.3). En este caso la ecuacion de forma se simplifica a un sistema
de ecuaciones ordinarias de orden 2 6 3 (dependiendo del sistema de coordenadas
elegido en la superficie) pero, ain asi, no es posible encontrar las soluciones de
la ecuacién, salvo en algunos pocos casos. Uno de éstos, bastante significativo, es
cuando la curva generatriz de la superficie de revolucion es biconcava. Entonces es
factible resolver la ecuacion (5.4) por cuadraturas, y el resultado proporciona una
explicacion plausible de la forma de los glébulos rojos [1]. Poco més se conoce
sobre las soluciones explicitas de la ecuacién de forma.
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Otra posibilibidad consiste en buscar numéricamente las soluciones de la ecua-
cién de forma. Los trabajos de Berndl, Jiilicher, Lipowsky y Seifert, [3], [4], [5],
[10], van en esta direccion. En ellos los autores construyen un algoritmo que, en
principio, proporciona todas las superficies de revolucién que tienen minima ener-
gia de Willmore para un drea dada y un volumen encerrado dados. En realidad,
para evitar la ambigiiedad derivada del hecho de que la energia (5.2) es invariante
por homotecias (figuras homotéticas tiene la “misma” forma), lo que hacen es
clasificar numéricamente las superficies de revolucién que minimizan la energia
(5.3) para un volumen reducido dado (una variable de control definida como un
cierto cociente de volumen y drea). De esta manera consiguen demostrar un he-
cho notable. En efecto, los autores prueban, primero, que la familia formada por
los toros de Clifford y sus transformados conformes es, bdsicamente, una familia
uniparamétrica; y, segundo, que, aunque como consecuencia de la invarianza con-
forme de la energia de Willmore, todos los miembros de dicha familia tienen la
misma energia de flexién en el caso simétrico (cy = 0), es posible, sin embargo,
distinguir entre ellos con la sola ayuda del volumen reducido, pues corresponden
a dreas y volumenes distintos.

Toda superficie de revolucién compacta y sin borde es o bien del tipo topol6gi-
co de una esfera (esfera con 0 asas), o bien del tipo topoldgico de un toro (esfera
con un asa). Si buscamos vesiculas con un tipo topoldgico mas complicado, el
siguiente paso natural serfa considerar vesiculas que sean topolégicamente equi-
valentes a una esfera con dos asas. De acuerdo con la conjetura de Kusner, la
superficie de Lawson £, y sus transformados conformes deberian aparecer co-
mo soluciones a la ecuacion de forma para vesiculas con esta topologia. Por la
misma razon, algo semejante deberia ocurrir para vesiculas de género topolédgico
superior al segundo. Pero la situacion es ahora mas complicada, pues no se cono-
cen parametrizaciones explicitas de las superficies de Lawson de género superior.
Finalmente, en contraste con la clase conforme del toro de Clifford, la familia
conforme de la superficie de Lawson £, es 3-paramétrica y el volumen reducido
no puede seguir distinguiendo entre todos los miembros de la familia, ni siquiera
con la ayuda de otro pardmetro de control como es la curvatura total reducida.
En otras palabras, existen familias uniparamétricas de superficies en la clase con-
forme de £, con la misma energia de Willmore, el mismo volumen reducido y la
misma curvatura total reducida. Estas familias se llaman modos conformes.

4. Contraste experimental del modelo

(Hasta qué punto el modelo que acabamos de describir, es capaz de explicar
los cambios morfoldgicos en la vesiculas formadas por bicapas de lipidos? Los ex-
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perimentos que comentamos a continuacion han sido desarrollados por Bensimon,
Michalet y Muntz. Remitimos a los articulos [7], [8], [9], para una exposicion mds
detallada.

Antes de la introduccién del modelo, todas las formas de vesiculas que habian
sido observadas en el laboratorio eran del tipo topoldgico de la esfera. Por otra
parte, como hemos indicado en la seccion anterior, es conocida la clasificacion
numérica de las vesiculas que tienen la forma de una superficie de revolucion.

Estas pueden tener el tipo topolégico
de una esfera o de un toro. Bensimon
y Michalet produjeron en el laborato-
rio todas las formas previstas por el
modelo con la topologia de la esfera.
Es mas, consiguieron obtener vesicu-
las con la forma de un toro de Clifford
y de sus transformados conformes, que
estaban previstas por el modelo, pero
que no habian sido observadas previa-
mente. Véase la figura 4.

Vo = 0.80

Figura 4

Ademas, también lograron, con una tnica excepcion, producir todos los ejem-
plos con el tipo topolégico de un toro previstos por la clasificacion de Lipowsky
et al. Es obligado decir aqui, que, usando las mismas técnicas encontraron un
ejemplo de vesicula que no se encontraba en la clasificacion citada, aunque, segin
los autores, tiene una forma que es muy dificil de distinguir de otro ejemplo si
incluido. No obstante, este ejemplo también se puede obtener con el programa
de modelizacion grafica de K. Brakke, Surface Evolver, confirmandose numérica-
mente de nuevo su existencia.

Por otra parte, el andlisis numérico de la fa-
milia conforme del toro de Clifford en tér-
minos del volumen reducido mencionado en
la seccion anterior, proporciona un método
para comprobar experimentalmente la conje-
tura de Willmore. En efecto, en el laborato-
rio el volumen reducido de una vesicula esta
controlado por la temperatura. A 50°C gra-
dos, una vesicula con la forma de un toro
de Clifford, tiene un volumen reducido de
aproximadamente 0,71.

Figura 5
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Una disminucion de la temperatura produciria un aumento del volumen re-
ducido, pero con este nuevo valor del volumen reducido el toro de Clifford no
puede existir segin los resultados numéricos. Por lo tanto, la vesicula deberia
cambiar de forma minimizando al mismo tiempo la energia de flexion. Pero, de
ser cierta la conjetura de Willmore, el minimo absoluto de esta energia se alcanza
en los transformados conformes del toro de Clifford, luego lo natural seria que la
vesicula fuese adoptando suavemente la forma de estos transformados conformes
al ir disminuyendo paulatinamente la temperatura. Pues bien, este comportamien-
to se ha observado en el laboratorio, confirmando experimentalmente la conjetura
de Willmore (véase figura 5).

Con respecto a la existencia real de vesiculas con género topol6gico superior
a uno, Bensimon y Michalet también han obtenido en el laboratorio vesiculas con
género dos en la clase conforme de £, (véase, figura 6).

- 3 . . ] - " l v q

Figura 6

Como ya se ha sefialado en la seccién anterior, el anélisis numérico del pro-
blema para este tipo de vesiculas, prevé la existencia de modos conformes para
género dos. Es decir, existen familias uniparamétricas de superficies en la clase
conforme de £, con la misma energia de Willmore, el mismo volumen reducido y
la misma curvatura total reducida. En el laboratorio, el volumen reducido y la cur-
vatura total reducida se controlan mediante la temperatura y la presiéon osmética.
Imaginemos que se establecen en el laboratorio las condiciones de temperatura y
presién osmotica propicias para la obtencidn de una vesicula con la forma de L.
Entonces, como existe una familia uniparamétrica de posibles formas con la mis-
ma energia que £, y, ademds, de acuerdo con la conjetura de Kusner, la energia
de £, es la minima posible, resulta que una vesicula en estas condiciones no sabe
que forma adoptar de entre todas las posibilidades que ofrece ese modo conforme.

La interpretacion experimental seria entonces que, con un ligero estimulo
térmico, una vesicula de esta familia cambiaria de forma dentro de su modo con-
forme y con el mismo nivel de energia. Este fendmeno se conoce con el nombre
de difusion conforme. Pues bien, en la figura 7, podemos apreciar una familia de
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vesiculas de género dos, comportandose de acuerdo con el fendmeno de difusion
conforme.

% .B C D r‘E
c I '_.-') ‘;,-J Jr\: ) ( \

| >

Figura 7

Este hecho supone una comprobacién experimental de la conjetura de Kusner
para género dos, refrendando de nuevo el modelo que hemos construido a lo largo
de las paginas anteriores.

Naturalmente, no podemos esperar que un modelo tan simple como el estu-
diado pueda ofrecer una explicacion satisfactoria a todos los fendmenos posibles
en el universo de las membranas y vesiculas. Sin embargo, la “simpleza” aparece
sOlo en la construccidn del modelo, pues los problemas a los que da lugar el desa-
rrollo del mismo son de una complejidad matematica extraordinaria. Existen otros
modelos més sofisticados, en los que la energia del sistema también depende de
las curvaturas de la membrana, que son capaces de explicar situaciones mas com-
plicadas, pero la dificultad matemadtica también se incrementa considerablemente.
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