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1. DEFINICION DEL OBJETO DE LAS MATEMATICAS,
CONEXION CON LAS OTRAS CIENCIAS Y LA TECNICA

Mateméticas (pafdnuatika, griego, de pafnua — conocimiento, ciencia),
la ciencia sobre las relaciones cuantitativas y las formas espaciales del mundo
real.

“Las matematicas puras tienen como objeto las formas espaciales y las
relaciones cuantitativas del mundo real, y partieron siempre de la realidad. El
hecho de que este material tenga una forma extremadamente abstracta, sélo
puede oscurecer ligeramente su origen del mundo exterior. Pero para estar en
situacién de investigar estas formas y relaciones en forma pura, es necesario
separarlas totalmente de su contenido, dejando este ultimo de lado como algo
indiferente” (Engels F., ver Marx K. Engels F., Obras, 2 edic., vol. 20, p. 37).

El caricter abstracto de las matemadticas, sin embargo, no indica su se-
paracion de la realidad material. En relacién indisoluble con las demandas de
la tecnologia y de la ciencia natural el volumen de relaciones cuantitativas y
de formas espaciales estudiadas por las matematicas crece continuamente, de
manera que la determinacién general de las matematicas sea llenada por un
contenido cada vez mas rico.

M Articulo publicado en la Enciclopedia Soviética de 1936 (con versiones posteriores en
1954 y 1982). Su valiosisima traduccién del ruso corresponde a Benito Ferndndez y Enrique
Pastor, con la intermediacién amable e intensa de Pablo Huerga Melcén (todos ellos pro-
fesores del IES Rosario de Acufia, instituto piblico de Gijén desde el que han realizado el
trabajo principal, mas cuando no sabemos de ninguna otra traduccién del texto a un idioma
“occidental”).

Por estimar que carecia de sentido en el contexto de esta traduccién, hemos eliminado
las referencias cruzadas a otros articulos de la FEnciclopedia. Concretamente, Kolmogérov
remitia a las entradas: calculo de fluxiones; coordenadas; formula de Cardano; geometria
de Lobachevski; geometria de Riemann; magnitudes variables y constantes; método axio-
matico; nimero; nimeros eslavos; papiros matematicos; “Principios” de Euclides; simbolos
matematicos; tareas correctas e incorrectas; teoria de conjuntos; teoria de Galois; teoria de
las funciones (ademds de las entradas que se citan en la Conclusién, y que hemos mantenido
en su lugar).
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LAS MATEMATICAS Y OTRAS CIENCIAS

El campo de aplicacién de las matematicas es muy diverso. El campo
del uso del método matemaético es en principio ilimitado: todas las formas de
movimiento de la materia se pueden estudiar matematicamente. Sin embar-
go, el papel y el valor del método matematico son diferentes en los diversos
casos. Ningtin modelo matematico especifico agota la concrecion entera de
fenémenos reales; por lo tanto el proceso del conocimiento de lo concreto pro-
cede siempre en la lucha de dos tendencias: por un lado, estd el aislamiento
de las caracteristicas de los fenémenos estudiados y el andlisis 16gico de estas
caracteristicas, por otro lado, los andlisis de los momentos no contemplados en
las formas establecidas, y el paso a un examen mas flexible y completo de las
nuevas caracteristicas de esos fendémenos. Pero si las dificultades de estudiar
cualquier ambito de fenémenos consisten en la realizacién de la segunda ten-
dencia, si cada nuevo paso de un estudio esta conectado con el examen cualita-
tivo de los nuevos aspectos de los fendmenos, entonces el método matemaético
tiene que retroceder; en este caso el analisis dialéctico del fenémeno concre-
to entero solamente se oscurece por la esquematizacion matematica. Por el
contrario, caemos en la esfera de la supremacia del método matemadtico si las
caracteristicas basicas relativamente simples y constantes de los fenémenos
estudiados cubren estos fenémenos con alta exactitud y de manera completa;
sin embargo, dentro de los limites de estas formas fijas aparecen ya proble-
mas complejos suficientemente dificiles, que requieren un estudio matematico
especial, la creacién de un lenguaje simbolico especifico concreto y de un algo-
ritmo especial para su solucién. Un ejemplo tipico de la supremacia completa
del método matematico es la mecanica celeste, en la cinemdtica particular
de los planetas. Tener una expresion matematica muy simple de la ley de la
gravitacion universal determina casi totalmente el campo de los fenémenos
estudiados aqui. Con la excepcion de la teoria del movimiento de la luna, es
aceptable, en los limites de la exactitud de la observacién accesible a nosotros,
prescindir de la forma y de los tamanos de los cuerpos celestes y reemplazarlos
por “puntos materiales”. Pero para la solucién del problema de mover n puntos
materiales bajo la accién de las fuerzas de la gravedad aparecen dificultades
colosales ya en el caso de n = 3. En la actualidad con la ayuda del andlisis
matematico se alcanza gran exactitud en los resultados del problema elegido:
si el esquema légico es muy simple y refleja bien el conjunto de fenémenos
estudiados, toda la dificultad se reduce al desarrollo matemético del modelo
elegido.

Con el paso de la mecdnica a la fisica no aparece una disminucién sensible
del papel del método matemadtico; sin embargo, crecen considerablemente las
dificultades de su uso. Apenas hay campos de la fisica que no requieran el uso
de un aparato matematico muy desarrollado, pero la dificultad bésica de su
estudio consiste con frecuencia no en el desarrollo de la teoria matematica,
sino en la seleccién de los requisitos previos para el desarrollo matematico y
en la interpretacién de los resultados obtenidos matematicamente.
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De acuerdo con el ejemplo de ciertas teorias fisicas es posible observar la
capacidad del método matematico de cubrir el mismo proceso de avanzar en
el conocimiento de la realidad a partir de un paso al siguiente, mas nuevo y
cualitativamente més alto. Como modelo clasico puede servir la relacion entre
la teoria macroscopica de la difusion, que supone la distribucién continuada
de la sustancia, y la teoria estadistica de la difusion, que surge del examen del
movimiento de las particulas separadas de la sustancia que se difunde. En la
primera teoria la densidad de la sustancia que se difunde satisface una ecuacién
en derivadas parciales determinada. El estudio de los diversos problemas que se
relacionan con la difusion se reduce a la existencia de soluciones de la ecuacion
diferencial con las condiciones iniciales y de contorno apropiadas. La teoria
continua de la difusién transfiere el movimiento real de los fenémenos con
exactitud muy alta, puesto que se basa en escalas (nivel macroscépico) tem-
porales y espaciales que nos son comunes. Sin embargo, para partes pequenas
del espacio (que contiene solamente un pequeno nimero de las particulas de
la sustancia que se difunde) pierde su significado la definicién de densidad de
la teoria estadistica de la difusién procedente del examen de los desplazamien-
tos al azar de las particulas microscépicas que se difunden bajo la accién de
las moléculas del solvente. Las leyes cuantitativas exactas que gobiernan estos
desplazamientos microscopicos nos son desconocidas. Sin embargo, la teoria
matemadtica de las probabilidades permite (a partir de los requisitos previos
generales sobre la pequenez de los desplazamientos para los intervalos de tiem-
po y la independencia de los pequenos desplazamientos de una particula para
dos intervalos secuenciales de tiempo) obtener las consecuencias cuantitati-
vas especificas: determinar (aproximadamente) las leyes de la distribucién de
las probabilidades para los desplazamientos de las particulas para intervalos
grandes de tiempo (macroscépicos). Puesto que el nimero de particulas se-
paradas de la sustancia que se difunde es muy grande, entonces las leyes de
la distribucién de las probabilidades para los desplazamientos de particulas
separadas conducen, suponiendo la independencia de los desplazamientos de
cada particula de las otras, a las bien definidas normas de desplazamiento de
la sustancia que se difunde en su totalidad: a las ecuaciones diferenciales en
las que se construye la teoria. El ejemplo dado es suficientemente tipico en el
sentido que debido a unas cuantas regularidades (por ejemplo, las leyes del
movimiento de las particulas separadas de la sustancia que se difunde) ocurre
con mucha frecuencia la formacién de otra clase de normas cualitativamente
nueva (por ejemplo, las ecuaciones diferenciales de la teoria continua de la
difusién) por la estadistica de fendmenos del caso.

En ciencias bioldgicas el método matematico desempena un papel més
subordinado. En un grado incluso mayor que en biologia, el método matematico
tiene un lugar més bajo para el andlisis directo de fendémenos en lo social y lo
humano en su entera complejidad concreta. El uso de un método matematico
en lo biolégico, social y humano se logra principalmente con la cibernética
(véase la cibernética bioldgica, la cibernética médica, la cibernética econdmica).
Las matematicas tienen un valor esencial para el resto de las disciplinas so-
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ciales (como en las ciencias biolégicas) en la forma de una ciencia auxiliar, la es-
tadistica matematica. Sin embargo, en el analisis final de los fenémenos sociales
los momentos de la unicidad cualitativa de cada etapa histérica adquieren una
posicién tan dominante, que el método matematico retrocede nuevamente.

MATEMATICAS Y TECNICA

Los principios de la geometria aritmética y elemental, como serd evidente
tras la descripcién histérica, surgieron de las demandas directas de la practica;
la elaboracion adicional de nuevos métodos e ideas matemédticos nacen por
efecto de la ciencia natural matemdtica (astronomia, mecénica, fisica, etc.)
basandose su desarrollo en las demandas de la practica. Sin embargo, las
conexiones directas de las matemaéticas con la tecnologia dependen con més
frecuencia del uso de las teorias matematicas ya creadas para los problemas
técnicos. Precisemos, sin embargo, ejemplos de la apariciéon de nuevas teorias
matematicas generales debido a las demandas directas de la tecnologia. La
creacién del método de los minimos cuadrados estd conectada con los traba-
jos de geodesia; el estudio de muchos nuevos tipos de ecuaciones en derivadas
parciales comenz6 por primera vez con la solucién de problemas técnicos; los
métodos operativos de solucionar las ecuaciones diferenciales fueron desarrolla-
dos en conexion con la ingenieria eléctrica, y asi sucesivamente; de las deman-
das de la comunicacién se presenté la nueva rama de la teoria de las probabi-
lidades, la teoria de la informacién. Las tareas de sintesis de los encargados de
sistemas condujeron al desarrollo de las nuevas ramas de la logica matematica.
Junto con las necesidades de la astronomia, las tareas técnicas desempenaron
un papel decisivo en el desarrollo de los métodos de la soluciéon aproximada de
ecuaciones diferenciales. En el campo técnico fueron enteramente creados mu-
chos métodos de solucion aproximada de ecuaciones en derivadas parciales y
de ecuaciones integrales. La tarea de la obtencién efectiva rapida de soluciones
numéricas se agudiza con la complicacién de problemas técnicos. En conexion
con las posibilidades que abrieron las computadoras para la solucién de proble-
mas practicos, aumenta el valor de los métodos numéricos. Las matematicas
tedricas de alto nivel han hecho posible desarrollar rapidamente los métodos
de matematicas de computacién. Un papel muy grande han desempenado las
matematicas de computacién en la soluciéon de numerosos problemas practicos
importantes, incluyendo el problema del uso de la energia atémica y de la
investigacion espacial.

II. HISTORIA DE LAS MATEMATICAS HASTA EL SIGLO XIX

La comprensién clara de las matematicas independientemente de su posi-
cién como ciencia especial, que tiene su propio objeto y método, llegdé a ser
posible solamente después de la acumulacién de un material efectivo suficien-
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temente grande y se presentd por primera vez en Grecia antigua en los siglos
VIy V a.C.

El desarrollo de las matematicas hasta la actualidad nos lleva natural-
mente al periodo del origen de las matematicas, al siglo VI y V a.C., para
estudiar el principio del periodo de las matematicas elementales. Durante es-
tos dos siglos los primeros estudios matematicos se refieren a una cantidad
muy limitada de conceptos bésicos, que se presentaron, incluso en los pasos
muy tempranos del desarrollo histérico, en conexién con las demandas mas
simples de la vida econémica, reducidas al recuento de objetos, a la medida de
la cantidad de productos, areas de las secciones de la tierra, a determinar las
dimensiones de las partes individuales de la construccién arquitecténica, a la
medida del tiempo, a los cdlculos comerciales, a la navegacién y similares. En
las primeras tareas de la mecdnica y de la fisica [con la excepcién de estudios
aislados del sabio griego Arquimedes (siglo III a.C.), que requieren un célculo
infinitesimal de los elementos] podia ser suficiente el mismo nimero de con-
ceptos matemadticos basicos. La tnica ciencia que, mucho antes del desarrollo
amplio del estudio matematico de los fenémenos de la naturaleza en el siglo
XVII y XVIII, requiri6 de manera muy especial y sistematica las matematicas
actuales, fue la astronomia, que fue enteramente la causa, por ejemplo, del
desarrollo temprano de la trigonometria.

En el siglo XVII las nuevas demandas a las matematicas de las ciencias
naturales y de la tecnologia forzaron a concentrar su atencién en la creacién
de métodos que permitieran estudiar matematicamente el movimiento, los
procesos de cambio en los valores, la transformacion de las figuras geométricas
(con el diseno, etc.). El periodo de las mateméticas de magnitudes variables
comienza con el uso de magnitudes variables en la geometria analitica del
cientifico francés R. Descartes y la creacion del célculo diferencial e integral.

La aparicién posterior de nuevas relaciones cuantitativas y formas espa-
ciales estudiadas por las matematicas llevé, a principios del S. XIX, al con-
vencimiento de la necesidad de ampliar el campo de investigaciéon matematica,
después del estudio sistemdtico generalizado de los distintos tipos de innova-
ciones. La creacion del matemaético ruso N. I. Lobachevski de su “geometria
imaginaria”, que recibié posteriormente usos totalmente reales, fue el primer
paso significativo en esta direccién. El desarrollo de una clase similar de es-
tudios introdujo, en la estructura de las matematicas, nuevas caracteristicas
importantes; esas matematicas de los siglos XIX y XX llevan naturalmente al
periodo especial de las matematicas contemporaneas.

II. 1. ORIGEN DE LAS MATEMATICAS

El recuento de objetos en los pasos mas tempranos del desarrollo de la
cultura condujo a la creacién de los conceptos mas simples de la aritmética de
numeros naturales. Los sistemas escritos de numeracion aparecen sobre la base
del sistema de numeracién oral que ya habia sido desarrollado con los ntimeros
naturales y gradualmente se crean métodos de realizacién de las cuatro ope-
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raciones aritméticas (de las que solamente la divisién presenta una dificultad
grande). Necesidades de la medida (cantidad de grano, longitud del camino y
similares) conducen a la apariciéon de nombres y de nimeros para la designa-
cién de las fracciones y al desarrollo de los métodos para la realizacién de las
operaciones aritméticas con fracciones. Asi, se acumula un material que se du-
plica gradualmente en la ciencia matematica més temprana, la aritmética. La
medida de las areas y de los volimenes, las necesidades de la tecnologia de la
construccion y, algo mas adelante, la astronomia, originan el desarrollo de los
elementos de la geometria. Alcanzan estos procesos muchos pueblos paralela-
mente y de forma independiente. La acumulacion del conocimiento aritmético
y geométrico en Egipto y Babilonia tuvo un valor singular para el desarrollo
posterior de la ciencia. En Babilonia debido a la tecnologia desarrollada en
los calculos aritméticos aparecieron también los elementos del dlgebra y, en
conexién con las demandas de la astronomia, elementos de la trigonometria.

Textos matemadticos conservados del antiguo Egipto (primera mitad del
segundo milenio a.C.) consisten principalmente en ejemplos de soluciones de
tareas y, en el mejor de los casos, de las instrucciones particulares para su
solucion, que puede ser entendida, a veces, solamente analizando los ejemplos
numéricos dados en los textos. Se debe hablar con exactitud de instrucciones
para solucionar los distintos tipos de tareas, puesto que, al parecer, no existié
una teorfa matematica en el sentido de la demostraciéon de teoremas generales.
Esto se atestigua, por ejemplo, en el hecho de que no distinguieran entre
las soluciones exactas y aproximadas. Sin embargo, los hechos mateméticos
establecidos si eran muy exactos, con relacién a la alta tecnologia de la cons-
truccién, a la complejidad de las relaciones de la tierra, las necesidades del
calendario, etc.

Los textos matematicos permiten dar mucho mas valor a las matematicas
en Babilonia, que en Egipto. El periodo matematico cuneiforme babilénico,
como aparece en los textos a partir del segundo milenio a.C., conduce a la
aparicién y desarrollo de las matematicas griegas. Las matematicas de Babilo-
nia de este tiempo, partiendo de la utilizacién combinada del sistema sexagesi-
mal y decimal, desarrollan la numeracion, incluyendo ya el principio del valor
posicional (utilizan el mismo simbolo para la unidad, el sesenta y sus poten-
cias y otro simbolo para el diez). La divisién fue reducida a la multiplicacién
con la ayuda de los nimeros reciprocos de las tablas. Ademads de los niimeros
reciprocos de las tablas, estaban las tablas de los cuadrados y de las raices
cuadradas y cibicas. De los logros de las matematicas babilénicas en el cam-
po de la geometria, inferiores al conocimiento de los egipcios, debe destacarse
el desarrollo de la medida angular y algunos elementos de la trigonometria,
conectados, obviamente, con el desarrollo de la astronomia. Para los babilonios
ya era conocido el teorema de Pitagoras.
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II. 2. PERIODO DE LAS MATEMATICAS ELEMENTALES

Solamente después de la acumulaciéon de un material concreto grande en
la forma de los métodos variados de calculos aritméticos, los métodos de la
definicién de areas y de volimenes y similares, aparecen las matematicas como
ciencia independiente, con la comprensiéon clara de la unicidad de su método
y la necesidad del desarrollo sistematico de sus conceptos basicos presentados
en un formato comun. En el uso de la aritmética y el algebra es posible que
el proceso indicado comenzara ya en Babilonia. Sin embargo, la construccion
sistematica y logicamente secuencial de las bases de la ciencia matematica,
aparece en la Grecia antigua. El sistema de geometria elemental, en forma
de construccién deductiva de la teoria matematica, creado por los griegos
antiguos, se mantuvo vigente durante dos milenios. De la aritmética crece
gradualmente la teorfa de los ntimeros. Se crea el estudio sistematico sobre los
valores y la medida. El proceso del formacién (en conexién con la tarea de la
medida del valor) del concepto del nimero real demuestra ser muy largo. El
hecho es que los conceptos de niimero irracional y negativo se relacionan con
una ficcién matematica mas compleja, que, en contraste con los conceptos del
nimero natural, fraccién o la figura geométrica, no tienen apoyo perdurable
en la experiencia humana general precientifica.

La creacion del dlgebra como calculo literal termina solamente en el fi-
nal del periodo bimilenario en cuestion. Las designaciones especiales para la
incégnita aparecen en el matemético griego Diofanto (probablemente, siglo
IIT) y més sistematicamente en la India en el siglo VII, pero la designacién
por letras de los coeficientes de la ecuacién es introducido solamente en el siglo
XVI por el matematico francés F. Viete.

El desarrollo de la geodesia y de la astronomia conduce pronto al desarrollo
detallado de la trigonometria plana y esférica.

Las matemaéticas del perfodo elemental concluyen (en Europa occidental
a principios del siglo XVII) cuando el centro de gravedad de los intereses
matematicos se transfiere al campo de las matematicas de las magnitudes
variables.

GRECIA ANTIGUA

El desarrollo de las matematicas en Grecia antigua tomé una direccién sus-
tancialmente distinta a la del oriente. Si con respecto a la técnica de célculos,
la habilidad en la solucién de los problemas de naturaleza algebraica y de
desarrollar los medios matematicos al nivel de la astronomia solamente se so-
brepasé a las matematicas babilonicas en la época helenistica, las matematicas
de Grecia antigua incorporaron ya mucho antes una nueva etapa de desarrollo
l6gico. Cuando apareci6 la necesidad de demostraciones matematicas distintas,
se realizaron las primeras tentativas en la construccién sistematica de la teoria
matematica. Las matematicas, como creacién cientifica y artistica plena, de-
jaron de ser impersonales, por ejemplo como en los paises del oriente antiguo;
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ahora es creada por matemaéticos bien conocidos por su nombre, como autores
de las obras matematicas (accesibles no solamente en fragmentos preservados
por los comentaristas posteriores).

Los griegos se consideraban en el campo de la aritmética discipulos de
los fenicios, explicando el alto desarrollo de la aritmética por las necesidades
de su extenso comercio; sin embargo, el principio de la tradiciéon griega de
la geometria conecta con los viajes a Egipto (siglos VII y VI a.C.) de los
primeros geémetras y filésofos griegos Tales de Mileto y Pitdgoras de Samos.
En la escuela pitagorica la aritmética pasa de la habilidad simple de la nu-
meracién a la teorfa de los niimeros. Se resumen las progresiones aritméticas
més simples [concretamente, 14+3+5+- -+ (2n—1) = n?], se estudia la divisi-
bilidad de los nimeros, diversas formas de promedios (aritmético, geométrico
y armonico), cuestiones de la teoria de los nimeros (por ejemplo, investigacion
de los supuestos nimeros perfectos) en conexién en la escuela pitagdrica con
el valor mistico, mégico, asignado a las relaciones numéricas. En conexion
con el teorema de Pitadgoras geométrico se encontrd el método para obtener
una serie ilimitada de ternas de “numeros pitagoéricos”, es decir, de ternas
de ntimeros enteros, que cumplen la relacién a® + b> = ¢2. En el campo de
las tareas de la geometria, en las que los gedmetras griegos estaban ocupados
(siglos VI y V a.C.) después de dominar la ensefianza egipcia, también apare-
cen, naturalmente, el arte de la construccién, de la navegacién y de la medida
de la tierra. Se plantea el problema de la relacion entre las longitudes de los
catetos y la hipotenusa del tridngulo rectdngulo (expresado por el teorema de
Pitagoras), sobre la relacién entre las dreas de figuras similares, la cuadratura
del circulo, la triseccién del angulo y la duplicacién del cubo. Sin embargo,
ahora existe un nuevo acercamiento a estas tareas, que se hicieron necesarias
por la complejidad del objeto de los experimentos. Sin la limitaciéon de las
soluciones aproximadas, obtenidas empiricamente, se pasa a la busqueda por
los gedmetras griegos de demostraciones exactas y de soluciones légicamente
comprensivas del problema. La prueba de la inconmensurabilidad de la diago-
nal del cuadrado con su lado puede servir como ejemplo claro de esta nueva
tendencia. En la mitad del siglo V a.C. la vida filoséfica y cientifica de Grecia
se concentra en Atenas. Aqui tiene lugar la actividad béasica del Hippias de Elis
y de Hipécrates de Quios. El primer libro de texto sistematico de geometria
se atribuye a Hipécrates de Quios. En este tiempo, indudablemente, ya se
habia creado el sistema desarrollado de geometria, que no desatendio las finu-
ras logicas tales como la prueba de los casos de la igualdad de triangulos y asi
sucesivamente. El logro méas notable de las matematicas del S. V a.C. esta en
una reflexion puramente especulativa que procura la explicacion racional de
la estructura de la materia estudiada; la investigacion de los cinco poliedros
regulares es el resultado de la bisqueda de los cuerpos ideales mas simples, que
pudieran servir como piedras basicas del universo. En el limite de los siglos V
y IV a.C. Demécrito, debido a las ideas atomisticas, crea un método para de-
terminar los volimenes, que sirvié més adelante a Arquimedes para encontrar
el punto de partida del desarrollo del método de lo infinitamente pequeno. En
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el siglo IV a.C., en una situacién de reaccién politica y declive de la fuerza de
Atenas, llegan las matemaéticas a subordinarse a las limitaciones de la filosofia
idealista. La ciencia de los niimeros se separa de forma terminante aqui de la
“habilidad de la numeraciéon”, y la geometria, de la “habilidad de la medida”.
Confiando en la existencia de secciones, de areas y de voliimenes inconmensu-
rables, Aristoteles impone la prohibiciéon general del uso de la aritmética en
la geometria. En la geometria se introduce el requisito de limitarse a las cons-
trucciones logradas con la ayuda de los compases y de la regla. El logro més
significativo de los matematicos del S. IV a.C. se encuentra en la tendencia al
andlisis 16gico de las bases de la geometria estudiado por Eudoxo de Cnido.

EPOCA HELEN{STICA Y ROMANA

A partir del siglo IIT a.C., por un periodo de siete siglos, el centro basico
de la ciencia y, especialmente, de los estudios matematicos fue Alejandria. En
este lugar, en una situacion que asocia diversas culturas del mundo con las
grandes tareas del estado y de la construccién, las matematicas griegas alcan-
zaron su floracién més alta. A pesar de la propagacion de la educacion griega
y de los intereses cientificos en todo el mundo helenistico y romano, Alejan-
dria con su “museo”, que fue el primer instituto de investigacién cientifico en
el sentido contemporaneo de la palabra, posey6 una fuerza de atractivo tan
grande, gracias a sus bibliotecas, que se dirigieron alli casi todos los cientificos
mé&s importantes. De los matemaéaticos mencionados méas abajo solamente Ar-
quimedes era nativo de Siracusa. El primer siglo de la época alejandrina (siglo
IIT a.C.) se caracteriza por la tensién mas grande de la creacién matematica. A
este siglo pertenecen Euclides, Arquimedes, Eratostenes y Apolonio de Perga.

En sus “Principios” Euclides recogié los logros alcanzados en el periodo
anterior en el campo de la geometria. En este mismo tiempo, Euclides comien-
za en los “Principios” la elaboracion de una teoria sistemética de los ntimeros,
probando la infinitud de la serie de nimeros primos y construyendo un sis-
tema de division. Del trabajo geométrico de Euclides no incluido en los “Prin-
cipios”, y de los trabajos de Apolonio de Perga, el valor més grande para las
matematicas fue el desarrollo de una teoria definitiva de las secciones conicas.
El mérito basico de Arquimedes en la geometria fue la determinacién de las
areas y de los volumenes diversos (incluyendo édreas de la seccién parabdlica y
de la superficie de la esfera; volimenes de la esfera, de la seccién de la esfera,
de la seccién de paraboloide, etc.) y del centro de gravedad (por ejemplo, para
la seccion de la esfera y la seccién de paraboloide); la espiral de Arquimedes
es solamente uno de los ejemplos que se estudian en el S. IIT a.C. de cur-
vas transcendentes. Después de Arquimedes, aunque se continta ampliando el
conocimiento cientifico, la ciencia de Alejandria ya no tiene la profundidad y
amplitud lograda anteriormente; los rudimentos del anélisis de lo infinitamente
pequeno, que se contenian en los métodos heuristicos de Arquimedes, no se
estudiaron mas a fondo. Hay que decir que el interés en la medida aproximada
de valores y en los calculos aproximados no llevo a los matematicos del S. II1
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a.C. a una falta de rigor mateméatico. Todas las numerosas extracciones apro-
ximadas de raices e incluso todos los cédlculos astronémicos fueron producidas
por ellos con la indicacion exacta de los limites de error, segun el tipo de la
famosa determinacion de Arquimedes de la longitud del circulo en la forma de
las desigualdades correctamente probadas

10 1
= d<p<3 - d
donde p es la longitud de la circunferencia de didmetro d. Este convencimiento
de que las matematicas aproximadas no son matematicas “no rigurosas” fue
mas adelante olvidado durante mucho tiempo.

La ausencia de un concepto bien formado de niimero irracional fue la de-
ficiencia esencial de las matematicas del mundo antiguo. Mientras que, como
ya se indicé, esta circunstancia llevé a la filosofia del S. IV a.C. a la negacion
completa de la legitimidad del uso de la aritmética en el estudio de valores
geométricos. En realidad, sin embargo, con la teoria de las proporciones y
con el método de exhaucién, era posible a los matematicos de los S. IV y
IIT a.C. lograr indirectamente esta aplicacién de los ejemplos de la aritmética
a la geometria. Los siglos préximos no permitieron la solucién completa del
problema creando el nuevo concepto fundamental (nimero irracional), sino
solamente su logro gradual, que llegd a ser posible con la pérdida de las ideas
sobre el rigor matematico. En esta etapa de la historia de las matematicas
la denegacién temporal del rigor matematico demostro ser, sin embargo, ttil,
después de revelar la posibilidad del desarrollo libre del dlgebra (que, en el
marco conceptual riguroso de los “principios euclidianos”, se permitia sola-
mente en la forma muy amplia del “dlgebra geométrica” de secciones, de areas
y de volumenes). Los avances sustanciales en esta direccién se pueden observar
en la “Métrica”. Sin embargo, el desarrollo independiente y amplio del actual
calculo algebraico se encuentra solamente en la “Aritmética” de Diofanto,
dedicada esencialmente a la solucién de ecuaciones. Llevando sus estudios a la
aritmética pura, Diofanto se limita naturalmente a las soluciones racionales,
en contraste al médico Herén, excluyendo asi la posibilidad de los usos geo-
métricos o mecanicos de su algebra. La trigonometria se recibe en el mundo
antiguo en gran medida como parte de la astronomia, pero no como parte de
las matematicas En cuanto a la geometria de calculo aproximado de Herén, no
presenta los requisitos de la exactitud completa de las formulaciones y de las
pruebas. Hiparco fue el primero en compilar tablas de las cuerdas, que satis-
ficieron el papel de nuestras tablas de senos. Los principios de la trigonometria
esférica fueron creados por Menelao y por Claudio Tolomeo.

En el campo de las matematicas puras, la actividad de los ultimos cien-
tificos del mundo antiguo (ademds de Diofanto) se concentra siempre en el
comentario de los viejos autores. Los trabajos de los comentaristas-cientificos
de este tiempo [Pappus (S. III), Proclo (S. V), etc.], con toda su universa-
lidad, no pudieron —dada la situaciéon de declive del mundo antiguo— asociar
una aislada algebra de Diofanto, incluida en la trigonometria astronémica, a

3



118 HISTORIA

la geometria de cédlculo aproximado de Herdn, lo que hubiera permitido un
desarrollo considerable de la ciencia.

CHINA

La presencia en los mateméticos chinos de una técnica altamente elaborada
de desarrollo de calculos y su interés en los métodos algebraicos generales se
revela ya en la “Aritmética en nueve capitulos”, redactado en base a fuentes
anteriores en los S. IT y I a.C. por Zhang Qian y Qin Chou-chang. En esta
obra se describen, en detalle, los métodos de la extraccién de raices cuadradas
y ctbicas de los ntimeros enteros. Se formulan problemas de grandes ntimeros
de modo que pueden entenderse solamente como ejemplos, que sirvieron para
la explicacién de la forma de despejar incégnitas en los sistemas de ecuaciones
lineales. En conexién con los calculos del calendario en China se presentd
interés en tareas del tipo siguiente: si en la divisién de un niimero por 3 el resto
es 2, si en su division por 5 el resto es 3, a la vez que dividido por 7 el resto
es 2, jcual es ese numero? Su Zi (entre los S. IT y VI) y mds completamente
Qin Jiushao (S. XIII) presentaron la descripcién del algoritmo regular para
la solucion de tales problemas basado en ejemplos. Como ejemplo del alto
desarrollo de métodos de célculo en la geometria puede servir el resultado
de Zu Chongzi (segunda parte del S. V), que demostré que el cociente de la
longitud de la circunferencia y el didmetro se encuentra dentro de los limites

3,1415926 < 7w < 3,1415927.

El trabajo de los chinos en la solucién numérica de ecuaciones es especial-
mente notable. Las tareas geométricas se reducen a las ecuaciones de tercer
grado, que se encuentran por primera vez en el astrénomo y matematico Wang
Xiaotong (primera mitad del S. VII a.C.). La descripcién de los métodos de
solucionar las ecuaciones de cuarto y mayor grado fue dada en el trabajo de
los matematicos de los S. XIIT y XIV Qin Jiushao, Li Yeh, Yan Hui y Zhu
Shijie.

LA INDIA

El florecimiento de las matematicas indias tiene lugar entre los siglos V y
XII (los mateméticos indios més conocidos fueron Aryabhatta, Brahmagupta,
Bhaskara). Dos méritos basicos pertenecen a los indios. El primero de ellos fue
la introduccion de un amplio uso del sistema decimal contemporaneo y el uso
sistemédtico del cero para la designaciéon de la ausencia de unidades. El origen
de los nimeros usados en la India, llamados ahora “arabes”, no esta explicado
totalmente. El segundo mérito aiin mas importante de los matemdticos indios
es la creaciéon del dlgebra, que opera libremente no solamente con las fracciones,
sino también con los nimeros irracionales y negativos. Sin embargo, general-
mente, en la interpretacion de las soluciones de los problemas, las soluciones
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negativas se consideraban imposibles. Debe observarse que en general, mien-
tras que los niimeros fraccionarios e irracionales, a partir del mismo momento
de su aparicion, estdan conectados con la medida de cantidades analogas, los
nimeros negativos surgen esencialmente de las necesidades internas del algebra
y solamente més tarde (concretamente en el S. XVII) adquieren un valor inde-
pendiente. En trigonometria el mérito de los mateméaticos indios fue la intro-
duccién de las curvas del seno, coseno, y seno verso (sen vers x = 1 — cos ).

ASIA CENTRAL Y CERCANO ORIENTE

Los logros arabes y la asociacién en poco tiempo de enormes territorios
bajo el dominio de los califas drabes condujeron a que durante los Siglos IX a
XV los sabios de Asia central, del Cercano Oriente y de la peninsula ibérica
utilizaran la lengua arabe. La ciencia se desarrolla en las ciudades comerciales
del mundo, en el contexto de amplios contactos internacionales y grandes em-
presas cientificas estatales. La actividad de Ulugbek, que con su corte y ob-
servatorio en Samarkanda reunié a mas de cien cientificos, le llevé a organizar
observaciones astronomicas de gran alcance, el cdlculo de tablas matematicas,
etc., fue la terminacién brillante de esta época en el siglo XV.

En la ciencia de Europa occidental dominé por mucho tiempo la opinién
de que el papel de la “cultura arabe” en el campo de las matematicas se redujo
esencialmente a la conservacion y a la transmision a los matematicos de Eu-
ropa occidental de los descubrimientos matematicos del mundo antiguo y de
la India. (Asf pues, la obra de los matematicos griegos se conocié por primera
vez en Europa occidental en las traducciones drabes.) De hecho la contribu-
cion al desarrollo de la ciencia de los matematicos que escribieron en lengua
arabe, y en particular los matematicos que pertenecieron a los pueblos de Asia
central y del Caucaso soviéticos modernos (Joreimiskos, Uzbekos, Tadzhikos,
Azerbaijanos), fue considerablemente grande.

En la primera mitad del S. IX Mohammed Ben Musa Al-Jwarizmi presentd
por primera vez el algebra como ciencia independiente. El término “algebra”
procede de la obra de Al-Juwarizmi conocida como “Al-yebr” [Hisab al-yebr
w’al-mugabala) la cual introdujo en las mateméticas de la Alta Edad Media la
solucion de las ecuaciones cuadraticas. Omar Jayyam estudié sistematicamente
las ecuaciones de tercer grado, dio su clasificacion, y explico las condiciones de
su solubilidad (en el sentido de la existencia de raices positivas). Jayyam en
su tratado algebraico dice que se ocupd mucho en la bisqueda de la solucién
exacta de las ecuaciones de tercer grado. En esta direccién las busquedas de
los matematicos de Asia Central no se coronaron por el éxito, pero lo conocian
bien en geometria (con la ayuda de las secciones cénicas) y se aproximaron
a los métodos de solucion numéricos. Préstamo del sistema decimal de los
indios es el uso del cero, utilizado principalmente en los calculos del sistema
cientifico sexagesimal de las matematicas de Asia central y del Cercano Oriente
(al parecer, en conexion con la divisién sexagesimal de dngulos en astronomia).
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En conexion con los trabajos astronémicos y geodésicos, la trigonometria
experiment6 un desarrollo considerable. Al-Battani introdujo en las funciones
trigonométricas el uso del seno, tangente y cotangente, Abu-l-Wafa las seis
funciones trigonométricas y expres6 verbalmente las dependencias algebraicas
entre ellas, calculd las tablas de los senos de 10’ en 10" con una exactitud hasta
1/60%* y las tablas de tangentes y establecié el teorema de los senos para los
tridngulos esféricos. Nasireddin Al-Tusi alcanzé la conocida culminacién del
desarrollo de la trigonometria esférica, Al-Kashi presenté sistematicamente la
aritmética de las fracciones decimales, que correctamente consideraban mas
accesibles que las sexagesimales. En conexién con las cuestiones de la extrac-
cién de raices, Al-Kashi presenté la férmula del binomio de Newton, e indico
la regla de la formacién de coeficientes C = C™ | +C™ ' En el “Tratado so-
bre el circulo” (alrededor de 1427), Al-Kashi, determinando los perimetros de
poligonos de lados, inscritos y circunscritos, encontré m con diecisiete digitos.
En conexion con la construccién de tablas extensas de los senos Al-Kashi dio
un método iterativo muy perfecto para la solucién numérica de las ecuaciones.

EUROPA OCCIDENTAL HASTA EL SIGLO XVI

Los siglos XII a XV son para las matematicas de Europa occidental prin-
cipalmente el periodo de dominar la herencia del mundo antiguo y del oriente.
Sin embargo ya durante este periodo, que ni siquiera condujo al descubri-
miento de nuevos hechos matemaéticos significativos, la naturaleza general de
la cultura matemadtica europea se caracteriza por numMerosos progresos esen-
ciales, que ofrecieron la posibilidad de un desarrollo rapido de las matemaéticas
en los siglos siguientes. El alto nivel de las demandas debido a la prosperi-
dad de la burguesia en las ciudades italianas condujo a la creacién y a la
aceptacion amplia de libros de texto, que combinan su caracter practico con
una gran minuciosidad y una naturaleza cientifica. Menos de 100 anos después
de que aparecieran en el S. XII las primeras traducciones latinas de las obras
matemadticas griegas y arabes, Leonardo de Pisa (Fibonacci) publica en su
“Libro acerca del abaco” (1202) y la “Practica de la geometria” (1220) so-
bre aritmética actual, aritmética comercial, algebra y geometria. Estos libros
gozaron de gran éxito. Hacia el final de la época (con la invencién de la im-
prenta) los libros de texto alcanzan una aceptacién incluso mas amplia. Las
universidades se convierten en los centros bésicos del pensamiento cientifico
tedrico en este tiempo. El progreso del algebra como disciplina tedrica, y no
solamente como un conjunto de reglas para la solucién de problemas, se de-
muestra en la comprensiéon clara de la naturaleza de los ntiimeros irracionales
como relaciones de las cantidades inconmensurables [el matematico inglés T.
Bradwardine (primera mitad del S. XIV) y N. de Oresme (mediados del S.
XIV)] y especialmente en la introduccién de los quebrados (por N. de Oresme),
de los exponentes cero y negativos [el matematico francés N. Chuquet (fines del
S. XV)]. Aqui aparecen por primera vez, anticipando la época siguiente, ideas
sobre las cantidades infinitamente grandes e infinitamente pequenas. La exten-
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sién amplia de estudios cientificos de esta época se reflejé no solamente en las
numerosas traducciones y publicaciones de los autores griegos y arabes, sino
también en empresas tales como la composicién de las tablas trigonométricas
extensas, calculadas con una exactitud de siete digitos por Regiomontano (I.
Miiller). El simbolismo matemadtico se mejora considerablemente. Se desarro-
llan la critica y la controversia cientificas. Las busquedas para la solucion de
problemas dificiles, alentadas por la costumbre de competiciones publicas en
su solucién, conducen a las primeras pruebas de insolubilidad. Leonardo de
Pisa, en la obra “Flor” (alrededor de 1225), en la que se proponen problemas
magnificamente solucionados por él, probd ya la insolubilidad de la ecuacién:
x% + 222 + 10z = 20 no solamente en nimeros racionales, sino también con la

ayuda de los cuadrados irracionales simples (forma v/ a + /b etc.).

EUROPA OCCIDENTAL EN EL SIGLO XVI

Este siglo fue el primer siglo de la superioridad de Europa occidental
sobre el mundo antiguo y el oriente. Asi fue en la astronomia (descubrimientos
de N. Copérnico) y en la mecanica (hacia el final de este siglo aparecen ya
los primeros estudios de G. Galilei), para un conjunto en el que se incluyen
también las matematicas a pesar del hecho de que en algunas direcciones la
ciencia europea todavia se retrasa con respecto a los logros de los mateméticos
del S. XV de Asia central y que en realidad las nuevas grandes ideas, que
determinaron el desarrollo de las nuevas matematicas en Europa, aparecen
solamente en el siguiente siglo XVII. En el siglo XVI parece que la nueva era
de las matematicas comienza con el descubrimiento de la solucion algebraica de
las ecuaciones de tercer grado (S. del Ferro, alrededor de 1515, y més adelante
e independientemente N. Tartaglia, alrededor de 1530) y de cuarto grado (L.
Ferrari, 1545), lo que era considerado durante siglos irrealizable. G. Cardano
investigd las ecuaciones de tercer grado, después de establecer el supuesto
caso irreducible, en el cual las raices verdaderas de la ecuacion se expresan de
forma compleja. Esto forzoé a Cardano, aunque con desconfianza, a reconocer
la ventaja de los cédlculos con niimeros complejos. Un desarrollo adicional del
algebra se realizo con F. Viete, el fundador del actual calculo literal algebraico
en 1591 (hasta él, solamente fueron senaladas por letras las incégnitas). El
estudio sobre la perspectiva, desarrollado en la geometria antes del S. XVI, es
presentado por el artista alemén A. Durero (1525). S. Stevin desarrollé (1585)
las reglas de operaciones aritméticas con fracciones decimales.

RUSIA HASTA EL SIGLO XVIII

La formaciéon mateméatica en Rusia se encontraba en los siglos IX al XIII
al mismo nivel que los paises mds avanzados culturalmente del este y oeste
de Europa. Posteriormente sufrié un retraso causado por la invasién de los
mongoles. En los siglos XV y XVI en conexién con la consolidacién del es-
tado ruso y el crecimiento econémico del pais aumentaron considerablemente
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las necesidades de la sociedad en cuanto al conocimiento matematico. A fines
del S. XVI y especialmente en el S. XVII surgié la confecciéon de numerosos
manuscritos de aritmética y geometria, en los cuales aparecia una informa-
cién suficientemente extensa, necesaria para la actividad practica (comercio,
impuestos, artilleria, edificacién, etc.).

En Rusia antigua tuvo aceptacion el sistema bizantino de signos numéricos,
similar al griego, basado en el alfabeto eslavo. La numeracién eslava en la lite-
ratura matematica rusa se encuentra anteriormente al principio del S. XVIII,
pero desde fines del S. XVI desplaza ya a esta numeracion el sistema de posi-
cién decimal. El mas antiguo trabajo matematico conocido por nosotros se
sitia en 1136 y corresponde al monje Kirik de Novgorod. Se dedica a los
calculos cronolégicos aritméticos, que demuestran que en aquella época en
Rusia sabian solucionar el problema complejo de la enumeracién pascual (de-
terminacién para cada ano del dia de la fiesta de Pascua), que se reduce en su
parte matematica a la solucién en ntimeros enteros de ecuaciones lineales inde-
terminadas. Los manuscritos aritméticos de fines del S. XVI y XVII contienen,
ademads de la descripcion de la numeracion eslava y arabe, las operaciones arit-
méticas con numeros enteros positivos, y también presentan detalladamente
las reglas de la operacion con las fracciones, regla de tres y solucion de ecua-
ciones lineales con una incégnita por medio de la regla de la falsa posicién.
En los manuscritos se examinan muchos ejemplos de contenido real con el
proposito del uso practico de reglas generales y se presenta el denominado
calculo por tablas, prototipo de los cédlculos rusos. De manera semejante se
construyo la primera parte aritmética de la famosa “Aritmética” de L. F. Mag-
nitskii (1703). En los manuscritos geométricos, que en su mayoria persiguieron
también propdsitos practicos, se contenian las reglas de calculo para la deter-
minacién de dreas de figuras y los volimenes de los cuerpos, frecuentemente
por aproximacion, las caracteristicas de triangulos semejantes y el teorema de
Pitagoras.

II 3. PERfODO DE LA CREACION DE LAS MATEMATICAS
DE LAS MAGNITUDES VARIABLES

A partir del S. XVII comienza sustancialmente el nuevo periodo del de-
sarrollo de las matematicas.

“El punto crucial en matematicas fue la magnitud variable cartesiana.
Gracias a ella se incorporaron a las matematicas el movimiento e incluso la
dialéctica y por lo tanto aparecié inmediatamente el calculo diferencial e inte-
gral... 7 (Engels F.; ver Marx K. Engels F., Obras, 2* edic., vol. 20, p. 573).

Las relaciones cuantitativas y las formas espaciales ahora estudiadas por
las matemadticas ya no se reducen a los nimeros, los valores y las figuras geo-
métricas. Esencialmente esto fue causado por la introduccién explicita en las
matematicas de las ideas de movimiento y de cambio. Ya en el dlgebra se con-
tiene de forma encubierta la idea de la dependencia entre los valores (el valor
de la suma depende de los valores de los términos, etc.). Sin embargo, para
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trabajar con las variaciones de las relaciones numéricas, era necesario estable-
cer las dependencias entre los valores como objeto independiente de estudio.
Por lo tanto se coloca en primer plano el concepto de funcién, que desempena
el mismo papel de objeto basico e independiente de estudio que tuvo previa-
mente el concepto de valor o de nimero. El estudio de las magnitudes variables
y de las dependencias funcionales conduce mas alla a los conceptos bésicos del
andlisis matemadtico, que llevan en las matematicas explicitamente a la idea
de infinito, a los conceptos de limite, derivada, diferencial e integral. Se crea
el andlisis infinitesimal, en primer lugar en forma de célculo diferencial y de
calculo integral, que permite conectar los cambios finales en las magnitudes
variables con su comportamiento en la proximidad de los valores puntuales
estudiados. Las leyes fundamentales de la mecédnica y de la fisica se escriben
en forma de ecuaciones diferenciales, y la tarea de integrar estas ecuaciones
se presenta como una de las tareas mas importantes de las matematicas. El
calculo de las funciones desconocidas, determinado por condiciones de otra
clase, constituye el objeto del calculo de variaciones. Asi, junto con las ecua-
ciones en las cuales lo desconocido son los ntimeros, aparecen ecuaciones en
las cuales las incégnitas representan funciones.

El objeto de estudio de la geometria también crece sustancialmente con la
introduccién en la geometria de las ideas de movimiento y de transformacién
de figuras. La geometria comienza a estudiar el movimiento y las transfor-
maciones por si mismos. Por ejemplo, en la geometria descriptiva uno de los
objetos basicos del estudio esta en las transformaciones descriptivas del plano
o del espacio. Sin embargo, el desarrollo consciente de estas ideas se realiza
solamente hacia fines del S. XVIII y comienzos del S. XIX. Mucho antes, con
la creacién en el S. XVII de la geometria analitica, cambié principalmente el
peso de la geometria con respecto al resto de las matematicas: se encontré el
método universal para pasar de los problemas geométricos al lenguaje y a los
métodos de resolucion algebraicos y analiticos, y por otra parte se abrio la gran
posibilidad de la representacién geémetrica (ilustracién) de hechos algebraicos
y analiticos, por ejemplo con la representacion grafica de las dependencias
funcionales.

El algebra del S. XVII y XVIII estd en un grado considerable dedicada
a las consecuencias que surgen de la posibilidad de estudiar el lado izquierdo
de la ecuaciéon P(z) = 0 como funcién de variable x. Este acercamiento a la
cuestion permitié estudiar el problema del ntimero de raices verdaderas, para
dar los métodos de su clasificacion y calculo aproximado, y aunque en el cam-
po complejo el matematico francés J. D’Alembert no llegd a algo totalmente
definitivo, para los matematicos del S. XVIII fue suficientemente convincente
la prueba del “teorema fundamental del dlgebra” basada en la existencia para
cualquier ecuacion algebraica de por lo menos una raiz. Los logros del dlgebra
“pura”, no necesariamente prestados de los conceptos del andlisis del cam-
bio continuo de los valores, fueron también significativos en los siglos XVII y
XVIII (baste mencionar aqui la solucién de los sistemas arbitrarios de ecua-
ciones lineales con la ayuda de las definiciones, el desarrollo de la teoria de la
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divisién de polinomios, de la eliminacién de la incégnita, etc.); sin embargo,
la consciente y estricta separacién de los hechos y de los métodos algebraicos
respecto a los hechos y los métodos de andalisis matematico llega solo al final
de esta época (segunda mitad del S. XIX y S. XX). En los S. XVII y XVIII
el algebra fue recibida en un grado considerable como el primer capitulo del
analisis, en el cual en vez de un estudio de dependencias arbitrarias entre los
valores y la solucion de ecuaciones arbitrarias se limitan a las dependencias y
a las ecuaciones algebraicas.

La creacién de las nuevas matematicas de magnitudes variables en el S.
XVII fue el trabajo de los primeros cientificos de los paises de Europa occiden-
tal, en primer lugar de I. Newton y G. Leibnitz. En el siglo XVIII uno de los
centros cientificos de estudios matematicos basicos fue la Academia de Cien-
cias de Petersburgo, donde trabajaron una serie de importantes matemaéticos
de aquel tiempo de origen extranjero (L. Euler, J. Bernoulli) y gradualmente se
agregd la escuela matematica rusa, que desarrolld brillantemente sus estudios
desde el principio del S. XIX.

SIGLO XVII

Se caracteriza la nueva etapa del desarrollo de las matematicas por la
creacién en el S. XVII de la ciencia natural matematica, que tiene como meta
la explicacién de los fenémenos y procesos naturales separados de la accion
general, y la formulacién matematica de las leyes de la naturaleza. Durante
el S. XVII los estudios matematicos realmente profundos y extensos se rela-
cionan solo con dos campos de las ciencias naturales, la mecdnica [G. Galilei
presenta las leyes de la caida los cuerpos (1632, 1638), J. Kepler las leyes del
movimiento de los planetas (1609, 1619), I. Newton la ley de la gravitacion
universal (1687)] y con respecto a la éptica [G. Galilei (1609) y J. Kepler
(1611) construyen el telescopio, I. Newton desarrolla la éptica a través de la
teorfa corpuscular, y Ch. Huygens y R. Hooke mediante la teoria ondulatorial.
Sin embargo la filosoffa racionalista del S. XVII avanza la idea de la universa-
lidad del método matematico (R. Descartes, B. Spinoza, G. Leibnitz), dando
un brillo especial a las aspiraciones del desarrollo matematico de la época,
principalmente filoséfico.

Nuevos y serios problemas matematicos se plantean a las matematicas
en el S. XVII desde la navegacién (necesidad de la mejora de la medida ho-
raria y de la creacién del cronémetro exacto), y también desde la cartografia,
balistica, hidraulica. Los autores del S. XVII, que comprenden y aman la na-
turaleza, acentian el gran caracter préactico de las matematicas llevandolas a
una nueva etapa de desarrollo. Los nuevos conceptos, que no se corresponden
con las categorias légico-formales de las antiguas matemadticas, obtuvieron su
justificacién en correspondencia con las relaciones verdaderas del mundo real.
Asi, por ejemplo, la realidad del concepto de derivada surgié del concepto de
velocidad en la mecanica; por lo tanto la pregunta consistié no en si es posible
justificar logicamente este concepto, sino solamente en cémo realizarlo.
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Los logros matematicos del S. XVII comienzan con el descubrimiento de
los logaritmos (J. Napier publicé sus tablas en 1614). En 1637 R. Descartes
publica su “Geometria”, que contiene las bases del método coordenado en
la geometria, la clasificacién de curvas con su subdivision en algebraicas y
transcendentes. En estrecha relacion con la posibilidad de representar las raices
de la ecuacién P(z) = 0 por puntos de interseccién de la curva y = P(z) con
el eje de abscisas, en el algebra se investigan las raices verdaderas de una
ecuacion de cualquier grado (R. Descartes, I. Newton, M. Rolle). Los estudios
de P. Fermat sobre los maximos y los minimos y la investigacién de tangentes
a las curvas incluyen ya realmente los métodos de calculo diferencial, pero
estos métodos todavia no se aislan absolutamente y no se desarrollan. Otra
fuente del andlisis de lo infinitamente pequenio es desarrollada por J. Kepler
(1615) y B. Cavalieri (1635) en el método “de los indivisibles”, aplicado por
ellos a la determinacién de los volimenes de los cuerpos de revolucion y otros
numerosos problemas. Asi, fueron creados de forma geométrica los principios
del célculo diferencial e integral.

Se desarrolla paralelamente el estudio de las series infinitas. Las carac-
teristicas de la serie simple, comenzando por la progresién geométrica, fueron
estudiadas por J. Wallis (1685). N. Mercator (1668) obtuvo el desarrollo de
In (1 + x) como serie exponencial. I. Newton encontré (1665-69) la férmula
del binomio para cualquier indice, las series exponenciales de las funciones e”,
sen z, arc sen x. En el posterior desarrollo del estudio de la serie infinita par-
ticiparon casi todos los mateméticos del S. XVII (J. Wallis, Ch. Huygens, G.
Leibnitz, J. Bernoulli y otros).

Con la creacion del método coordenado y la propagaciéon de ideas sobre
los valores mecénicos de direccién (velocidad, aceleracién), adquirié claridad
y evidencia completa el concepto de nimero negativo. Por el contrario, los
nimeros complejos, como subproducto restante del aparato algebraico, con-
tinuaron siendo principalmente objeto de discusiones estériles.

En el dltimo tercio del S. XVII se produce el descubrimiento del calculo
diferencial e integral en el sentido propio de la palabra. Con respecto a la
publicacién la prioridad de este descubrimiento pertenece a G. Leibnitz, quien
expuso ampliamente las ideas basicas del nuevo calculo en articulos publicados
en 1682-86. Sin embargo, con respecto a la época de la obtencién real de re-
sultados basicos hay motivos para considerar que la prioridad corresponde a I.
Newton, que llegd a las ideas basicas del calculo diferencial e integral durante
los anos 1665-66. “El analisis con la ayuda de las ecuaciones” de I. Newton
(1669) se transmitié en manuscrito a los mateméticos ingleses I. Barrow y
a J. Collins y obtuvo una amplia reputacién entre los matematicos ingleses.
“El método de fluxiones”, la obra en la cual I. Newton expuso de manera
sistemdtica y total su teorfa, fue escrita en 1670-71 (fue publicada en 1736).
Sin embargo, G. Leibnitz comenzé sus estudios del andlisis de lo infinitamente
pequeno en 1673. I. Newton y G. Leibnitz examinaron de forma general por
primera vez la base para las operaciones del nuevo calculo de la diferenciacion
y de la integracion de las funciones, estableciendo la conexion entre estas ope-
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raciones (asi se designé la férmula de Newton-Leibnitz) y desarrollando para
ellas un algoritmo uniforme general. I. Newton y G. Leibnitz, sin embargo,
abordaron esta materia de forma diferente. Para I. Newton los conceptos ini-
ciales son los conceptos de “fluente” (cantidad variable) y de sus “fluxiones”
(velocidad de su cambio). Para afrontar el problema de encontrar las fluxiones
y las relaciones entre las fluxiones con el fluente asignado (diferenciacién y
enunciado de ecuaciones diferenciales), I. Newton se enfrenté al problema in-
verso de encontrar fluentes en las relaciones entre las fluxiones, es decir, la
tarea general de integrar las ecuaciones diferenciales; la tarea de encontrar la
primitiva aparece aqui como caso especial de integrar la ecuacion diferencial

dy/dx = f(z).

Este punto de vista era totalmente natural para I. Newton como creador
de la ciencia natural matematica: su calculo de fluxiones era simplemente el
reflejo de la idea de que las leyes elementales de la naturaleza se expresan
por ecuaciones diferenciales, y la obtencién de resultados que describen estos
procesos mediante las ecuaciones requiere su integracion. La cuestion del paso
del algebra de lo finito al algebra de lo infinitamente pequeno se situé para
G. Leibnitz en el centro de la atencion; la integral se entendié, ante todo, co-
mo la suma de un numero infinitamente grande de cantidades infinitamente
pequenas, y el concepto basico del cdlculo diferencial eran los diferenciales, au-
mentos infinitamente pequenos, de las cantidades variables (por el contrario,
I. Newton, introduciendo el concepto apropiado del “momento”, fue procu-
rando en sus tltimos trabajos librarse de aquella nocién). Con la publicacién
del trabajo de G. Leibnitz, en Europa continental comenzo el periodo del es-
fuerzo generalizado e intensivo en el cdlculo diferencial e integral, integracion
de ecuaciones diferenciales y usos geométricos del analisis, en los cuales par-
ticipd, ademas de G. Leibnitz mismo, J. Bernoulli, G. L’Hépital y otros. Aqui
se crea el estilo contemporaneo de trabajo matematico, con el cual los resul-
tados obtenidos se publican inmediatamente en articulos de revistas y ya muy
pronto después de su publicacién son utilizados en estudios de otros cientificos.

Ademds de la geometria analitica se desarrolla, en relacién cercana con
el algebra y el andlisis, la geometria diferencial, en el S.XVII las bases del
desarrollo posterior de la geometria pura se encaminan hacia la creacién de
los conceptos basicos de la geometria descriptiva. Entre otros descubrimientos
del S. XVII se deben mencionar los estudios conocidos de la teoria de los
numeros (B. Pascal, P. Fermat); el desarrollo de los conceptos basicos del
andlisis combinatorio (P. Fermat, B. Pascal, G. Leibnitz); el primer trabajo
sobre la teorfa de las probabilidades (P. Fermat, B. Pascal), que fue coronado
a fines del siglo por un resultado de valor fundamental, el descubrimiento de la
forma maés simple de la ley de los grandes ntiimeros (J. Bernoulli, publicado en
1713). Es necesario también referirse a la construccién por B. Pascal (1641) y
G. Leibnitz (1673-74) de las primeras calculadoras, que permanecieron durante
mucho tiempo, sin embargo, sin consecuencias practicas.
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SIGLO XVIII

En el comienzo del S. XVIII el estilo general de los estudios mateméticos
cambia gradualmente. El éxito del S. XVII, causado esencialmente por la
novedad del método, se consiguié principalmente por el valor y la profundidad
de las ideas generales, que trazaron juntas las matematicas y la filosofia. Al
principio del S. XVIII el desarrollo de los nuevos campos de las matematicas,
creados en el S. XVII, alcanzdé un nivel que comenzé a requerir primero de todo
habilidad en el manejo del aparato matematico y recursos en la investigacion
de las soluciones de problemas dificiles que surgieron inesperadamente. De los
dos matematicos méas grandes del S. XVIII, L. Euler fue el representante més
brillante de esta tendencia de virtuoso, y J. Lagrange, siendo posiblemente in-
ferior a L. Euler en la cantidad y variedad de las tareas solucionadas, conecto
brillantemente la tecnologia con conceptos de generalizacion amplios, tipicos
de la escuela matemaética francesa de la segunda mitad del S. XVIII, relaciona-
da de cerca con el gran movimiento filoséfico de los ilustrados y materialistas
franceses. El entusiasmo por la fuerza extraordinaria del aparato de andlisis
matematico conduce naturalmente a la fe en la posibilidad de su desarrollo
puramente automatico, en la correccién de los calculos matematicos incluso
cuando en ellos se incorporen simbolos carentes de sentido. Si con la creacion
del analisis infinitesimal se demuestran, mediante su manejo 1égico, ideas que
eran completamente claras, ahora se defiende abiertamente el derecho de calcu-
lar expresiones matematicas privadas directamente de sentido segun las reglas
generales, apoyandose en la claridad o cualquier justificacién logica para la
legitimidad de tales operaciones. Quien se inclina mas a este lado de la vie-
ja generacién es G. Leibnitz, quien en 1702 a proposito de la integracion de
funciones racionales con la ayuda de su desarrollo en expresiones imaginarias
habla sobre la “interferencia maravillosa del mundo ideal” , etc. L. Euler, més
realista, no esta dispuesto a hablar de maravillas, pero acepta la legitimidad
de operaciones con numeros imaginarios y con nimeros divergentes como he-
cho empirico, confirmado por la correccién del resultado obtenido. Aunque
se comenzé el trabajo de comprension racional de la base del andlisis de lo
infinitamente pequeno, la elaboracién sistematica de la justificacién légica del
analisis fue realizada solamente en el S. XIX.

Si los méds visibles matemaéticos del S. XVII eran, con mucha frecuen-
cia, los mismos filésofos o los fisicos experimentales de aquel tiempo, el tra-
bajo cientifico de las matemaéticas en el S. XVIII se convierte en profesion
independiente. Los matemaéticos del S. XVIII son gente que proviene de di-
ferentes circulos sociales, que fueron escogidos temprano por sus capacidades
matemadticas, con lo que se convierte rapidamente en carrera académica. (L.
Euler, que proviene de una familia de pastor protestante en Basilea, fue in-
vitado a la edad de 20 anos a trabajar como adjunto en la Academia de
Ciencias de Petersburgo, a los 23 anos se convierte alli en profesor, a los 39
anos en director de la seccién fisico-matematica de la Academia de Ciencias
de Berlin. J. Lagrange, hijo de un funcionario francés, a los 19 anos fue pro-
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fesor en Turin, y a los 30 afios director de la seccién fisico-matematica de la
Academia de Ciencias de Berlin. P. Laplace, hijo de un agricultor francés, a
los 22 anos fue profesor de la Escuela Militar de Paris, a los 36 anos miembro
de la Academia parisiense de Ciencias.) En este caso, sin embargo, la ciencia
natural matemética (mecénica, fisica matemadtica) y los usos técnicos de las
matematicas siguen estando en la esfera de la actividad de los matemaéticos. L.
Euler se ocupa de cuestiones de construcciéon de navios y éptica, J. Lagrange
crea las bases de la mecédnica analitica, P. Laplace, que se consideraba esen-
cialmente matematico, es también el astronomo y fisico mas importante de su
tiempo, etcétera.

Las matemaéticas del S. XVIII fueron enriquecidas por muchos resultados
sobresalientes. Debido al trabajo de L. Euler, de J. Lagrange y A. Legendre la
teoria de los nimeros adquiere la naturaleza de ciencia sistematica. J. Lagrange
dio la solucion general de las ecuaciones indeterminadas de segundo grado
(1769, publicado en 1771). L. Euler estableci6 el principio de la reversibilidad
para el residuo cuadratico (1772, fue publicado en 1783) y describié la funcién
zeta (1737, 1748, 1749) para estudiar los nimeros primos, de los que se ocupd
al principio la teorfa analitica de los nimeros.

Con la ayuda de los desarrollos en fracciones continuas L. Euler prueba la
irracionalidad de e y e? (1737, publicado en 1744), y J. Lambert (1766, publi-
cado en 1768) la irracionalidad de 7. En el dlgebra G. Cramer (1750) introdujo
los determinantes para solucionar los sistemas de ecuaciones lineales. L. Euler
considerd como hecho empirico establecido la existencia en cada ecuacién alge-
braica de raices de la forma A+ +/—1B. Gradualmente se llega a la persuasién
de que la raiz se da siempre en la forma A+ +/—1B en las expresiones general-
mente imaginarias (no solamente en el dlgebra, sino también en el andlisis).
J. D’Alembert probé (1748) que el médulo del polinomio no puede tener un
minimo, aparte del cero (el llamado lema D’Alembert), contando esto para
la prueba de la existencia de una raiz en cualquier ecuacién algebraica. Las
férmulas de A. Moivre y L. Euler, que conectan las funciones exponenciales y
trigonométricas de argumento complejo, condujeron a la extensién posterior
de los usos de los nimeros complejos en el andlisis. I. Newton, J. Stirling, L.
Euler y P. Laplace pusieron las bases de diferencias finitas en el cédlculo. B.
Taylor expuso (1715) su férmula del desarrollo de una funcién arbitraria en
series exponenciales. En los investigadores del siglo XVIII, especialmente en
L. Euler, las series se hacen uno de los instrumentos de gran alcance y flexi-
bilidad del andlisis. J. D’Alembert comienza el estudio serio de las condiciones
de la convergencia de las series. L. FEuler, J. Lagrange y especialmente A.
Legendre pusieron las bases del estudio de integrales elipticas —primera forma
de funciones no elementales, sujetas a un estudio especial profundo. Atencién
considerable se presté a las ecuaciones diferenciales; en particular L. Euler dio
el primer método de solucionar la ecuacion diferencial lineal de cualquier orden
con coeficientes constantes (1739, publicada en 1743), J. D’Alembert examiné
los sistemas de ecuaciones diferenciales, J. Lagrange y P. Laplace desarrollaron
la teoria general de las ecuaciones diferenciales lineales de cualquier orden. L.
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Fuler, G. Monge y J. Lagrange pusieron los principios de la teoria general de
ecuaciones en derivadas parciales de primer orden, mientras que L. Euler, G.
Monge y P. Laplace de segundo orden. Hay interés especial en la introduccién
en el andlisis del desarrollo de funciones en series trigonométricas, puesto que
en conexién con esta tarea entre L. Euler, J. Bernoulli, J. D’Alembert, G.
Monge y J. Lagrange desarrollaron la controversia con respecto al concepto
de la funcién, que prepard los resultados fundamentales del S. XIX sobre la
relacion entre la expresion analitica y el comportamiento de la funcion. Final-
mente, el calculo de variaciones, creado por L. Euler y J. Lagrange, es la nueva
rama del andlisis, que se present en el S. XVIII. A. Moivre, I. Bernoulli, P.
Laplace a partir de los logros de los S. XVII y XVIII sentaron los principios
de la teoria de las probabilidades.

En el campo de la geometria L. Euler condujo a la terminacién del sistema
de la geometria analitica elemental. En el trabajo de L. Euler, A. Clairaut, G.
Monge y J. Meusnier se colocaron las bases de la geometria diferencial de las
curvas y de las superficies del espacio. J. Lambert desarroll6 la teoria de la
perspectiva, y G. Monge la forma final de geometria descriptiva.

Es evidente del examen presentado que las matematicas en el S. XVIII,
basandose en las ideas del S. XVII, superaron largamente a los siglos anterio-
res. Este florecimiento de las matemadticas estuvo principalmente en conexion
con la actividad de las Academias; las universidades desempenaron un papel
mas pequeno. El distanciamiento de los matematicos més importantes de la
ensenanza de la universidad se compensé por la energia con la que todos,
comenzando por L. Euler y J. Lagrange, escribieron libros de texto, extensos
estudios y tratados.

III. LAS MATEMATICAS CONTEMPORANEAS

Todas las ramas del andlisis matematico creadas en el S. XVII y XVIII
continuaron con gran intensidad en el S. XIX y XX. Crecié enormemente du-
rante esta época el ambito de tareas dedicadas a los problemas de la técnica
y la ciencia natural. Sin embargo, ademés de este aumento cuantitativo, a
partir de los anos ultimos del S. XVIII y en el principio del S. XIX se ob-
serva en el desarrollo de las matematicas una serie sustancialmente nueva de
caracteristicas.

III. 1. LA AMPLIACION DEL OBJETO DE LAS MATEMATICAS

En los S. XVII y XVIII se acumulé un material enorme que condujo a
la necesidad de un andlisis logico profundo y se asocié a nuevos puntos de
vista. El descubrimiento y puesta en uso de la interpretacién geométrica de
los nimeros complejos [el topégrafo danés K. Bessel, 1799, y el matemadtico
francés J. Argand , 1806], la prueba de la insolubilidad en radicales de la
ecuacion algebraica general de quinto grado (N. Abel, 1824), el desarrollo por
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A. Cauchy de los principios de la teoria de las funciones de variable comple-
ja, su trabajo para una justificacion rigurosa del andlisis de lo infinitamente
pequeno, la creacién por N. I. Lobachevski (1826, publicado en 1829-30) y J.
Bolyai (1832) de la geometria no-euclidiana, el trabajo de K. Gauss (1827)
sobre geometria intrinsica de superficies, son ejemplos tipicos de las nuevas
tendencias en matemaéaticas que se encuentran en el cambio del S. XVIII al
XIX.

La conexion de las matematicas con el desarrollo de la ciencia natural,
que no estd ahora menos cercana, adquiere formas mas complejas. Las grandes
nuevas teorias aparecen no solamente como resultado de las demandas directas
de la ciencia natural o de la tecnologia, sino también de las necesidades internas
de las mismas matematicas. Asi fue el desarrollo de la teoria de las funciones
de variable compleja, que ocuparon a principios y mediados del S. XIX la
posicién central en todo el andlisis matematico.

Otro ejemplo notable de teoria que se presenté como resultado del desarrol-
lo interno de las matematicas, fue la “geometria imaginaria” de Lobachevski.

Es posible dar un ejemplo adicional de como, a fines del S. XVIII y primera
mitad del S. XIX, se pasé a puntos de vista muy generalizados sobre los he-
chos matematicos, y en la segunda mitad del S. XIX y el S. XX se recibié una
gran ayuda de los logros obtenidos anteriormente para las nuevas demandas
de la ciencia natural. La teoria de grupos se origina a partir del examen de J.
Lagrange (1771) de los grupos en conexién con el problema de la resolucién
en radicales de ecuaciones algebraicas de grado mas alto. E. Galois (1830-32,
publicado en 1832), con la ayuda de la teoria de grupos de sustituciones dio
respuesta final a la cuestion de las condiciones de solubilidad en radicales de
ecuaciones algebraicas de cualquier grado. A mediados del S. XIX A. Cayley
(1846) dio la definicién “abstracta” general de los grupos. S. Lie desarroll6 la
teoria de grupos continuos, en base a los problemas generales de la geometria.
Y solamente después de esto E. S. Fedorov (1890) y el cientifico aleman A.
Schoenflies (1891) establecieron que la estructura de los cristales estd subor-
dinada a las reglas de la teoria de los grupos; incluso mas tarde la teoria de
grupos se convierte en un instrumento de gran alcance en la fisica cudntica.

En dependencia muy directa y continua de las demandas de la mecanica
y de la fisica tuvo lugar la formaciéon del andlisis vectorial y tensorial. En
el marco del andlisis funcional firmemente conectado con las necesidades de
la fisica contemporanea se aplican a las ideas de vector y tensor valores de
dimension infinita.

Asi, como resultado de las necesidades internas de las matematicas y de las
nuevas demandas de la ciencia natural, el d&mbito de relaciones cuantitativas
y de formas espaciales estudiado por las matematicas se agranda extremada-
mente; a €l se incorporan las relaciones que existen entre los elementos de un
conjunto arbitrario, vectores, operadores en los espacios de funciones, toda
la variedad de las formas del espacio de cualquier dimensién, etc. Con esta
comprension amplia los términos “formas espaciales” y “relaciones cuantita-
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tivas” que dimos al principio de este articulo sobre las matemadticas también
son aplicables en la actual etapa de su desarrollo.

La novedad esencial del desarrollo de las matematicas en la etapa comen-
zada en el S. XIX estd en que las cuestiones de la ampliacién necesaria del
ambito de las relaciones cuantitativas y las formas espaciales sometidas a estu-
dio se convirtieron en objeto del interés consciente y activo de los matemaéticos.
Si antes, por ejemplo, la introduccién de los nimeros negativos y complejos
y la formulacién exacta de las reglas para operar con ellos requirié un traba-
jo continuo, ahora el desarrollo de las matemaéticas requirié la produccion de
métodos de creacién consciente y sistematica de nuevos sistemas geométricos,
nuevas “algebras” con “multiplicacién no conmutativa” o incluso “no asocia-
tiva”, etcétera, en la medida en que surgia su necesidad. Asi, la pregunta
sobre si no se debe, por ejemplo, para el andlisis y la sintesis de uno u otro
tipo de contactos relé, crear una nueva ”algebra” con nuevas reglas de ac-
tuacion, aparece sin ser provocada por la practica cientifica y técnica diaria.
Pero es dificil sobrestimar la importancia de esa revisién de todo el pensamien-
to matematico, que hubo de ocurrir durante el transcurso del S. XIX. Desde
el punto de vista ideoldgico el descubrimiento de la geometria no-euclidiana
de Lobachevski fue el mas significativo entre los descubrimientos de comienzos
del S. XIX. Especificamente, por el ejemplo de esta geometria se supero la fe
en la estabilidad de los milenarios axiomas generados por el desarrollo de las
matematicas, se comprendio la posibilidad de disenar teorias sustancialmente
nuevas en matemadticas por el camino de una abstraccion correctamente ejecu-
tada, prescindiendo de las limitaciones anteriores que no tienen una necesidad
légica interna, y, finalmente, se descubrié que una teoria abstracta de esa clase
puede, en el curso del tiempo, obtener siempre amplias aplicaciones mucho mas
concretas.

La extension extraordinaria del objeto de las matematicas atrajo en el
S. XIX una atencién intensiva hacia las cuestiones de su “justificacion”, es
decir, la revisién critica de sus proposiciones iniciales (axiomas), la construc-
cién de un sistema riguroso de definiciones y demostraciones, y también el
examen critico de los métodos logicos usados en estas demostraciones. El tra-
bajo sobre una justificacién rigurosa de las varias ramas de las matematicas
ocupa justamente un lugar significativo en las matematicas de los S. XIX y
XX. Sobre la base del anédlisis (teorfa de nimeros reales, teoria de limites,
y la justificacion rigurosa de todos los métodos de célculo diferencial e inte-
gral), los trabajos realizados se presentan actualmente de forma mas o menos
completa en la mayoria de los libros de texto (cuya naturaleza es puramente
practica). Sin embargo, hasta hace poco tiempo se encontraban casos en los
que, por razones practicas, se retrasaba una justificacién rigurosa de la nueva
teoria matematica. Asi sucedié en un periodo tan largo como el curso de los
S. XIX y XX con el calculo operacional de tan amplios usos en la mecédnica y
la electrotecnia. Sélo con gran retraso se construy6 la presentacién correcta de
la teoria matematica de las probabilidades. Y sigue faltando una justificaciéon
rigurosa de muchos métodos matematicos, usados extensamente en la fisica
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tedrica contemporanea, donde muchos resultados valiosos se obtienen con la
ayuda de dispositivos matematicos “ilegitimos”.

El estandar de los requisitos para la precision légica, gobernado en el
trabajo practico de los matemaéticos por el desarrollo de teorias matematicas
separadas, se consolidé solamente hacia el final del S. XIX. Este estandar se
basa en el concepto conjuntista de la estructura de una teoria matematica
cualquiera. Desde este punto de vista cualquier teoria matemaética se refiere a
uno o varios objetos, que guardan entre si algunas relaciones. Todas las carac-
teristicas formales de estos objetos y relaciones, necesarias para el desarrollo
de la teoria, quedan fijadas en forma de axiomas, los cuales no afectan a la
naf-turaleza especifica de los mismos objetos y sus relaciones. La teoria es
aplicable a cualquier conjunto de objetos con relaciones, que satisfaga el sis-
tema de los axiomas asumidos como su base. De acuerdo con esto la teoria
se puede considerar como definitivamente construida, desde el punto de vista
logico, sélo en el caso de que en su desarrollo no se utilice ninguna carac-
teristica concreta, no mencionada en los axiomas, de los objetos estudiados y
las relaciones entre ellos, sino que todos los nuevos objetos o relaciones intro-
ducidos en el desarrollo de la teoria, se determinen formalmente por medio de
los axiomas.

La légica matematica ilumina el otro lado de la construccién de cualquier
teorfa matemaética. El sistema de axiomas entendido en la forma descrita (con-
juntista) organiza el campo sin limites del uso de esta teoria matematica,
indicando sus caracteristicas conforme al estudio del conjunto de objetos y
relaciones, pero no da ninguna indicacién concerniente a los medios logicos
con la ayuda de los cuales dicha teoria matematica necesita desarrollarse. Por
ejemplo, las caracteristicas del conjunto de los nimeros naturales se estable-
cen con exactitud salvo isomorfismo con la ayuda de un sistema muy simple
de axiomas. Sin embargo la resolucion de los problemas, cuya solucién esta
en principio predeterminada inequivocamente por la adopcién de este sistema
de axiomas, demuestra ser con frecuencia muy compleja: especificamente, la
teoria de numeros abunda desde hace tiempo en problemas muy simples en
su formulacion pero que no encontraron hasta ahora una solucién. Se plantea,
naturalmente, la pregunta de si esto ocurre solamente porque la solucién de al-
gunos problemas simplemente formulados de la teoria de los ntimeros requiere
una cadena muy larga de razonamientos, que abarcan lo ya sabido y usa-
do elementalmente, o porque son necesarios métodos sustancialmente nuevos
de inferencia logica, no empleados previamente, para la solucién de algunos
problemas de la teoria de los niimeros.

La logica matematica contemporanea dio a esta pregunta una respuesta
especifica: ninguna teoria deductiva tnica puede agotar la variedad de los
problemas de la teoria de niimeros. Mas exactamente, dentro de la teorfa de
los nimeros naturales, es posible formular una secuencia de problemas ... del
tipo de dicha teoria, tal que para cualquier teoria deductiva alguno entre estos
problemas sera “indecidible” estando dentro de los limites de dicha teoria
(K. Godel). En este caso por “teoria deductiva” se entiende la teoria que se
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desarrolla desde un nimero finito de axiomas construyendo una larga cadena
de razonamientos, cuyas partes integrantes se ajustan al ntmero finito de
métodos elementales fijados para la inferencia légica en dicha teoria.

Asi el concepto descubierto de teoria matematica, en el sentido de teoria
abarcada por un sistema de axiomas conjuntista, resulta sustancialmente més
amplio que el concepto logico de teoria deductiva: incluso con el desarrollo
de la aritmética de nimeros naturales, surge inevitablemente la invocacién
de nuevos métodos de razonamiento légicos, que salen fuera de los limites de
cualquier conjunto limitado de métodos estandarizados.

Todos esos resultados, que se pueden obtener dentro de los limites de una
teoria deductiva, se pueden también obtener por el cilculo producido segun
reglas dadas para siempre. Si se da una prescripcién rigurosamente definida
para el calculo de la solucion de cierta clase de problemas, se habla entonces
de algoritmo matemadtico. En la misma creacién de un sistema suficientemente
desarrollado de signos matematicos, los problemas de la construccién de un
sistema suficientemente general de algoritmos ocuparon un gran lugar en la
historia de las matematicas del tiempo que nos ocupa, pero solamente en
décadas recientes, como resultado del desarrollo de la légica matematica, se
ha comenzado a crear una teoria general de algoritmos y de la “solubilidad
algoritmica” de los problemas matematicos. Las perspectivas practicas de estas
teorias son, al parecer, muy grandes, especialmente en conexién con el desa-
rrollo contemporaneo de la tecnologia de computacion, que permite sustituir
algoritmos matemadticos complejos por el trabajo de maquinas.

IIT 2. HISTORIA DE LAS MATEMATICAS EN EL SIGLO XIX Y PRINCIPIOS DEL XX

COMIENZO Y MITAD DEL SIGLO XIX

A principios del S. XIX tiene lugar una nueva extension significativa del
campo de los usos del andlisis matematico. Si hasta este tiempo la mecénica y
la 6ptica seguian siendo las ramas basicas de la fisica que requirieron grandes
aparatos matematicos, se une ahora a ellas la electrodinamica, la teoria del
magnetismo y la termodinamica. Recibieron un desarrollo amplio las ramas
mas importantes de la mecanica de los medios continuos, de los cuales la
hidrodindmica de fluidos ideales incomprensibles no fue creada hasta el S.
XVIII por J. Bernoulli, L. Euler, J. D’Alembert y J. Lagrange. Crecieron
rapidamente las demandas matemaéticas de la tecnologia. A principios del
S.XIX aparecen las cuestiones de la termodinamica de las maquinas de vapor,
mecénica técnica y balistica. Como aparato principal de los nuevos campos de
la mecanica y de la fisica matemédtica aparece con fuerza la teoria de ecua-
ciones en derivadas parciales y especialmente la teoria del potencial. En esta
direccién trabajé la mayoria de los analistas importantes a comienzos y me-
diados del siglo, K. Gauss, J. Fourier, S. Poisson, A. Cauchy, P. Dirichlet, J.
Green y M. V. Ostrogradskii. M. V. Ostrogradskii puso las bases del calculo
de las variaciones para las funciones de varias variables. Como resultado de
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estudios sobre las ecuaciones de la fisica matematica aparece en el trabajo de
J. Stokes y otros matematicos ingleses el andlisis vectorial.

A pesar de las convicciones mecanicistas dominantes a principios del siglo
XIX, el convencimiento de que la ciencia natural puede describir todos los
fenémenos naturales por ecuaciones diferenciales, bajo presion de las demandas
de la practica la teoria de las probabilidades recibié un importante desarrollo
posterior. P. Laplace y S. Poisson crean para esto un aparato analitico nuevo
de gran alcance. P. L. Chebishev da una justificacion rigurosa de los elemen-
tos de la teoria de las probabilidades y prueba su famoso teorema (1867),
que combiné en formas generales con la formulacién de la ley de los grandes
numeros conocida anteriormente.

Segun lo mencionado ya, junto con el desarrollo de los trabajos que se pre-
sentaron por las nuevas demandas de las ciencias naturales y de la tecnologia,
los matematicos prestaron una atencién extraordinaria, muy a comienzos del
S. XIX, a las cuestiones de la justificacién rigurosa del andlisis (A. Cauchy,
1821, 1823). N. I. Lobachevski (1834) y, mas tarde, P. Dirichlet (1837) formu-
laron distintamente la definicién de funcién como correspondencia totalmente
arbitraria. En 1799 K. Gauss publico la primera prueba del teorema funda-
mental del algebra, formulando cuidadosamente, sin embargo, este teorema en
términos puramente reales (descomponibilidad del polinomio real en los coefi-
cientes reales de primer y segundo grado). Solamente mucho més tarde (1831)
K. Gauss presenté claramente la teoria de los niimeros complejos.

La teoria de las funciones de variable compleja aparece basada en la com-
prension clara de la naturaleza de los numeros complejos. K. Gauss tenia
amplios conocimientos en este campo, pero no publicé casi nada. Los prin-
cipios generales de la teoria fueron presentados por A. Cauchy, la teoria de
funciones elipticas fue desarrollada por N. Abel y K. Jacobi. Ya en esta etapa
es caracteristica, en contraste con el acercamiento puramente algoritmico del
S. XVIII, la concentracion de la atenciéon en explicar la unicidad del compor-
tamiento de las funciones en el campo complejo, gobernado basicamente por
regularidades geométricas (comenzando por la dependencia del radio de con-
vergencia de la serie de Taylor respecto a la situacién de puntos individuales,
establecida por A. Cauchy). Esto todavia se consolida a mediados del S. XIX
con B. Riemann en el sentido de la naturaleza “cualitativa” y geométrica de
la teoria de las funciones de variable compleja. Aqui ocurre que el portador
geométrico natural de la funcién analitica en el caso de multivocidad no es el
plano de la variable compleja, sino la denominada superficie de Riemann que
corresponde a esta funcion. K. Weierstrass alcanza la misma generalidad que
B. Riemann, basandose en un andlisis puro. Sin embargo, las ideas geométri-
cas de B. Riemann demostraron posteriormente que eran de todo un estilo de
pensamiento mas determinante en el campo de la teoria de las funciones de
variable compleja.

En el periodo de entusiasmo por la teoria de las funciones de variable
compleja, P. L. Chebishev es el representante mas importante del interés por
cuestiones especificas de la teoria de funciones en el campo real. P. L. Cheby-
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shev creé la expresiéon mds brillante de esta tendencia (comenzando a partir
de 1854), la teoria de aproximaciones 6ptimas, a partir de las demandas de la
teoria de los mecanismos.

En el algebra, después de la mencionada demostracion de insolubilidad en
radicales de la ecuacion general de quinto grado (P. Ruffini ,N. Abel), E. Galois
demostré que el problema de la solubilidad de ecuaciones en radicales depende
de las caracteristicas de los grupos de Galois conectados con la ecuacion. El
problema del estudio abstracto general de los grupos es planteado por A. Cay-
ley. Debe observarse que incluso en el algebra la aceptacién universal del valor
de la teoria de grupos ocurrié solamente después del trabajo de C. Jordan en
los afios 70. Del trabajo de E. Galois y N. Abel surgié también el concepto
de cuerpo de los nimeros algebraicos, que condujo a la creacién de una nueva
ciencia, la teoria de los nimeros algebraicos. Con el paso al S. XIX se desa-
rrollaron los viejos problemas de la teoria de los nimeros en un grado sustan-
cialmente nuevo, generalmente en conexién con las caracteristicas mas simples
de los numeros enteros. K. Gauss desarrolla la teoria de la representabilidad
de los nimeros mediante formas cuadraticas (1801), P. L. Chebishev obtiene
resultados basicos sobre la densidad del orden de los nimeros primos en la
serie de los naturales (1848, 1850), P. Dirichlet demuestra el teorema sobre
la existencia de una cantidad infinita de niimeros primos en las progresiones
aritméticas (1837), etc.

La geometria diferencial de superficies fue creada por K. Gauss (1827) y
M. Peterson (1853). Para elaborar nuevos puntos de vista sobre el significado
primario del objeto de la geometria tuvo lugar, como ya se indicé, la creacion
por N. I. Lobachevski de la geometria no-euclidiana. En paralelo, largo tiempo
independiente de la geometria no-euclidiana, se desarroll la geometria proyec-
tiva (J. Poncelet, J. Steiner, K. Staudt y otros), también relacionada con un
cambio sustancial en las viejas opiniones sobre el espacio. J. Pliicker construyé
la geometria empleando las lineas rectas como elementos basicos, y G. Grass-
mann cred la geometria afin y métrica del espacio vectorial de dimensién n.

En realidad, ya en la geometria intrinseca de superficies de Gauss la
geometria diferencial se libera también de la conexién indisoluble con la geo-
metria de Euclides: el hecho de que la superficie se encuentre en el espacio
euclidiano tridimensional, se presenta para esta teoria como circunstancia ca-
sual. En base a esto, B. Riemann crea (1854, publicado en 1868) el concepto
de la geometria métrica en dimension n determinada por una forma diferencial
cuadratica. Se establecio asi el principio de la geometria de variedades dife-
renciales de dimensién n. A B. Riemann pertenecen las primeras ideas en el
campo de la topologia de variedades multidimensionales.

FINES DEL SIGLO XIX Y PRINCIPIOS DEL XX

Es solamente a comienzos de los anos 70 del S. XIX cuando F. Klein
publica el hallazgo de un modelo de la geometria no-euclidiana de Lobachevs-
ki, que finalmente elimina las dudas sobre su consistencia. F. Klein (1872)
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subordina toda la variedad de espacios de distintas dimensiones construidos
por la “geometria” de esta época a la idea del estudio de los invariantes de
uno u otro grupo de transformaciones. En esta época (1872) los principios del
andlisis obtienen el necesario fundamento en la forma de una teorfa rigurosa
de los niimeros irracionales (R. Dedekind, G. Cantor y K. Weierstrass). En
1879-84 se publican los trabajos basicos de G. Cantor sobre la teoria gene-
ral de conjuntos infinitos. Solamente después de esto pueden generalizarse las
ideas contemporaneas sobre el objeto de las matematicas, la construccion de
una teorfa matemadtica [ver arribal, el papel de la axiomadtica, etc. Su difusién
amplia requirié todavia varias décadas; el reconocimiento general del concepto
contemporaneo de la estructura de la geometria esta conectado generalmente
con la aparicién en 1899 de los “Fundamentos de la geometria” de D. Hilbert.

La profundizacién adicional de los estudios para la fundamentacion de las
matematicas se concentré en la superacién de las dificultades 16gicas que se
presentaron en la teorfa general de conjuntos, y en un estudio de la estruc-
tura de las teorias matematicas y de los métodos de soluciéon constructiva de
problemas matemaéticos por medio de la légica matematica. Estos estudios
crecen para formar una gran rama independiente de las matematicas, la logica
matematica. Las bases de la légica matematica fueron creadas en el S. XIX
por J. Boole, P. S. Poretski, E. Schroder, G. Frege, G. Peano y otros. A prin-
cipios del S. XX estan los grandes logros obtenidos en este campo (teoria de
la demostracién de D. Hilbert; la logica intuicionista creada por L. Brouwer y
sus seguidores).

Todas las ramas de las matematicas consiguen, a fines del S. XIX y comien-
zo del S. XX, un desarrollo extraordinario, que supera los periodos anteriores
no solamente en el nimero de trabajos, sino también en la perfeccién y la
fuerza de los métodos y el caracter definitivo de los resultados, comenzando
por la rama mas antigua, la teoria de los ntimeros. E. Kummer, L. Kroneck-
er, R. Dedekind, E. I. Zolotarev y D. Hilbert ponen las bases de la teoria
contemporanea de los nuimeros algebraicos. Ch. Hermite en 1873 prueba la
transcendencia del nimero e, el matematico aleman F. Lindemann en 1882 la
del nimero p, J. Hadamard (1896) y Ch. La Vallée Poussin (1896) terminan
los estudios de P. L. Chebishev sobre la ley de la disminucion de la densidad
de ndmeros primos en la serie de los naturales. H. Minkowski introduce en
los estudios de teoria de niimeros métodos geométricos. FEn Rusia, después del
ya mencionado P. L. Chebyshev, desarrollan brillantemente trabajos sobre la
teoria de los numeros E. 1. Zolotarev, A. N. Korkin, G. F. Voronoi y A. A.
Markov.

El centro de gravedad de los estudios algebraicos se transfiere a nuevos
campos: teoria de grupos, de cuerpos y de anillos, y asi sucesivamente. Muchas
de estas ramas del dlgebra obtienen usos profundos en la ciencia natural: en
concreto, la teoria de grupos en cristalografia, y més adelante en cuestiones
de fisica cuéantica.

En el limite entre el dlgebra y la geometria, S. Lie crea (comenzando
a partir de 1873) la teorfa de los grupos continuos, cuyos métodos penetran
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posteriormente en todos los nuevos campos de las matematicas y de las ciencias
naturales.

La geometria elemental y la proyectiva atraen la atencion de los matema-
ticos principalmente desde el punto de vista del estudio de sus bases logicas
y axiomaticas. Pero la geometria diferencial y algebraica se convierten en las
ramas bésicas de la geometria disenadas por las fuerzas cientificas més signi-
ficativas. La geometria diferencial del espacio tridimensional euclidiano recibe
un desarrollo sisteméatico completo en los trabajos de E. Beltrami, G. Darboux
y otros. Més adelante se desarrolla vigorosamente la geometria diferencial para
grupos de transformaciones méds amplios (que el grupo de movimientos eucli-
dianos) y especialmente la geometria diferencial de espacios multidimensiona-
les. Esta direccién de los estudios geométricos, que recibié un impulso de gran
alcance para su desarrollo con la aparicién de la teoria general de la relativi-
dad, se cre6 en primer lugar con el trabajo de T. Levi-Civita, E. Cartan y H.
Weyl.

En conexién con el desarrollo de los puntos de vista mas comunes de la
teoria de conjuntos y de la teoria de las funciones de variable real a fines del
S. XIX, la teoria de funciones analiticas quedd privada de la posicién excep-
cional de ntcleo de todo el andlisis matemdtico, que se planeaba para ella
a principios y mediados del S. XIX. Sin embargo, continia desarrollandose
con no menos intensidad de acuerdo con sus necesidades internas y debido a
las nuevas conexiones que se revelan entre ella y otras ramas del analisis, y
directamente con la ciencia natural. Especialmente esencial en esta ltima di-
reccién fue la explicacion del papel de las imagenes conformes para la solucion
de los problemas de valor limite para ecuaciones en derivadas parciales (por
ejemplo, el problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace), en el contexto
del estudio de los flujos planos del fluido ideal y en problemas de la teoria de
la elasticidad.

F. Klein y H. Poincaré crean la teoria de las funciones automorficas, en las
cuales encuentra aplicaciones notables la geometria de Lobachevski. E. Picard,
H. Poincaré, J. Hadamard, E. Borel desarrollan profundamente la teoria de
funciones integrales, que hace posible, en concreto, la obtencién del teorema
ya mencionado sobre la densidad de la distribucién de los niimeros primos. H.
Poincare, D. Hilbert y otros desarrollan la teoria geométrica de funciones y la
teoria de las superficies de Riemann. Las imagenes conformes encuentran uso
en aerodindmica (N. E. Zhukovskii, S. A. Chapligin).

Como resultado de la construccion sistemdtica del anélisis matematico en
base a la teoria aritmética rigurosa de los nimeros irracionales y a la teoria
de conjuntos de las matemaéticas modernas, se presento la teoria de funciones
de variable real. Si anteriormente se estudiaron sistematicamente solo las fun-
ciones que aparecen “naturalmente” en varios problemas especiales, después en
la teoria de funciones de variable real hubo un interés tipico por la explicacién
completa del verdadero alcance de los conceptos generales del anélisis (en el
mismo comienzo de su desarrollo, B. Bolzano y mas tarde K. Weierstrass, por
ejemplo, descubrieron que una funcién continua puede no tener derivada en
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ningun punto). Los estudios sobre la teorfa de funciones de variable real con-
dujeron a la determinacién general de los conceptos de medida de un conjunto,
de las medidas de la funcion y de la integral, que desempenan un papel impor-
tante en las matematicas contemporaneas. Teorias bésicas sobre las funciones
de variable real fueron propuestas por los matematicos de la escuela francesa
(C. Jordan, E. Borel, H. Lebesgue, R. Beer), y més tarde el papel directivo
paso a las escuelas rusa y soviética.

Ademas de su interés directo, la teoria de las funciones de variable real
tuvo influencia en el desarrollo de muchas otras ramas de las matemaéticas.
Los métodos de limites elaborados en ella demostraron ser especialmente ne-
cesarios durante la construccién de las bases del analisis funcional. Si con
respecto a los métodos el andlisis funcional se desarrollé bajo el influjo de la
teoria de funciones de variable real y de la teoria de conjuntos, después, por
su contenido y por la naturaleza de las tareas abordadas, se acercd directa-
mente al andlisis clasico y a la fisica matematica, llegando a ser especialmente
necesario (principalmente en la forma de teoria de los operadores) en la fisica
cuantica. La seleccién consciente del andlisis funcional como rama especial de
las matematicas fue realizada por primera vez por V. Volterra a fines del S.
XIX. Pues por el andlisis funcional se comprende ahora mucho mas que antes el
calculo de variaciones y la teoria de las ecuaciones integrales, cuya construc-
cién sistematica fue comenzada por el mismo V. Volterra y continuada por
E. Fredholm. El caso especial mas importante, los operadores en el espacio de
Hilbert, cuyo papel dominante fue explicado por el trabajo de D. Hilbert sobre
las ecuaciones integrales, se desarrolla de manera especialmente intensiva.

La mayoria de las contribuciones que aportan las matematicas a la cien-
cia natural y la tecnologia se reduce a la solucién de ecuaciones diferenciales,
tanto en los casos ordinarios (en el estudio de sistemas con ndmero finito
de grados de libertad), como en derivadas parciales (en el estudio de medios
continuos y en la fisica cuédntica). Por lo tanto, en el perfodo en cuestién
se cultivaron intensivamente todas las direcciones de estudio de las ecuaciones
diferenciales. Se crearon métodos de calculo operacional para solucionar los sis-
temas lineales complejos. En el estudio de sistemas no lineales con pequena no-
linealidad se aplicé extensamente el método de descomposicion en los términos
del pardmetro. Se continué elaborando la teoria analitica de las ecuaciones
diferenciales ordinarias (H. Poincaré y otros). Sin embargo, en el campo de
la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias requirié la atenciéon mayor el
problema del estudio cualitativo de sus soluciones: la clasificacién de los puntos
singulares (H. Poincaré y otros), las cuestiones de estabilidad fueron estudiadas
con especial profundidad por M. Liapunov.

La teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales sirvié como punto de par-
tida a H. Poincaré para continuar la ampliacion de los estudios de las varie-
dades topoldgicas comenzados solamente por B. Riemann, especialmente en
la direccién del estudio de los puntos fijos que se aplican continuamente sobre
si mismos. Aqui comenzaron los métodos “combinatorios”, “homoldgicos” y
“homotdpicos” de la topologia contemporanea. Otra direccién en la topologia
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se presento debido a la teoria de conjuntos y el andlisis funcional, y condujo a
la construccion sistematica de la teoria de espacios topoldgicos generales.

La teoria de ecuaciones en derivadas parciales obtuvo sustancialmente una
nueva forma, incluso a fines del S. XIX, debido a la concentracién de la aten-
ciéon primaria en los problemas de valor limite y la renuncia a la limitacion
por condiciones de contorno analiticas. La teoria analitica, que se remonta a
A. Cauchy, K. Weierstrass y S. V. Kowalevski, no pierde en este caso su valor,
sino que pasa a un plano inferior, puesto que se revela que durante la solu-
cion de los problemas de valor limite no garantiza la correccion, es decir, la
posibilidad de encontrar aproximadamente la solucion, conociendo las condi-
ciones limite también de forma solamente aproximada, mientras que sin esta
posibilidad la solucién tedrica no tiene valor préactico. El cuadro es més com-
plejo de lo que era desde el punto de vista de la teoria analitica: los problemas
del valor limite que se pueden plantear correctamente por los diversos tipos
de ecuaciones diferenciales demuestran ser diferentes. La guia més confiable
en la seleccion para cada tipo de ecuaciones de los problemas apropiados del
valor limite (sobre la propagacién de ondas, el flujo del calor, la difusién, etc.)
llega a ser el uso espontaneo de las ideas fisicas apropiadas. En relacién con
esto, la transformacién de la teoria de las ecuaciones en derivadas parciales
principalmente en la teoria de las ecuaciones de la fisica matematica tuvo al-
to valor positivo. El trabajo segin tipos separados de ecuaciones de la fisica
matematica constituye justamente la parte sustancial de toda la produccién
matematica. Después de P. Dirichlet y de B. Riemann se ocuparon de las
ecuaciones de la fisica matematica H. Poincaré, J. Hadamard, J. Rayleigh, W.
Thomson, K. Neumann, D. Hilbert, y en Rusia A. M. Liapunov, V. A. Steklov
y otros.

Los métodos de la teoria de las probabilidades son una adicion esencial a
los métodos de ecuaciones diferenciales en el estudio de la naturaleza y solucion
de los problemas técnicos. Si a principios del S. XIX los usuarios principales de
los métodos probabilisticos fueron la teoria del disparo de artilleria y la teoria
de los errores, a fines del S. XIX y principios del XX la teoria de las probabi-
lidades obtuvo muchos nuevos usos debido al desarrollo de la fisica estadistica
y de la mecénica, y al desarrollo del aparato de la estadistica matematica.
Los estudios tedricos mas profundos en cuestiones generales de la teoria de las
probabilidades a fines del S. XIX y principios del XX pertenecen a la escuela
rusa (P. L. Chebishev, A. A. Markov y A. M. Liapunov).

El uso préctico de los resultados de un estudio matematico tedrico requiere
la obtencién de una respuesta a un problema expresado en forma numérica.
Incluso después de un planteamiento comprensivo del problema con frecuen-
cia no se alcanza un final facil. A fines del S. XIX y principios del XX los
métodos de analisis numérico crecieron para formar ramas independientes de
las matematicas. Fundamentalmente se presté una atencion considerable a los
métodos numéricos de integracién de las ecuaciones diferenciales (los métodos
de Adams, de Stormer, de Runge, etc.) y a las férmulas cuadraticas (P. L.
Chebishev, A. A. Markov, V. A. Steklov). El desarrollo amplio de trabajos
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que requieren calculos numéricos condujo a la necesidad del calculo y publi-
cacién de una creciente cantidad de tablas matematicas.

A partir de la segunda mitad del S. XIX comienza el desarrollo intensivo
de los estudios sobre historia de las matematicas.

CONCLUSION

Mas arriba se observaron las caracteristicas especiales bésicas de las ma-
temdticas contempordneas (el §. 1) y se enumeraron (§. 2) las direcciones
bésicas de los estudios de las matematicas dentro de las diferentes ramas es-
tablecidas a principios del S. XX. En un grado considerable sigue existien-
do esta division, a pesar del rapido desarrollo de las matematicas en el S.
XX, especialmente después del final de la Segunda Guerra Mundial (1939-45).
El estado y los éxitos de las diversas escuelas cientificas de las matematicas
contemporaneas, asi como de los cientificos individuales, se reflejan en los
articulos correspondientes. (Véanse los articulos Teoria de nimeros, Algebra,
Légica, Geometria, Topologia, Teoria de funciones, Anélisis funcional, FEcua-
ciones diferenciales, Ecuaciones de la fisica matematica, Teoria de probabili-
dades, Estadistica matemadtica, Matematicas de computacion.)

Desde las necesidades del desarrollo mismo de las matemaéticas, la “ma-
tematizacion” de diversos campos de la ciencia, la penetracién de métodos
matematicos en muchas esferas de la actividad préactica y el progreso rapido
de la informética conducen a la diversificacién de los esfuerzos bésicos dentro
de las diferentes ramas de las matematicas establecidas, y a la aparicién de
una serie entera de nuevas disciplinas mateméticas (por ejemplo, véase Teoria
de los algoritmos, Teoria de la informacién, Teoria de los juegos, Estudio de
las operaciones, véase también Cibernética).

Sobre la base de los problemas de la teoria de los sistemas de control se
presentaron las matemdticas discretas, o finitas, el analisis combinatorio, la
teoria de los grafos, la teoria de la codificacién.

Los problemas sobre el control 6ptimo (en un sentido u otro) de los sis-
temas fisicos o mecanicos, de las ecuaciones diferenciales descritas, condujeron
a la creacién de la teoria matematica de optimizacién, y los problemas del
control de los objetos en situaciones de conflicto a la aparicién y desarrollo de
la teoria diferencial de juegos.

Estudios en el campo del control de problemas generales y de las ramas
de las matematicas relacionadas con ellos, unidos al progreso de las técnicas
de calculo, dieron base a la automatizaciéon de nuevas esferas de la actividad
humana.

Las matematicas soviéticas ocupan un lugar avanzado en la ciencia ma-
tematica del mundo. En muchas direcciones los trabajos de los cientificos so-
viéticos desempenan un papel determinante. Los éxitos de las matematicas
rusas pre-revolucionarias estuvieron en relaciéon con los estudios de cientificos
excepcionales individuales y tuvieron una base estrecha. Los centros mate-
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maticos cientificos se situaron en unas pocas ciudades (Petersburgo, Moscu,
Kazan, Jarkov, Kiev). En este caso los logros bésicos estuvieron relacionados
con el trabajo de la escuela de Petersburgo. Después de la Gran Revolucion
Socialista de Octubre un nimero de nuevas direcciones importantes se pre-
sentaron en la escuela matemdatica de Moscu. En la Rusia pre-revolucionaria
las universidades fueron los centros béasicos de los estudios mateméticos (Pe-
tersburgo, Mosci, Kazan, etc.). El desarrollo de los estudios cientificos en el
campo de las matematicas y de sus usos después de 1917 estuvo conectado
muy intimamente con el desarrollo y la consolidacién de la Academia de Cien-
cias de la URSS; estos estudios estan en un grado considerable concentrados
en los institutos matematicos de la Academia de Ciencias de la URSS, de las
Academias de Ciencias de reptublicas de la Unién y de las universidades prin-
cipales. El desarrollo mas importante de las matematicas en la URSS se debe
a la aparicion en los anos del poder soviético de numerosas escuelas cientificas
en las ciudades, donde no habia anteriormente un trabajo sensible llevado a
cabo en el campo de las matematicas. Tales escuelas matematicas estan en
Thilisi, Yerevan, Baku, Vilnius, Tashkent, Minsk, Sverdlovsk y otras ciudades
juntamente con la escuela cientifica de Akademgorodok, cerca de Novosibirsk,
recientemente creada en los anos 60.

En paises extranjeros los estudios matematicos se realizan en los institutos
matematicos y en las universidades (especialmente en los paises capitalistas).

Ya en los limites de los S. XVII y XVIII aparecieron las primeras so-
ciedades matematicas, que ahora existen en muchos paises. Las recensiones
sobre los logros de la ciencia matematica mundial y de sus aplicaciones, y
también comunicaciones sobre los trabajos mas interesantes de cientificos in-
dividuales, se leen y se discuten en Congresos Internacionales de Matemaéticos
que se celebran cada 4 anos (comenzando a partir de 1898). La organizacién y
el estimulo de la colaboracién internacional en el campo de las matemaéticas,
la preparacion de los programas cientificos de los Congresos Internacionales de
matematicos, etc., es la tarea de la Unién Matematica Internacional. Los estu-
dios matematicos actuales (y también informacién sobre la vida matemadtica
en diversos paises) se publican en los periddicos matemadticos, cuyo nimero
total (a principios de los anos 70 del S. XX) supera los 250.



