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HISTORIA
Seccién a cargo de

Luis Espanol Gonzalez

Al hacerme cargo de la seccién de Historia de LA GACETA DE LA
RSME envio un saludo a los lectores ofreciéndoles mi compromiso con
la tarea que asumo, como ya hice, con todo mi agradecimiento, ante los
directores cuando me formularon el encargo. La seccién de Historia se
mantiene, desde el primer nimero, gracias al impulso societario que da
aliento a la revista y al buen hacer personal de quienes se han responsabili-
zado de dicha seccion: Antonio Durdan, José Ferreirés y Jesus Herndndez.
Continuar su tarea me estimula y exige.

Cavailles y Lautman:
Repensar las matematicas en torno a 1935

por

Nicasio Ledesma y José Ferreirés

Paris, sabado 4 de febrero de 1939. En medio de la dificil situacién nacional e
internacional, rodeados de perspectivas ominosas que lamentablemente no tardaran
en materializarse (en septiembre se produciria la invasién de Polonia por los nazis),
matematicos y filésofos franceses contintian su tarea cotidiana. Esa mafniana invernal,
algunos de los mejores entre ellos se dirigen hacia el edificio de la Ecole Normale en la
rue d’Ulm para asistir a una conferencia-debate sobre El pensamiento matemdtico,
en torno a «dos tesis de la mas alta importancia» que se habian defendido poco
antes en la Universidad de Paris.! Los autores son Jean Cavailles y Albert Lautman,
pensadores de alto nivel y gran concentracién, que dejardan una honda impronta en el
ambito intelectual francés; por desgracia, los dos morirdn muy pronto —a comienzos
de 1944— fusilados debido a sus actividades en la Resistencia contra los alemanes.

Hacia el célebre edificio de la rue d’Ulm se dirigen no sélo filésofos como el he-
geliano Hyppolite o el neokantiano Brunschvicg (director de las tesis y organizador
del debate), sino matematicos de primer orden como Elie Cartan, Maurice Fréchet,

1Los textos se encuentran traducidos en Cavaillés-Lautman (1989). Para mayores detalles, véase
la tesis doctoral en que se basa el presente trabajo: Ledesma (2008).
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Charles Ehresmann, Henri Cartan, Claude Chevalley, André Weil y Jean Dieudon-
né. La mayoria de ellos miembros fundadores del famosisimo Grupo Bourbaki, que
por estos anos habia comenzado sus seminarios y la preparacion de sus volimenes,
naturalmente interrumpida y aplazada por la Guerra.?

No es casualidad: Cavailles y Lautmann conocen bien a estos jéovenes matema-
ticos. Pertenecen a su misma generacién y han estudiado en la misma institucion:
precisamente la Ecole Normale, donde Cavailles ingresaba el mismo ano que H. Car-
tan, y Lautman a la vez que Chevalley, tres anos después; han asistido a seminarios
juntos, y han discutido a menudo sobre las caracteristicas de la «nueva matema-
tica». Y justamente de eso se trata en la sesion del 4 de febrero: poner al dia la
reflexién filoséfica sobre las matematicas, a la luz de los tltimos acontecimientos y
las tendencias mas recientes: el dlgebra moderna, la topologia, los estudios de l6gica
y fundamentos...; en una palabra, todo aquello que los Bourbaki van a intentar
codificar e implantar definitivamente a través de los Eléments de Mathématique.

En estos ultimos afios se ha cumplido un siglo del nacimiento de ambos filésofos-
matematicos (1903 y 1908 respectivamente), y en breve se publicard en castellano
una edicién muy completa de los escritos de Lautman,? menos conocidos que los
de su colega. Sirvan estos motivos como excusa para la publicacion del presente
trabajo. Con Cavailles y Lautmann comenz6 una tradicion, tipicamente francesa,
que exigia a la filosofia de las matematicas desarrollar sus reflexiones «al interior
de las matematicas»y. Como veremos, esta alta exigencia dio como fruto trabajos
y reflexiones muy notables, cuyas trazas se extendieron también a la matematica
misma.

1. EL CONTORNO MATEMATICO E INSTITUCIONAL

En la época de Cavailles y Lautman, la Ecole Normale Supérieure era un pres-
tigioso centro de ensefianza e investigacion. Para poder ingresar en ella habia que
pasar unos exdmenes bastante rigurosos, lo que implicaba que existia una buena
seleccion y hacfa de ella un auténtico centro de elite. Seria interminable la lista de
intelectuales (tanto de humanidades como de ciencias) que han estudiado en la ENS
parisina no ya desde su fundacién, sino considerandola solamente desde que comenzo
el siglo XX y hasta el dia de hoy, porque su importancia continia vigente.

(Cual es la inquietud intelectual que tienen estos jévenes? ;Qué les preocupa?
Pues, entre otras cosas, la situaciéon de la matemética en Francia: que la edad de
oro que las matemdticas francesas vivieron alrededor de 1900 (cuando, ademés del
genio Poincaré, trabajaban matematicos brillantes como Picard, Hadamard, Borel,
Baire, Lebesgue) no ha tenido continuacién. Estos mateméticos que acabamos de
nombrar estan centrados exclusivamente en el andlisis, o sea, que sus investigaciones
giraban en torno a la teoria de funciones. Aunque hay que reconocer que existe una
notable excepcién: se trata de Elie Cartan (el padre del futuro bourbakista Henri

2La fundacién de «Nicolas Bourbaki» se produjo en 1935 en Besse-en-Chandesse (Puy-de-Déme),
cerca de Clermont-Ferrand, y su primera publicacién (en fasciculos) aparecié en 1939.

3Esta edicién esté a cargo del profesor Fernando Zalamea, que ya habia publicado trabajos como
Zalamea (1994) y (2006).
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Cartan) que trabaja en teoria de grupos, en sistemas de ecuaciones diferenciales y
en geometria. Pero su obra, avanzada para su tiempo, tardard en ser reconocida.

Quiza se pudiera precisar el final de la edad de oro de las matemaéticas en Francia
con el final de la Primera Guerra Mundial en 1918 (aunque puede que el problema
tuviera su origen antes, hacia 1860), pues en ella desaparecié toda una generacion
de jévenes matematicos. Aunque no solamente el factor demografico influyé en el
declive de la matematica francesa; también tuvo que ver la rigidez de sus instituciones
cientificas que estaban muy centralizadas. En definitiva, que los jovenes talentos que
llegan a la Ecole Normale en los afios 1920 descubren una ensefianza anticuada,
donde no se prepara a los investigadores en los grandes problemas, ni en las ideas
vivas de la ciencia de su época. Respecto a los manuales que existen, por ejemplo en
analisis, para la ensenanza de la licenciatura en matematicas, el que se lleva la palma
en las criticas, por sus defectos e insuficiencias, es el Cours d’analyse de Edouard
Goursat (cuya primera edicién es de 1902 y que se utilizaba en Francia masivamente).
Es tanta la oposiciéon de los futuros bourbakistas a los textos de andlisis existentes
que, precisamente, uno de los objetivos de dicho grupo fue el redactar un tratado
de andlisis para paliar los defectos e insuficiencias de dichos manuales. Aunque estas
quejas de los Bourbaki no siempre estaban justificadas,* s reflejaban problemas més
profundos que afectaban a las matematicas francesas. Podriamos decir que la fuerza
de las matemadticas en Francia, a lo largo de los anos veinte, estaba en su tradicién,
ejemplificada por la extraordinaria figura de Jacques Hadamard, cuyo seminario fue
durante muchos anos el punto de referencia de la investigaciéon mateméatica en dicho
pais.

Todo lo contrario es la situacién en la vecina Alemania, sobre todo en Gotinga,
donde la Sociedad Matematica de esa Universidad, que comenzé de manera algo
informal, la ha situado en el primer lugar de la investigacién a nivel mundial. Era
como un Seminario que se reunia una vez a la semana y donde hacia una exposicién,
casi siempre, algin invitado de reconocido prestigio (a menudo extranjero, como
Poincaré que estuvo varias veces). En la Universidad impartian Hilbert, Klein y
Minkowski, entre otros (hacia 1900), sus cursos sobre las matematicas avanzadas
basados en sus propias investigaciones, incluyendo temas de fisica; ya hacia 1930, con
Hilbert retirado, los nombres clave eran Hermann Weyl, Emmy Noether, Edmund
Landau, Richard Courant y B. L. van der Waerden, entre otros. Bajo la batuta de
Hilbert y con el impulso organizativo de Klein, Gotinga se convirtié en centro del
algebra moderna, de los estudios sobre fundamentos de Hilbert y su escuela, e incluso
de la nueva fisica (cudntica y relativista).® Respecto al dlgebra moderna bastarfa con

4Pensamos que quizé esta oposicién de los futuros Bourbaki a los textos existentes de anélisis es
mas bien un pretexto que esconde un rechazo a una «realidad matemdtica» que no les gustaba en su
pais. Pues, que sepamos, nunca dijeron nada parecido de las Legons sur la théorie des fonctions de
1898 de Borel, por ejemplo, o de las Legons sur l’intégration et la recherche des fonctions primitives
de 1903 de Lebesgue. Al contrario, en sus famosos Elementos de Historia de la Matemdtica citan
bastantes veces a ambos matematicos.

5Recordemos el papel de Weyl en estos campos, y el nombre de otro profesor, el fisico Max Born,
que seria premio Nobel y fundé el Instituto de Fisica Tedrica en 1922: alli se gesté la mecanica
matricial que ligamos al nombre de Heisenberg. Son conocidos los comentarios de Born acerca de
Hilbert en su libro My Life: Recollections of a Nobel Laureate (Scribner & Sons, 1978).
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recordar el impacto del libro Moderne Algebra de van der Waerden, en la escuela de
Emmy Noether y, bajo la influencia del método axiomatico, la teoria de conjuntos
y la idea de las estructuras. Los problemas de fundamentos de la matemadtica se
concretan en la visibilidad de Hilbert con sus discursos polémicos frente a Brouwer,
y en el grupo de jévenes promesas (Bernays, Ackermann, von Neumann) que se
reunieron en torno a él.

Probablemente, los jovenes franceses se sintieron muy decepcionados al compa-
rar esa situacién, en la pequeina ciudad alemana de Gotinga, con el panorama en
el glorioso Paris. La matematica de Paris seguia anclada en la tradicién clasica del
analisis, y permanecia un tanto al margen de las nuevas tendencias: la nueva orien-
tacién del algebra no debia casi nada a Francia, los estudios sobre fundamentos casi
no tenian reflejo (siendo mucho més pujantes en lugares como Varsovia o Viena),
y también en la fisica cudntica los franceses se sentian marginales. Por otro lado,
no hay que olvidar un hecho de otra naturaleza: quienes visitaron Gotinga en los
anos 1930 fueron testigos de excepcion de la «gran purga» nazi, fruto de la cual
serfan expulsados o abandonarfan el pais Max Born y otros fisicos (Franck, Wigner,
Szilard, Teller), Emmy Noether, Richard Courant y Hermann Weyl. En sus tltimos
anos, sin duda amargos, Hilbert diria que este proceso habia acabado con la gloriosa
tradiciéon matematica de Gotinga.

Conviene decir algo méas sobre los origenes de este fenomeno del «espiritu de
Gotingay. Siempre que se habla del espiritu de Gotinga, los matematicos pensamos
en una forma distinta de entender las matemdticas que se gesté en esa pequefia
ciudad alemana a partir de Gauss y Riemann, pero sobre todo en la nueva etapa que
comenz6 cuando Felix Klein (1849-1925) llegé alli como catedratico de su universidad
en 1886. La tradicion matematica de Gotinga conservaria durante algunas décadas
la impronta caracteristica de Klein, aunque, a partir de 1895, se fuera dejando sentir
cada vez mas la influencia del otro gran artifice del espiritu de Gotinga: David Hilbert
(1862-1943).

Klein, que al principio de su carrera cientifica se habia interesado por la fisi-
ca, habia sido colaborador de los matematicos Julius Pliicker (1801-1868) y Alfred
Clebsch (1833-1872) en Bonn y Gotinga respectivamente, quienes representaban la
oposicion a la escuela matematica de Berlin y a su impronta demasiado purista. Al
morir Pliicker y Clebsch, Klein fue su heredero natural; hizo una rapida carrera y se
convirtié en pocos anos en el punto de referencia de muchos matematicos alemanes.
De esta forma, cuando llegd a la Universidad de Gotinga, tenfa en mente un pro-
yecto para hacer cristalizar sus ideas en dicha Universidad. Klein queria rehabilitar
la tradicién de dicho centro (los tiempos de Gauss y Riemann), caracterizada por el
altisimo nivel de la investigacion, la importancia concedida a la relaciéon entre ma-
tematicas y fisica, y una pluralidad de enfoques entre los que se contaba el enfoque
geométrico en el estudio de variados problemas.

De hecho, Klein, mas que defender una determinada tendencia en oposicién a
Berlin, estaba interesado en la interaccion entre diferentes enfoques y, sobre todo, en
apoyar a los estudiosos de talento independientemente de cualquier prejuicio sobre
el tema o el método de investigacién. Podriamos decir que con Klein aparece una
nueva forma de entender, crear y ensenar las mateméaticas, que quizd en algunos
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aspectos puede verse como una imagen contraria a la escuela de Berlin. Su estilo
se caracterizaria por la riqueza de su intuicién geométrica, penetracién conceptual
pero con escasa atencién al rigor en los detalles, entusiasmo por las aplicaciones y
la fisica, y una honda preocupaciéon pedagdgica.

Uno de los primeros y principales fichajes de Klein fue Hilbert, quien defenderia
con €l la necesidad de una concepciéon amplia de las matematicas y la potencia de
las ideas unificadoras frente a la especializacién y el purismo, asi como el espiritu
de apertura internacional en la investigacion. Bajo la guia de Klein y Hilbert, la
escuela matematica de Gotinga representé un importante fenémeno cultural. Poco
a poco el grupo de Matematicas de Gotinga se convirtié en un foro que atraia a
académicos de las mas diversas procedencias y nacionalidades. En el periodo entre las
dos guerras mundiales, el paso por la Universidad de Gotinga era casi un rito, cuando
no una obligacién, para cualquier matematico del globo que quisiera estar al dia en
su materia. Alli no solamente habia un estilo nuevo de investigar en matemaéticas,
sino que precedi6 claramente al modo en el que esta actividad se entiende hoy. La
comunicacion directa entre matemdaticos en seminarios y reuniones cientificas paso
a ocupar un lugar de gran importancia, casi en pie de igualdad con la publicacién
de libros y articulos en revistas especializadas.

Después de lo que acabamos de exponer, no es extrano que los jovenes franceses
de los que hablamos al principio estén deseando salir de su pais para conocer de
primera mano lo que sucede en la vecina Alemania. André Weil fue el primero, a
los 19 anos, en abrir camino a los demas, en 1925; gracias a una beca Rockefeller
pasa un afo en Alemania. Esta serd la ténica general de todo ese grupo de amigos
«normalianos». También hardan lo mismo los filésofos-matematicos Jean Cavailles
(1903-1944) y Albert Lautman (1908-1944).

Durante sus estancias en Alemania, Cavaillés, que pasa siempre que puede por
Gotinga, visita a las principales figuras que trabajan sobre los fundamentos de las
matematicas centrandose en la axiomatica, la teorfa de conjuntos y el programa
formalista. Pero nosotros destacariamos los contactos que mantuvo con la ya por en-
tonces algebrista de primer orden a nivel mundial Emmy Noether, fruto de los cuales
aparece publicada por ambos la correspondencia entre Cantor y Dedekind. Esta serie
de cartas, que comprende desde 1872 a 1899, esta considerada como fundamental
para entender la génesis de la teoria de conjuntos.® Sin duda conocié al legendario
Hilbert, aunque no tenemos constancia de sus encuentros o conversaciones; sabemos
que discuti6 largamente con el gran l6gico Gerhard Gentzen, quien también mori-
ria en la Guerra. Los principales escritos de Cavaillés pueden verse como una larga
discusién de la posiciéon elaborada por Hilbert en los afios 1920 bajo los nombres de
formalismo y finitismo. El resultado de sus investigaciones fueron las Tesis (Principal
y Complementaria”) que defendi6 el 22 de enero de 1938 ante un tribunal presidido

6El titulo era Briefwechsel Cantor-Dedekind y lo publicé la editorial Hermann en Parfs (1937).
En el ano 1962 la misma editorial lo reedité, traducido al francés por Charles Ehresmann, junto con
otros articulos de Cavailles en Philosophie Mathématique. Existe versiéon espafiola en la editorial
Critica.

7Quizé sea oportuno aclarar lo de Tesis Principal y Tesis Complementaria porque es una si-
tuacién tipicamente francesa. Los licenciados universitarios que querian alcanzar el Doctorado en
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por Brunschvicg en la Sorbona, y cuyos titulos respectivos son: Méthode axiomatique
et formalisme y Remarques sur la formation de la théorie abstraite des ensembles.

Por su parte, Lautman en Alemania se centra en las grandes ideas de la nueva
matematica y siente verdadera fascinacion por la fisica cudntica. En sus reflexiones
filoséficas, intentard establecer las claves de las relaciones entre las matematicas y
la realidad. Los titulos respectivos de sus Tesis (Principal y Complementaria) de-
fendidas el 18 de diciembre de 1937 en la Sorbona ante un tribunal presidido por
Brunschvicg fueron: Fssai sur les notions de structure et d’existence en mathémati-
ques 'y Essai sur l’unité des sciences mathématiques dans leur développement actuel.
Gustaria destacar que la Tesis Principal va dedicada a la memoria de su gran amigo,
el malogrado 1égico Jacques Herbrand (1908-1931), al que habia conocido cuando
estudiaban ambos en el Liceo Condorcet de Paris, y a quien admiraba por su genio y
por su obra.® Admiracién que se traducird en influencia, no solamente en Lautman,
sino en Cavailles y —con deficiencias— en los fundadores de Bourbaki.

Hemos mencionado muy explicitamente los titulos de las Tesis de Cavailles y
Lautman porque utilizaremos las ideas clave que aparecen en ellos para articular el
resto del articulo: axiomatica, formalismo, estructura, existencia, unidad. Por cierto,
las mismas ideas sobre las que Bourbaki se imaginaba asentadas las matematicas, ya
que para este Grupo las matematicas eran una construccion intelectual dotada de
una unidad profunda, reposando sobre el método axiomético y poniendo en juego una
jerarquia de estructuras abstractas. La nocién de existencia apunta al problema del
«platonismo» de las matematicas modernas, puesto de relieve en las duras polémicas
entre Hilbert y Brouwer, y el formalismo fue la base del fracasado intento de Hilbert
por despejar cualquier duda al respecto.

2. LAS ESTRUCTURAS, DE GOTINGA A PARIS

Tanto Cavailles como Lautman piensan que las mateméticas son para el filésofo
un observatorio privilegiado, puesto que en ellas el pensamiento se desarrolla segin
su esencia. Dicho de otra manera, el conocimiento mateméatico proporciona claves
fundamentales para entender lo que quiere decir pensar o conocer. Las matematicas
son un modelo, pero no en el sentido de que el filésofo deba alinearse con su rigor y sus
métodos, sino por la respuesta que sugieren a la pregunta ;qué quiere decir pensar?
Cavailles y Lautman consideran que la insistencia en el rigor ha ido demasiado a
menudo ligada a una visién alicorta, insuficiente, a la vez estatica y exterior de las
matematicas. Su objetivo es un estudio dindmico e interior a las teorias matemaéticas,

Letras tenian que hacer un trabajo en latin. Esta situacién provenia del Antiguo Régimen y fue
mantenida después por la reforma napoleénica de la Universidad hasta la siguiente reforma de
1906. A partir de esta fecha, y hasta la reforma de 1969 en que se eliminé definitivamente la Tesis
Complementaria, se podia sustituir el trabajo en latin por una Tesis Complementaria. He aqui la
explicacion para los casos de Cavailles y Lautman, que se doctoraron en Letras (seccién de Filosoffa)
a finales de los anos treinta.

8Tanto es asi que a su primer hijo, nacido en 1934, le pone el nombre de Jacques como claro
homenaje a su amigo. La muerte de Herbrand, en un accidente mientras practicaba alpinismo, segd
la mejor oportunidad que tuvo la comunidad de Paris para desarrollar estudios de fundamentos a
la manera de Hilbert y su escuela.
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de ahi que su obra se elabore en relacién con desarrollos muy recientes (entonces)
y no tenga nada que ver con disquisiciones filosoficas en torno a verdades como
242 =4 o a teoremas elementales de Euclides.

Como veremos, las reflexiones de Cavailles se orientaron principalmente hacia
una epistemologia (o incluso una fenomenologfa) de las matemadticas, mientras que
las de Lautman iban en la direccién més ambiciosa y arriesgada del pensamiento
metafisico. Pero antes de presentar algunos elementos clave de esas filosofias, debe-
mos prestar atencion al suelo nutricio en el que van a enraizar. Se habla en la época
de entreguerras de una «nueva matematica» articulada por el método axiomatico,
y mucho mas abstracta que sus antecedentes, sobre todo por centrarse en el estudio
de estructuras con un nivel de generalidad que relega a los objetos cldsicos al papel
de meros ejemplos.

La nocién de estructura queda fijada —en lo esencial y a nivel practico— desde
los trabajos de Emmy Noether y su vision del algebra abstracta, presentada en forma
de manual por van der Waerden en 1930.° Por supuesto, no es éste el inico origen ni
quiza el principal: en esa misma época, habria que hablar sin duda de la topologia
(por ejemplo, la axiomatizacién de los espacios topolégicos por Hausdorff en 1914); y
mas en general hay que remitirse al analisis 16gico-conjuntista de todo tipo de objetos
matematicos (los nimeros naturales y reales; los espacios euclideos y no-euclideos,
arquimedianos o no; los sistemas de funciones; etc.) entroncando con Hilbert y sobre
todo con Dedekind. Comenzaremos por orden cronoldgico.

Ya lo dijo van der Waerden en 1964:

FEvariste Galois y Richard Dedekind son los que han dado su estructura
al dlgebra moderna. El esqueleto que soporta a dicha estructura surgio de
ellos.

Pero hay que tener en cuenta que la idea misma de grupo no aparece abstrac-
ta en Galois: el «esqueleto de estructura» que él cred, fundamental, es el punto de
vista de la teoria de Galois, que conduciria al dlgebra méas alla de la simple teo-
ria de ecuaciones. Serd en la reflexién sobre sus resultados donde algunos (como
Kronecker y Dedekind hacia 1858) aislarian los conceptos de cuerpo numérico y de
grupo abstracto (este dltimo analizado por Jordan en un conocido libro de 1870).
Y es evidente que el familiarizarse con la nocién de cuerpo, a través de la teoria de
Galois, les permitié a ambos importantes avances en teoria de nimeros algebraicos,
comenzando por la definicién misma de entero algebraico. Con Dedekind, por fin,
el dlgebra se aleja definitivamente de la simple teoria de ecuaciones, centrandose en
nociones estructurales (cuerpo, anillo, ideal), y comenzando a elaborar de manera
conjuntista y a base de morfismos. Pero aiin quedaria un paso importante por dar,
entre las estructuras relativamente concretas y ante todo numéricas de Dedekind, y
la perspectiva estructural abstracta de Noether y van der Waerden.

9A nivel tedrico era cuestiéon todavia abierta, y la idea de estructura fue precisada en maneras
diferentes: la fundacional y conjuntista que formularon Tarski, los Bourbaki y otros hacia la década
de 1930, pero también, dos décadas més tarde, la formulacién propia de la teorfa de categorias (ver
los libros de Corry 2003 y Kromer 2007).
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Dedekind escribia desde 1871 que el verdadero objeto del algebra era estudiar
«las interrelaciones entre los cuerpos», y lo hacia a base de un andlisis fino y muy
axiomético de sus subestructuras (subcuerpos, anillos, ideales) y de los morfismos
entre ellas. Precisamente fue Dedekind, en 1894, quien formulé por primera vez la
teorfa de Galois como una teoria que estudia los grupos de automorfismos (del cuer-
po base) y los cuerpos asociados a sus subgrupos. Esta idea sélo se convertiria en
habitual a partir de los anos 1920, con Artin y Noether; es un ejemplo prototipico
de por qué Noether «gustaba decir en todas las ocasiones: “Ya estd en Dedekind”»
(van der Waerden 1964). Por lo demds, el més importante «esqueleto de estructuray
creado por Dedekind fue su tratamiento del problema de la factorizaciéon de ntime-
ros algebraicos, resuelto al modo conjuntista con la teoria de ideales, y que a su vez
transfirié a la geometria algebraica (Dedekind & Weber, 1882). Dedekind considera-
ba los conjuntos como objetos sometidos a operaciones matemaéticas andlogas a las
tradicionales, tan «concretos» como los nimeros, y lo demuestra el que trabaje con
particiones de grupos, leyes de composiciéon inducidas sobre clases de equivalencia,
operaciones algebraicas sobre ideales, etc. Con lo cual se aproxima al planteamien-
to estructural y abstracto tipico del algebra del siglo XX. Podemos considerar su
obra como uno de los mayores esfuerzos por lograr una visién sistematica, unitaria
y rigurosa de la matematica: quizé no sea casual el hecho de que Bourbaki parezca
considerarlo su principal ancestro.'°

En comparacién con todo esto, la presencia de las estructuras en los trabajos de
Hilbert es limitada; aunque por supuesto el Zahlbericht contribuy6é mucho a difundir
los nuevos enfoques en teoria de nimeros, y los Grundlagen tuvieron un gran im-
pacto al utilizar ese mismo tipo de enfoque para un nuevo anélisis de la geometria.
De esta obra de Hilbert ya hablaremos mas adelante en referencia al método axio-
matico, pero aqui nos gustaria destacar que el enfoque hilbertiano de la geometria
era claramente conjuntista, o sea, partidario de la concepciéon de Dedekind y Cantor.
Prueba de ello es que en dicha obra Hilbert parte de tres «sistemas» o conjuntos
de objetos: «puntos», «rectas» y «planos»; definiendo después, axiomaéaticamente,
ciertas relaciones y operaciones entre ellos. Pero en los trabajos sobre teoria de in-
variantes y sobre teoria de nimeros, a pesar del éxito que tuvieron en su tiempo,
tenemos que decir que Hilbert no llegd a absorber las revolucionarias ideas que habia
en las obras de Dedekind. Entre otras cosas, Hilbert emple6 libremente recursos del
algebra tradicional y no incluyé en sus trabajos los métodos (de Dedekind) basados
en subestructuras y morfismos que tanto fascinaron a Noether y Artin. Es evidente
que a Hilbert no le obsesionaba como a Dedekind la idea de purificar y «aritmeti-
zary el algebra; o, al menos, tenia una concepcién distinta de lo que significaba esa
aritmetizacién.'!

0Decimos esto porque en sus Elementos de Historia de la Matemdtica (versién en castellano de
1976 en Alianza Universidad), Bourbaki cita a Dedekind unas 100 veces, siendo el matemético mas
citado.

HLa visién de Dedekind nos resulta tremendamente radical: parece que, de haber seguido su
tendencia, los polinomios habrian desaparecido de los manuales de dlgebra. El enfoque de Hilbert,
moderado, marcé en esto (aunque no tanto en los métodos de demostracién) el camino hacia el
siglo XX.
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Pero, si Dedekind es el gran precedente del estilo estructural, en Emmy Noether
es donde este estilo alcanza su madurez. Ella dedica su obra (y su vida) a la creacién
de un algebra abstracta general, siguiendo una trayectoria que la lleva paso a paso de
la tradicién més algoritmica del siglo XIX, hasta la «modernidad» més abstracta.'?
El contexto tedrico de los trabajos de Noether va mas alld de los de Dedekind,
abandonando la concrecién de los cuerpos de niimeros o de funciones; se sittian asi
en el formalismo general de los anillos, tomando ideas tanto de la tradicién Hilbert-
Lasker en el estudio de invariantes en «formas» de varias variables, como de la
tradicién Dedekind. Una de sus contribuciones mas célebres es el estudio sistematico
de los ideales en anillos y de los fundamentos axioméaticos para diferentes propiedades
de descomposicién, empleando con gran efecto la condiciéon de cadena ascendente
(que se encuentra ya en trabajos de Dedekind, aunque sin papel protagonista). Estos
problemas se tratan ampliamente en el famoso tratado Moderne Algebra (1930) de
van der Waerden, considerado el manual programatico del dlgebra estructural y un
modelo clave para Bourbaki.

En definitiva, podemos decir que la concentracién en estructuras abstractas lle-
g6 hacia 1890 en el caso de los grupos, hacia 1910 para los cuerpos, 1920 para los
anillos; y su definitiva integracién entre si y dentro de una imagen estructural del
algebra se dio en el periodo 1920/30. No es extraiio que, en su época, tanto los fun-
dadores de Bourbaki como sus amigos Cavailles y Lautman se sientan impresionados
y fascinados por este nuevo mundo que acaba de aparecer: las estructuras abstrac-
tas. Asi hemos pasado de Dedekind a Hilbert, y de éste a Noether, para llegar a
finales de los afios 1930, cuando Cavailles y Lautman estan en plena actividad inte-
lectual, y cuando también aparecerd el volumen I de los Eléments de Mathématique
de Bourbaki.!® Ya hemos dicho anteriormente que Cavaillés conocié bien a Emmy
Noether en Gotinga, puesto que colabor6 con ella en la edicién de la correspondencia
Cantor-Dedekind.

Para los bourbakistas, las matemaéticas se reducian a un entramado de tres tipos
de estructuras axiomdaticas fundamentales: estructuras algebraicas, estructuras de
orden y estructuras topoldgicas. Estas son las que llamaban «estructuras madre»
0 «matrices», senalando que en diversas ramas de las matematicas se encuentran
combinaciones multiples de varias de ellas, como los espacios vectoriales topoldgicos,
o auténticas encrucijadas de todas las estructuras, como el ntimero real.'* Estas
ideas, que alcanzaron su méaxima difusién a nivel internacional en las décadas de
1950 y 1960, estaban contenidas en el manifiesto bourbakista «L’architecture des

12También, en una ocasién, marcé tendencia estableciendo nuevas relaciones de aquélla con la
topologia. (McLarty, 2006).

13Este primer volumen, en forma de fasciculos sueltos, tenia por titulo Teoria de conjuntos y
apareci6 en 1939, editado por Hermann; constaba de un fasciculo de resultados sin demostraciones y
4 capitulos (o sea, 5 librillos). Puesto que el Grupo consideraba —siguiendo a Hilbert y a Cavailles—
la teoria de conjuntos como la base de las matemaéticas, se comprende que tratara dicho tema en
primer lugar.

14Hilbert caracterizé a R en 1900 como un cuerpo ordenado arquimediano y completo, siendo
la dltima una estructura topoldgica; ya Dedekind lo habia caracterizado en 1872 como un cuerpo
ordenado denso y continuo. La propiedad arquimediana es consecuencia logica de la continuidad
de Dedekind, pero Hilbert tenia buenos motivos de orden técnico para aislarla y separarla de la
completitud: su interés en los sistemas no arquimedianos.
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mathématiques», publicado en 1948 en el libro Les grands courants de la pensée
mathématique de F. Le Lionnais.

De este manifiesto nos gustaria destacar unas frases donde se ve claramente el
rumbo idealista que tomé la confianza de los Bourbaki en las matematicas como
instrumento de investigacion de la realidad:

En la concepcion axiomdtica, en definitiva, las matemdticas se presentan
como un depésito de formas abstractas —las estructuras matemdticas—,
y ocurre, sin que se sepa bien por qué, que ciertos aspectos de la reali-
dad experimental se amoldan a algunas de estas formas, como por una
preadaptacion. No se puede megar, por supuesto, que la mayor parte de
estas formas tenian en sus origenes un contenido intuitivo bien determi-
nado; pero precisamente vacidndolas voluntariamente de este contenido
se les ha podido dar toda la eficacia que tenian en si en potencia, y se las
ha hecho susceptibles de recibir nuevas interpretaciones, y de ejercitar
plenamente su papel elaborador.*®

Por cierto, esta concepcién nos recuerda inevitablemente la contemplativa visién,
de corte neoplaténico, que defendié con tanto ardor Lautman y que nosotros califica-
mos de «platonismo estructural». En realidad, en la mateméatica moderna habia un
cierto platonismo: los objetos se tratan como si fueran independientes del sujeto pen-
sante.'® También podemos ver en esta cita el intento de Bourbaki por axiomatizar
y codificar el edificio de las matematicas a través del concepto de estructura.

Desde el punto de vista filoséfico, Cavailles y Lautman son defensores pioneros
de una filosofia de la estructura; es decir, una filosofia inspirada en el estructuralis-
mo matemadtico, que entiende las estructuras (a la manera de Dedekind, Hilbert y
Noether) como otros tantos conceptos vertebradores del conocimiento matemaético.
Asi, en su obra postuma, Cavailles trataria de generalizar esa vision en la forma
de una «filosofia del concepto». Luego, la matematica de las estructuras conduce a
Cavailles hacia la filosofia del concepto porque la eficiencia organizadora de las es-
tructuras produce el efecto de una matematica objetiva, anénima, sin sujeto. En su
obra péstuma dird: «la estructura habla sobre ella mismay. (Naturalmente, ese paso
no se apoyaba s6lo en la matematica, sino también en impulsos de la propia filosofia,
concretamente una oposiciéon a la «filosofia del sujeto» tradicional desde Descartes:
si Kant sustituyo6 las estructuras del mundo por las estructuras de la mente, Cavailles
quiso reemplazar éstas por las estructuras de los conceptos.)

La obra de Lautman tratard de poner en evidencia la armonia del edificio ma-
tematico precisamente a través del concepto de estructura. No por casualidad en el
titulo de su Tesis Principal aparece esta palabra: Essai sur les notions de structure et
d’existence en mathématiques. Su analisis, siempre atrevido, trata de mostrar como
opera en matematicas un entrelazamiento de estructuras en el cual se van generando
entes u objetos nuevos, en un proceso nada arbitrario. De ahi que ligue estructuras

15Le Lionnais (1948), pp. 46-47.

16Bastaria con recordar el teorema del buen orden de Zermelo y las controversias que suscito.
Sobre este tema, véase el cldsico articulo de Bernays (1935), o en castellano la exposicién de Ferreirds
(1999).
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con existencia, progresos en la configuracién de estructuras cada vez mas perfectas
con la emergencia de objetos:

La concepcion estructural y la concepcion dindmica de las matemdticas
parecen oponerse en principio: mientras una tiende a considerar una teo-
ria matemdtica como un todo acabado, independiente del tiempo, la otra,
al contrario, no la separa de las etapas temporales de su elaboracion.'”

Pero esta apariencia no resiste un examen mas profundo, piensa Lautman, sino
que el realismo matematico se articula con el fendémeno bien comprobado del devenir
dindmico de los conceptos y las teorias. Y esto le confirma en su conviccién maés
intensa, «el sentimiento de que, en el desarrollo de las matemaéticas, se afirma una
realidad que la filosofia matemética tiene como funcién reconocer y describiry.'®
Lautman —como lo harin los Bourbaki— insiste en la diferencia abismal entre el
punto de vista «estructural» de la matematica, asociado con Hilbert, y la concepcién
de las matematicas que hay en los Principia Mathematica de Russell y Whitehead.
Hilbert sustituye el método de las definiciones genéticas por el de las definiciones
axiomaticas, y, lejos de querer reconstruir el conjunto de las matematicas a partir
de la logica, introduce —al contrario—, pasando de la logica a la aritmética, de la
aritmética al andlisis, etc., nuevas variables y nuevos axiomas que amplian cada vez
mas el dominio de las consecuencias.

Nos gustaria destacar de la obra de Lautman algunas de sus jugosas reflexiones
sobre la tension entre ideas opuestas, o pares dialécticos, en el progreso del pensa-
miento matematico. Por ejemplo, el apartado donde analiza la importancia de la
dualidad entre lo local y lo global. Recurriendo a la teoria de la Relatividad, en sus
versiones restringida y general, se da cuenta de las relaciones profundas que tiene la
primera con la concepcién global del espacio tal como lo define Klein en el Programa
de Erlangen de 1872, y la segunda con la concepcion infinitesimal de Riemann en su
famosa memoria de 1854 Sobre las hipdtesis en que se funda la geometria. Lo mismo
le sucede con los problemas relativos a las condiciones de existencia de las ecuaciones
diferenciales o de las ecuaciones en derivadas parciales: Lautman indica que los ana-
listas del siglo XIX han establecido teoremas de existencia locales, mientras que el
estudio directo de ciertos fenémenos fisicos conduce a la consideracién de problemas
globales.

También considera la importancia de las propiedades intrinsecas frente a las
propiedades inducidas, o propiedades de relacién. Analizando la constitucién de la
geometria diferencial de Gauss y Riemann, que estudia las propiedades intrinsecas
de una variedad independientemente del espacio en el cual estd sumergida, Lautman
nos avisa de que las nociones de la geometria diferencial intrinseca son puramente
intelectuales. Segin Lautman, esta oposicién entre intrinseco y extrinseco (en este
caso, el modo de exploracién donde la variedad se sumerge en un espacio euclidiano
con un numero suficiente de dimensiones) es, para las matemadticas, una ocasién
extraordinaria para acercar dos nociones logicas opuestas. Tanto es asi que consi-
dera a la posibilidad de determinar las propiedades de situacién extrinsecas por las

7Lautman (1977), p. 27.
BLautman (1977), p. 23.
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propiedades de estructura intrinsecas como un interrogante leibniziano, expresada
muy bien por el término Analysis situs. La respuesta a este interrogante es que, en
dos dimensiones, las propiedades de situaciéon se pueden reducir a las propiedades
de estructura; pero, en tres dimensiones, esto deja de cumplirse.

En un lugar destacado coloca Lautman los miztos (estructuras como las superfi-
cies de Riemann o los espacios de Hilbert), a través de los cuales ve manifestarse la
creacion matematica en su mas alto grado. En su opinién, el paso de las nociones lla-
madas «elementales» a las nociones abstractas no se presenta como la inclusién de lo
particular en lo general, sino como una mediacién entre lo intuitivo y lo conceptual.!?

3. METODO AXIOMATICO Y FORMALISMO

Acabamos de ver la importancia que tiene para Lautman la concepcién de las
matematicas en sentido hilbertiano. Lo mismo podriamos decir de Cavailleés, ya que
desde la perspectiva de la historia cultural de las ideas, ambos son los militantes
introductores de la axiomdtica alemana en un contexto francés que venia estando
dominado por los «intuicionistas» o «semi-intuicionistas» Poincaré, Borel, Baire y
Lebesgue. Precisamente en la Tesis Principal de Cavailles aparece un interesante ana-
lisis del método axiomatico de Hilbert, cuyo titulo completo es: Méthode axiomatique
et formalisme: Essai sur le probléme du fondement des mathématiques.

En esta obra toma Cavaillés como gran referencia los Fundamentos de la geome-
tria de Hilbert, ese libro-modelo para la axiomética concebida como instrumento de
andlisis, de organizacion y de fundamentacion del saber mateméatico. Puesto que Hil-
bert presenta la axiomatica como el instante critico del razonamiento matematico,
Cavailles se interesard profundamente por ella. Se da cuenta de que la axiomatica
pone en evidencia la estructura légica de las diferentes geometrias, o sea, un sistema
de geometria es un ejemplo de sistema formal o estructural. Para Cavailles la axio-
matizacién es una reflexién, en el interior de la matematica, sobre las operaciones
matematicas. La axiomatizaciéon aisla y depura los procedimientos que forman el
nicleo de una teoria. Y, en este retorno reflexivo, participa en el progreso, en la
extension de la matematica. La reflexion de la matemaética sobre si misma es uno de
los motores de su desarrollo. La axiomatizaciéon no sélo es una de las modalidades
del pensamiento matematico, sino uno de los procesos que impulsan su devenir. Pero
Cavailles se preguntara:

Por fecundo que sea el método axiomdtico, por estrecho que sea su vinculo
con la matemdtica verdadera, jpuede fundamentarla??°

Pregunta inevitable a finales de los afios 1930, después de que Kurt Godel (1906—
1978) demostrara que la consistencia de los axiomas de la aritmética no puede esta-
blecerse formalmente por medios finitarios. La reflexién de Cavailles sobre la axio-
matica y el formalismo se elabora sobre todo con el desarrollo de las ideas de Hilbert

19E] andlisis que hace Lautman del espacio de Hilbert, como ejemplo importante de mixto, es
muy interesante, porque lo considera «homogéneo al continuo por la naturaleza y la topologia de
sus elementos, y al discontinuo por sus descomposiciones estructuralesy.

20Cavailles (1981), p. 79.
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en torno a los fundamentos entre 1900 y 1930, e inevitablemente debe afrontar el fra-
caso de su intento de eliminar, de una vez y para siempre, cualquier duda escéptica
sobre la consistencia de las teorfas matematicas.

No cabe duda de que, al hablar de axiomatica, la gran mayoria de los matematicos
considera a Hilbert como artifice del tratamiento canénico. Pero el método axioma-
tico moderno tiene precedentes muy importantes en toda una serie de gedmetras
del siglo XIX, desde Mébius y Grassmann hasta Peano y Pasch, sobre todo debido
a la necesidad de aclarar las caracteristicas estructurales (p.e., dualidad) y las di-
ficultades metodoldgicas (elementos ideales) que planteaba la geometria proyectiva.
Quien mejor representa la geometria axiomatica y quien tuvo probablemente mayor
impacto en la obra de Hilbert fue Moritz Pasch (1843-1930), cuyo libro Fundamen-
tos de la nueva geometria (1882) se propuso desarrollar los teoremas fundamentales
de la geometria proyectiva en base a un conjunto finito de axiomas, mediante de-
ducciones puramente légicas y sin utilizar coordenadas ni diagramas de ningtn tipo.
Fue el primero que se planted el papel de las hipdtesis de continuidad en geometria
proyectiva, algo que influyé en matemadticos alemanes como Hermann Wiener (1857—
1939) y Hilbert. Tampoco estd de mds recordar el papel de Dedekind en &lgebra y
fundamentos de la aritmética, con sus caracterizaciones axiomaticas de los cuerpos
numéricos, los ideales, los niimeros reales, los mddulos, los niimeros naturales y (en
1900) los reticulos. Grassmann, Dedekind y Pasch influyeron en toda una escuela
de matemadticos italianos, a cuya cabeza se encontraba Peano; aunque la influencia
tomo un cariz distinto porque éstos se preocuparon, ante todo, por aspectos légicos
de la axiomatizacién de la geometria y la aritmética.

Para Hilbert el andlisis axiomético de una teoria no entra en accién en su fase
inicial —segun sus palabras «la etapa intuitiva»—, sino que mas bien debe propiciar
en su época de madurez —«la etapa criticay— la subsanacion de posibles desperfec-
tos, la simplificacién de resultados y la sistematizacién y exportacion de sus logros
a otros campos en principio distintos de aquel para el que la teoria fue concebida.
A Hilbert le gustaba ilustrar su idea del método axiomatico apelando a la siguiente
metafora arquitectonica:

El edificio de la ciencia no se construye como una vivienda, donde pri-
mero se astentan firmemente los cimientos y sélo después se procede a
edificar y a ampliar las habitaciones. La ciencia prefiere asequrarse, tan
pronto como sea posible, espacios confortables donde moverse libremente
y solo después, cuando aqui y alld surgen seniales de que los tambaleantes
cimientos mo son capaces de sostener la expansion de las habitaciones,
se pone a fortificarlos y afirmarlos. Esto no es signo de debilidad, sino
mds bien la forma correcta y saludable de su desarrollo.?!

De hecho, Hilbert sostenia que el éxito de sus Fundamentos se debia en gran parte
al enorme grado de desarrollo de la geometria, soportado en la experiencia de siglos.
El Grupo Bourbaki, en su famoso manifiesto «L’architecture des mathématiques»,

21Esto lo dijo Hilbert en un curso dado en 1905 en Gotinga, que tenia por titulo Logische Prin-
cipien des mathematischen Denkens (biblioteca del Seminario de Mateméticas de la Universidad
de Gotinga).
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sustituiria el simil de Hilbert por la imagen de las matemaéticas como una ciudad
con intrincados barrios y modernos barrios lineales o funcionales.

En los Fundamentos de la geometria (1899), Hilbert no solo puso orden en la
geometria elemental o euclidea sino que, de paso, también lo hizo en muchas otras
geometrias concebibles (proyectiva, no arquimediana). Se percat6 de que los axiomas
propuestos por Pasch contenian algunas redundancias (en particular, la propiedad
arquimediana se deducia de las otras) y se propuso encontrar un conjunto de axio-
mas que evitase dichas repeticiones. En 1891 Hilbert participé en la reunién de la
Sociedad Matematica Alemana en Halle y, entre otras cosas, asistié a una confe-
rencia sobre fundamentos de la geometria que impartié Wiener, donde afirmé, sin
demostrarlo, que era posible probar los teoremas fundamentales de la geometria
proyectiva, en particular los teoremas de Desargues y Pappus-Pascal, sin recurrir a
argumentos de continuidad. He aqui el argumento que necesitaba Hilbert para su
trabajo, y que le permitié también tender un puente entre los enfoques sintético y
analitico que tanto se habian discutido durante el siglo anterior. El ansiado puente
lo establece al introducir, gracias a un andlisis axiomético muy sutil, las coordenadas
en geometria axiomatica mediante la creacion de ciertos céalculos con segmentos. En
una ocasiéon se refirié a esto como una «aritmetizacion de la geometria» por la via
de una introduccién del nimero sobre bases sintéticas.

Para Hilbert —siguiendo aqui a Gauss, Riemann y otros— la geometria es una
rama especial de las matematicas porque forma parte de las ciencias de la naturaleza:
no deja de ser la ciencia que se ocupa de las propiedades del espacio.?? Pero advirtié
que ese conocimiento puede transformarse en conceptos o ideas, y desligarse de lo
intuitivo-empirico. Quizé puede decirse que vio la manera de estudiarla similarmente
a lo que se hacia en las teorias algebraicas abstractas de su tiempo. La geometria
puede ser tratada como una teoria general y estructural, axiomatizandola, y al ha-
cerlo es posible iluminar gran nimero de problemas. En el proceso, mostré como el
estilo axiomatico da pie a nuevos desarrollos, al analizar sisteméticamente distintos
grupos de axiomas, al plantearse cuestiones de independencia y consistencia, y al
manejar libremente interpretaciones multiples de los axiomas (incluyendo modelos
aritméticos). El impacto de este nuevo estilo en el siglo XX es innegable.

Poco después, el enfoque axiomatico de Hilbert quedo ligado con serios problemas
en los fundamentos de las matematicas. En su trabajo de 1899, habia reducido la
consistencia de la geometria euclidea a la del propio conjunto de los niimeros reales.
Los ntimeros reales recibieron a su vez tratamiento axiomatico, y Hilbert propuso
precisamente la cuestion de su consistencia como 2.° problema, en su famosa lista
de 23, del aflo 1900.23 Sucedia esto precisamente a la vista de las paradojas o con-
tradicciones en la teorfa de conjuntos, que —junto al axioma de eleccién— abrieron

22Es mas, en geometria la intuicién sensorial juega un papel decisivo: nuestros sentidos y nuestra
intuicién nos permiten seleccionar propiedades del espacio que son esenciales para la elaboracion del
resto. Esas propiedades, en el caso de la geometria proyectiva, son las relaciones con la incidencia
de puntos, rectas y planos; a partir de ahi, se utiliza la légica para deducir el resto de resultados.

23En el problema n.° 6, Hilbert propuso buscar exposiciones axioméaticas de las diversas teorfas
fisicas, lo que estimulé el interés de muchos investigadores, pero condujo a serias dificultades en el
tratamiento de la mecanica cuantica. La axiomatizacién de toda la fisica como propugnaba Hilbert
fue un proyecto nunca concluido.
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de nuevo el debate sobre la validez de los nuevos métodos. Pronto Ernst Zermelo,
que se incorpor6 a Gotinga en esos afos, siguié el modelo de la axiomatizacién de la
geometria por Hilbert y propuso un sistema de axiomas que restringian el concepto
de conjunto para evitar la aparicion de antinomias, pero al mismo tiempo era lo
suficientemente amplio para el andlisis mateméatico y los resultados clave de Can-
tor. En los afios 1920, Fraenkel, Skolem y von Neumann perfeccionarian el sistema
axiomatico de Zermelo.

Por esos mismos anos, espoleado por las duras criticas que planteaban Brouwer y
Weyl a los métodos de la matemética moderna, conjuntista, Hilbert puso en marcha
su célebre programa metamatemdtico para justificar dichos métodos (el «paraiso de
Cantory del que «nadie podra expulsarnosy ), con la inestimable colaboracién de Paul
Bernays (1888-1978). Sacando partido de la axiomatizacién de las teorfas matemd-
ticas, y aprovechando el gran desarrollo de la 16gica formal (axiomatizada también
por Frege, Peano y Russell), el enfoque de Hilbert se basaba en formalizar comple-
tamente las teorias. Al hacerlo, los teoremas quedan reemplazados por férmulas, y
las demostraciones informales se transforman en inferencias deductivas, puramente
formales, segin reglas prefijadas. ;Qué se gana con ello? Que resulta posible desa-
rrollar una teoria de las demostraciones donde éstas no son, a fin de cuentas, mas
que un proceso combinatorio finito. Surgia asi el suefio de demostrar la consistencia
de una teoria cualquiera por medios finitarios. .. Sueno del que Godel despertaria a
los hilbertianos con una verdadera sacudida, sus teoremas de incompletud.?*

Volviendo a la Tesis Principal de Cavailles, podemos decir que se trata de un
escrito de 1938 donde «rescata» lo que considera puede salvarse del formalismo de
Hilbert tras los teoremas de Godel. Piensa Cavailles que no son alcanzados por
estos teoremas los andlisis de Hilbert y Bernays que se refieren a la teoria de la
generalizacion y del método azxiomdtico, ni los referidos a la teoria del signo en
tanto base intuitiva y concreta del pensamiento matematico. Esto es: aunque sin
duda es preciso renunciar al objetivo clave de eliminar las dudas escépticas sobre
la consistencia —de manera que el pensamiento matematico queda en el aire, sin
un fundamento absoluto para su certeza—, puede en cambio salvarse un formalismo
modificado, entendido como reflexion sobre el proceso de elaboracién progresiva de
la experiencia matematica.

Apoyédndose en la teorfa de la generalizacién o adjuncién de ideales, estudiada
por Hilbert, trata Cavailles de mostrar la «fecundidad propia» de la matematica
clasica y justificar «el contenido objetivo» de la matemaética clasica. La aportacion
més genuina de Cavaillés es la utilizacién del término «tematizaciony, con el que se
refiere a la transformacion de una operacién en «elemento de un campo operatorio
superior», algo asi como una inversion por la cual las operaciones de una cierta teoria
se convierten en los objetos de operaciones de grado superior en una nueva teoria.
Un ejemplo sencillo seria el siguiente: la generalizacién o idealizacion entra en juego

24Casi todo el mundo acepta que los métodos finitarios quedan agotados por las posibilidades
combinatorias de la aritmética formal, o incluso de la aritmética recursiva primitiva. Si se acepta
esa idea, el segundo teorema de Gédel (una férmula que exprese la consistencia de la aritmética de
Peano no es demostrable mediante los procedimientos formales de dicha teoria —jsalvo que dicha
teoria sea inconsistente!—) implica el total fracaso del programa de Hilbert.
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cuando el dominio de los niimeros reales es ampliado con la introduccién de la unidad
compleja; este proceso esta al servicio no sélo de lograr una clausura algebraica, la
validez del teorema fundamental del algebra, sino que despliega una sorprendente ar-
monia de resultados que se revela en el analisis de variable compleja. Otros ejemplos
caros a Hilbert eran los elementos en el infinito de la geometria proyectiva, los ideales
de la teoria de niimeros algebraicos.?® La tematizacién, en cambio, entra en juego
cuando, de considerar permutaciones de raices de una ecuacién algebraica, se pasa
a la composicién de permutaciones y el estudio de sus grupos. O cuando Dedekind
pasa a considerar como objeto de teorizacién las correspondencias o aplicaciones con
las que Cantor operaba sobre conjuntos, avanzando hacia la composiciéon de apli-
caciones y morfismos.?% Otro ejemplo, posterior a Cavailles, serfa precisamente la
emergencia de la teoria de categorias.

Segun Cavailles, la generalizacion (o idealizacion) y la tematizacion representan
una reconstruccion de la matematica y son procesos clave del devenir del pensamien-
to matematico, ya que permiten desarrollar una teoria nueva transformando teorias
antiguas, sobrepasando las limitaciones de éstas. En definitiva, en la generalizacién y
la tematizacién ve Cavaillés como unos ejes coordenados entre los cuales encuentran
sentido las dindmicas de la actividad matematica. Mas atn, para Cavailles idealiza-
cién y tematizacién manifiestan «una propiedad constitutiva del pensamiento» en
general, y no solamente mateméatico (estamos en la antesala del programa, que se
propuso al final de su obra p6stuma, de una filosofia del concepto).

Volvamos al proyecto que Bourbaki intenté desarrollar idealmente, hasta sus l-
timas consecuencias. Si Dedekind habia repensado el algebra en una orientacién
conjuntista y axiomatica, Hilbert habia hecho lo propio en los Fundamentos de la
geometria, igual que haria poco después Hausdorff con la nocién de espacio topolo-
gico, y en un plano ain mas avanzado Noether y van der Waerden con su Algebra.
Estos eran algunos de los principales modelos a seguir. De hecho, los bourbakistas
no se limitaban a axiomatizar teorias aisladas, sino que su objetivo era extender el
proceso de axiomatizacién a la totalidad de las matematicas, para liberar toda la
potencialidad del pensamiento matematico. Bourbaki propone, en definitiva, una or-
ganizacion piramidal de las matematicas, dominada por la teoria de conjuntos y sus
extensiones, especialmente el dlgebra y la topologfa (y con «mixtos» muy destacados
como diversas formas del andlisis). Por ello los bourbakistas tenfan especial interés
en el volumen I de sus Elementos que trataba sobre conjuntos y logica, aunque pa-

250Otra cara de la generalizacién consiste en que la suma, por ejemplo, puede verse como una
operacién abstracta en la que los elementos no estian claramente especificados. El interés se vuelve
entonces sobre las propiedades formales de esta operacién, que se convierte en «ley de composicién»
interpretable de forma multiplicativa tanto como aditiva. Tematizar estas propiedades formales
conduce a despejar el modo de funcionamiento de la ley de composicién: por ejemplo, propiedades
de asociatividad, de conmutatividad, existencia de un elemento neutro y de un inverso para todo
elemento del conjunto considerado. Se tienen asi formulados los axiomas de la teoria de grupos
conmutativos.

26 Pensamos que Cavailles no estudié los trabajos de Dedekind sobre teoria de nimeros algebrai-
cos (y en particular el extenso suplemento de 1894). Si lo hubiera hecho, habria visto bajo una
luz nueva el surgimiento de la axiomatica moderna y la nocién de estructura: homomorfismos, iso-
morfismos, automorfismos, andlisis basados en las subestructuras (estudiadas como un todo, y no
descompuestas en propiedades de sus elementos).
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rece que hay acuerdo en que es el volumen més flojo.2” Pensamos que este volumen
hubiera sido distinto, y probablemente mucho mas logrado, si Cavailles, Lautman y
(sobre todo) Herbrand no hubieran muerto tan jévenes.

Como parte del devenir de las matematicas, en 1945 nace la teoria de categorias
a partir de las reflexiones de Samuel Eilenberg (1913-1998) y Saunders MacLane
(1909-2005) en el campo de la topologia algebraica.?® Se trata de una abstrac-
cion «de segundo grado» sobre el estructuralismo conjuntista, propio de Dedekind
y Noether, en la que las estructuras dejan de caracterizarse «desde dentro» a tra-
vés de operaciones sobre los elementos (al modo de Hilbert), quedando estructuras
y aplicaciones «sublimados» en objetos y flechas desprovistos de conexiéon con las
nociones corrientes de «conjunto» y «ley». Resulta notable que el estilo axiomatico
de Dedekind y Noether (con su forma de «fundamentacién conjuntista») se situaba
ya, precisamente, a medio camino, relegando las operaciones simples para enfatizar
las relaciones entre subestructuras y los morfismos. Esto permite entender que la
concepcion de Noether haya sido una influencia importante y directa en el camino
hacia la concepcién categorial y functorial de la topologia.?? Estamos ante un caso
de tematizacion bastante claro, y a la vez una confirmacién de la tesis de Cavailles
en el sentido de que no es posible definir las matematicas de una manera definitiva,
sino que su devenir desbordara inevitablemente las acotaciones: los conceptos cate-
goriales tenian dificil encaje en la fundamentacion conjuntista de las matematicas,
de donde vino una larga polémica atn viva.

También nos gustaria destacar que muchas de las concepciones filosoficas de
Lautman, después de algunos arreglos técnicos, se han podido traducir en términos
matematicos precisamente a través de la teoria de categorias. El primero que se
dio cuenta de esta posibilidad fue su amigo bourbakista Charles Ehresmann, quien
estaba presente en el debate del 4 de febrero de 1939; en la intervencién que hizo
al final de las exposiciones de Cavailles y Lautman dijo: «Creo que los problemas
generales planteados por Lautman pueden enunciarse en términos matemaéticos, y
anadiria que no se puede evitar enunciarlos en términos matematicos». Lautman no
llegé a conocer la teoria de categorias, y es dificil saber si las conversaciones con
Ehresmann pudieron influir en su concepcién tan especial de las matematicas. Lo
que estd claro es que Ehresmann se dedico, a partir de los afios 1950 y hasta el final
de su vida, a las categorias. Tema éste que no llegd a encajar en los Elementos de
Bourbaki, quienes se resistieron a tratar nociones categoriales porque desbordaban
el marco de estructuras conjuntistas expuesto en su volumen I. Lo cual muestra muy
concretamente que, en efecto, la matematica es un devenir que desborda los intentos
de definicion restrictiva.

27Ver, por ejemplo, Corry (2003).

28Publicaron en dicho afio, en Trans. Amer. Math. Soc. n.° 58, pp. 231-294, el articulo «General
Theory of Natural Equivalences».

29Véase el reciente trabajo de McLarty « Emmy Noether’s “Set Theoretic” Topology: From De-
dekind to the rise of functors» (2006).
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4. LA UNIDAD DE LAS MATEMATICAS

Un viejo problema: junidad o diversidad?, ; matematica o mateméaticas? Por algo
los Bourbaki escribieron Eléments de Mathématique, con un singular que suena raro
en francés. Si estamos de acuerdo en que a lo largo del siglo XIX, que fue un periodo
de una fecundidad extraordinaria, se va gestando una idea general que subyace en
todas las teorias matematicas: la nocién de grupo. No cabe duda que el hecho de que
una misma estructura pudiera aparecer en teorias muy diferentes hizo pensar a los
matematicos que existia una unidad esencial de la matematica.

Con el protagonismo de los grupos de sustituciones en algebra y los grupos de
transformaciones en geometria, nuevos objetos abstractos muy diferentes a los cla-
sicos, pero a la vez clarificadores y estructuradores, se comienza un camino que
confluird con las llamativas contribuciones de Dirichlet y Riemann a la teoria anali-
tica de nimeros, al abordar el estudio de los niimeros primos con las herramientas
del andlisis de variable real y, no contento Riemann con ello, compleja en su celebé-
rrima hipdtesis. En estos fenémenos se perciben las primeras manifestaciones de una
profunda unidad, y por ello estimularon enormemente la reflexion sobre el misterio
de esta unidad estructural en el pensamiento matematico.

Ya hemos dicho anteriormente que Gotinga encarnaba el dinamismo de una cul-
tura en continua transformacién. Este dinamismo se acrecentaba més todavia gra-
cias a la concepcion de Klein de las matemaéticas en un contexto amplio y unitario,
junto con las ciencias naturales y, en ultimo término, con la tecnologia. De hecho,
la relaciéon con el mundo de la ingenieria y la industria era muy concreta, pues
Klein mantenia relaciones con la empresa alemana que se plasmaron en una cre-
ciente interaccién con la universidad y en el apoyo por parte de los industriales a
la infraestructura cientifica. Promovia, dentro de la universidad, los contactos entre
matematicos y especialistas de otras disciplinas como hidrodindmica, mecanica o
teoria de la elasticidad.

De la mano de Felix Klein, que segtin dijo un discipulo «reinaba como un dios»
en Gotinga, «fichando» a los mejores cientificos de la época, esa universidad conocié
las més altas cotas de reconocimiento cientifico. Si Paris habia sido la capital de las
matematicas a principios del siglo XIX, y Berlin lo fue desde 1860 bajo el famoso
triunvirato de Kummer, Weierstrass y Kronecker, Gotinga pasé a tomar el testigo
a partir de 1895 (lo hubiera hecho antes, de la mano de Dirichlet y Riemann, si no
hubiera sido por sus tempranas muertes). Entre Berlin y Gotinga no s6lo habia una
competicién institucional en el esfuerzo por promover el avance de las matematicas,
sino también diferencias metodoldgicas muy interesantes: la perspectiva de Berlin era
en un sentido mas tradicional, buscando el rigor a través de calculos efectivos y for-
mulas concretas, mientras el enfoque promovido desde Gotinga era mas conceptual,
de orientacion abstracta, légica y conjuntista.

En definitiva, en Klein podemos admirar su defensa de la unidad en matematicas
frente a los ataques a la geometria que se originan con Gauss (el ntumero es puro y
a priori, la geometria tiene elementos empiricos) y sobre todo con los berlineses (la
geometria es matemadtica aplicada, como la mecédnica), ademds de su visién abstracta
de la geometria basada en el espacio proyectivo y la teoria de grupos. Recordemos
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el texto de su famoso «Programa de Erlangen», la tesis que defendi6é en la confe-
rencia con la que tomé posesién en 1872 de su primera citedra en la Universidad
de Erlangen, y que se puede resumir asi: toda geometria se basa en un grupo de
transformaciones determinadas, siendo los invariantes de ese grupo lo que la carac-
teriza. El propio Klein reconoci6 la influencia que tuvieron Jordan y Lie en su idea
de clasificar los diferentes enfoques de la geometria sobre una base tedrica de grupos.
También nos gustaria hacer referencia a sus descubrimientos, publicados en 1884 en
un extenso tratado con el extravagante titulo de Conferencias sobre el icosaedro y
la solucion de las ecuaciones de quinto grado, donde muestra el inesperado vinculo
entre permutaciones y rotaciones del icosaedro que le permiten tejer un precioso
tapiz en el que la ecuacion de quinto grado, los grupos de rotacién y las funciones
elipticas estan todos entrelazados. He aqui un buen ejemplo del poder unificador de
la teoria de grupos y la unificaciéon por la via geométrica.

Hilbert se apunta al carro: sus Fundamentos liberan a la geometria de toda
referencia a la intuicién o lo empirico, y plantean un estudio general de estructuras
geométricas diversas. Esto es, aplica a la geometria los métodos modernos que se
habian ido elaborando en algebra y analisis. Lo cual es muy distinto de la reflexiéon
sobre el tema unos afios atras. Ya en sus primeras investigaciones sobre teoria de
invariantes, Hilbert se alejé del estudio algebraico de estos problemas basado en
el célculo de largas y complejas series de operaciones algebraicas. Decidié seguir
mas bien la senda de su maestro H. Weber, en una obra escrita conjuntamente con
Dedekind, y enfrentarse a los problemas fundamentales de la teoria siguiendo un
enfoque mas abstracto, usando demostraciones de existencia puramente basadas en
el razonamiento légico (reduccién al absurdo). Muchos matematicos mantenian sus
reservas respecto a este tipo de técnica de demostracion, y preferian un enfoque
constructivo directo que mostrase la existencia concreta de los objetos matematicos
tratados.

De este modo, las investigaciones de Hilbert, més alld de su significado en rela-
cién a una determinada teoria matemaéatica, proponian un debate sobre la naturaleza
de los objetos matematicos y los métodos de demostracion, ligado a la cuestién de la
fundamentacién logica de las matematicas. De hecho, Hilbert apoyé decididamente
las investigaciones de Cantor y Dedekind sobre la teoria de conjuntos y los niime-
ros transfinitos, que habian abierto esas discusiones y modificaban notablemente el
paisaje de las matematicas. Hilbert extendié posteriormente este enfoque abstracto
a una gran variedad de temas matemaéticos, proponiendo asi una renovacién global
en las matematicas, concebidas por él como un cuerpo unificado de conocimiento.

Hilbert tenia una confianza muy profunda en su capacidad para propulsar el
desarrollo futuro de las matematicas. La prueba evidente de ello seria su famosa
conferencia en el Congreso Internacional de Mateméaticos de 1900 y su no menos
famosa lista de 23 problemas. Quizd la base de esta confianza residia en su con-
viccion de la existencia de una armonia preestablecida entre las matemaéticas y la
realidad fisica, que le conducia a concebir las mateméaticas como fundamento de todo
el conocimiento cientifico exacto de la naturaleza. Este punto de vista lo situaba en
continuidad con el de Klein. Por consiguiente, la visién axiomdética defendida por
Hilbert no contradecia las ideas de Klein, sino que constitufa en realidad una evolu-
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cién natural del acento puesto por este tltimo en la relacién entre las matematicas
y sus aplicaciones. Como ya hemos dicho anteriormente, en el trabajo cotidiano de
Gotinga habia una estrecha colaboracién entre matemaéticos y fisicos. De hecho, uno
de los programas de investigacién mas importantes de Hilbert era precisamente la
axiomatizacién de las principales teorias fisicas (que era el tema del sexto proble-
ma de la conferencia de 1900). De esta forma, Hilbert afirmaba al mismo tiempo la
universalidad de las matematicas y su profunda unidad.

Sin embargo, a principios del siglo XX, las matemdticas comenzaban a afrontar
una creciente fragmentacion y especializacion. Al mismo tiempo, la conexiéon con la
fisica y otras disciplinas iba adquiriendo un nuevo cariacter esencialmente distinto
del concepto cléasico de aplicaciéon de las mateméaticas a la mecanica. Pero, pese a la
aparente fragmentacion que las nuevas tendencias estaban introduciendo en la inves-
tigacion, Hilbert estaba convencido de que este nuevo enfoque ofrecia la posibilidad
de obtener ideas de sintesis capaces de sacar a la luz la conexién intima entre diver-
sos aspectos; este proceso de reunificacién permitiria preservar la aspiracién clésica
de la unidad de las matematicas y de la ciencia sin obstaculizar el desarrollo de las
distintas disciplinas. Este serd también el convencimiento de Lautman a lo largo de
toda su obra, pero de una manera especial en su Tesis Complementaria.

Lautman, en su escrito de 1937, Essai sur l'unité des sciences mathématiques
dans leur développement actuel, tratard de explorar, mediante unos ejemplos muy
bien elegidos, la profunda unidad de las matemdticas modernas. A Lautman le in-
teresara:

Caracterizar, en sus trazos comunes, las diversas teorias que, contrapues-
tas con el andlisis, tienen como objeto el estudio de la estructura global
de un «todoy.>°

Luego, el objetivo de Lautman en esta obra serd mostrar como pueden encon-
trarse en las teorfas modernas del Andlisis los aspectos que le parecen caracterizar
al Algebra moderna. Con sus propias palabras:

Cémo la matemdtica moderna estd comprometida en la bisqueda de esa
unificacion del dlgebra y del andlisis, gracias a la penetracion cada vez
mayor de los métodos estructurales y finitistas del dlgebra en los dominios
del andlisis y del continuo. En suma, el conflicto de los métodos entre
dlgebra y andlisis se disiparia a favor del dlgebra.3!

De manera especial le interesé a Lautman el aspecto de la nueva matemaética que
se refiere a la no conmutatividad de la multiplicaciéon, porque le parecia que esta
propiedad distinguia profundamente a las teorias donde se da, de la aritmética y del
algebra ordinarias. En concreto dira:

Nos proponemos mostrar, gracias a los trabajos de Cartan y de sus pre-
decesores, como ha penetrado en el andlisis contempordneo ese modo de

30Lautman (1977), p. 157.
31Lautman (1977), p. 160.
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pensamiento esencial del dlgebra moderna que resulta ser el cdlculo de
las magnitudes no conmutativas.>?

En definitiva, para Lautman la unidad de las mateméticas se expresa, no en
una base comun para desde ella reconstruir el todo, sino en la convergencia de sus
métodos y en el trasvase de ideas entre sus diversas ramas: lgica, aritmética, algebra,
geometria, topologia, andlisis. Asi, la penetracién de los métodos del Algebra en el
Anélisis, el Andlisis subordinado a la Topologia, la aparicién por doquier de la idea
geométrica de dominio, o la introducciéon de la variable compleja en la Aritmética,
son algunos de los ejemplos estudiados por Lautman donde se percibe la unidad
global de las matematicas. Se trata de una unidad real dentro del universo sintético
de las mateméticas efectivas (o sea, dentro del conjunto de teorias, estructuras y
construcciones que surgieron en las mateméticas avanzadas de la época de Lautman)
cuya presencia pasa inadvertida cuando se intenta reducir toda la pluralidad del
conocimiento matemético en una reconstruccién analitico-fundacional.

Ya hemos dicho anteriormente que el Grupo Bourbaki tenia como uno de sus
objetivos iniciales el buscar una exposicién enteramente coherente del conjunto de
las ramas de la matematica, pero también estaba implicita una creencia absoluta en
la unidad de las matematicas —lo que enlazaba con Klein y Hilbert—, atin a ries-
go de obviar algunas partes «marginales»®® (probabilidades, combinatoria, légica,
etc.). Una de las novedades de Bourbaki consistié en aclarar la forma en que encaja-
ban las teorias, destacando la formulaciéon axiomatica de ellas como el elemento que
facilitaba dicho proceso. Pensaba Bourbaki que asi era como se generaban las ma-
teméticas a partir de un pequefio nimero de teorias axiomaticas de diferentes tipos
que le daban su coherencia, y la estructura de estas teorias constituia la arquitectu-
ra de la disciplina y la hacia inteligible. El Grupo veia a la concepcién axiomatica
como una guia para el universo matematico. Bourbaki pensaba que Hilbert habia
ensenado a los matematicos a pensar axioméaticamente. Por esto, no es extrano que
Hilbert personificara ciertamente, para la generacién de entreguerras, el ideal del
matematico.

En definitiva, los escritos de Cavaillés y Lautman sobre filosofia matemética mar-
can a la vez una renovacién y una ruptura. Intentaron captar o comprender cémo se
hacia la matematica efectiva; es decir, la que hace el matematico en su trabajo efec-
tivo. Asi, Cavailles y Lautman rompen con las formas usuales de exposicién filoséfica
de su época, que mantenian al filésofo alejado de la matematica real del matematico
en activo. Y lo hacen enfatizando la singularidad del pensamiento matemaético, su
irreductibilidad incluso:

Las matemdticas constituyen un objeto «sui generisy, original en su esen-
cia, auténomo en su movimiento.3*

32Lautman (1977), pp. 181-182.

33Precisamente este hecho esta en el origen del articulo de A. R. D. Mathias «La ignorancia de
Bourbaki».

34Cavailles (1997), p. 21.
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5. CONCLUSION

A pesar de que las obras de Cavailles y Lautman son reducidas, cosa inevitable
va que la Guerra Mundial segé sus vidas, esto no impide que sean extremadamente
densas y de gran interés. Estamos ante dos personas de una erudicién cientifica muy
considerable. Pese a que sus textos son dificiles, poseen un estilo claro, paradéji-
camente pedagogico, ya que nos hablan al mismo tiempo del corpus tedrico, de su
historia y de las practicas matematicas. Nuestro objetivo en este articulo ha sido,
por una parte, despertar al menos la curiosidad por estos dos personajes que en
Espafia son poco conocidos (sobre todo Albert Lautman); y, por otra, destacar que
los escritos de estos filésofos-mateméticos se pueden considerar intimamente ligados
a la génesis del programa bourbakista.

Nos gustaria sefialar que el conocimiento de Lautman se vera ayudado muy pron-
to por la publicacién de sus Obras Completas en una edicién al cuidado de Fernando
Zalamea (de la Universidad Nacional de Colombia, en Bogotd). Y, dicho esto, de-
bemos mencionar también la traduccion de Método axiomdtico y formalismo que
se publicé hace afios en México, a cargo de Carlos Alvarez y Santiago Ramirez
(de la Universidad Nacional Auténoma de México). Curiosamente, son mateméticos
latinoamericanos los que se han encargado de difundir estos trabajos matemaético-
filoséficos en nuestro ambito cultural, quizé debido a una mayor sensibilidad cultural
e intelectual. Si bien cabe decir que el estilo de reflexion de los dos franceses no resulta
desconocido en nuestro idioma: el esfuerzo por pensar «al interior de las matemaéti-
casy» y la cercania al hacer matematico efectivo han sido caracteristicos de las obras
de Javier de Lorenzo y Miguel de Guzman, por nombrar dos casos relevantes.?>

Cavailles y Lautman estaban de acuerdo en que las mateméticas son un deve-
nir, que ellos consideraban marcado por una autonomia radical (también en esto
demostraron ser miembros de la misma generacion que los Bourbaki y compartir sus
ideas en profundidad). Cavailles expresard magistralmente la idea de que se trata
de un verdadero devenir, imprevisible, mas a pesar de todo se expresa en ellas una
necesidad. Asi, dice:

Las matemdticas constituyen un devenir singular. No sélo es imposible
reducirlas a algo mds que ellas mismas, sino que toda definicion, en una
época dada, es relativa a esa época; es decir, a la historia de la cual es
el desenlace: no existen definiciones eternas.3®

Esta combinacién de contingencia y necesidad se aprecia en los encadenamientos
matematicos o en las propias etapas de la ciencia matematica, y podria mostrarse
en el consabido ejemplo —por otra parte maravilloso— de la invencién del calculo
infinitesimal al mismo tiempo por Newton y Leibniz. Cavailles prefiere recurrir a
sucesos muy recientes, y toma el ejemplo de la teoria de conjuntos, a la que se
llega por dos caminos diferentes: el de Dedekind, buscando un fundamento para la
teoria de ntimeros, y el de Cantor, analizando los puntos de discontinuidad de las

35Un trabajo interesante es el de F. Zalamea, «Javier de Lorenzo: por una filosofia dindmica de
la praxis matemdatica», Mathesis, serie 3.2, vol. 2 (2007), 1-35.
36 Cavailles (1994), p. 594.
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funciones representables en series trigonométricas. Para Cavailles, esa convergencia
de caminos y ese «descubrimiento» simultaneo muestran el cardcter de necesidad de
dicha creacion.

Para Lautman, el progreso en matemaéticas es en definitiva el resultado de la
tension entre ideas opuestas, todavia mas abstractas que las teorfas matematicas en
que se traducen y encarnan, como son los pares dialécticos: local-global, intrinseco-
extrinseco, simetria-asimetria, finito-infinito, discreto-continuo, etc. Como ejemplo
de las claves de su obra, nos gustaria destacar el siguiente parrafo:

La idea de la mezcla de simetria y disimetria juega un papel dominante,
no sélo con respecto a la fisica, sino también, como hemos intentado mos-
trar, con respecto a las matemdticas. Las dos realidades se presentan asi
en concordancia, como realizaciones distintas de una misma dialéctica,
que las genera en actos de comparable génesis.>”

Aqui aparecen los términos méas representativos de su filosofia, asi como un re-
sumen de su visién de la relacion entre la fisica y las matematicas. No es necesario
insistir en la importancia de los términos simetria y disimetria (o ruptura de la si-
metria), que en el dlgebra estructural se traducen en conmutativo y no conmutativo.

Si Cavailles hace del devenir un rasgo definitorio de la fenomenologia de la ez-
periencia matemdtica, Lautman considera que tal devenir no es otra cosa que la
encarnacién en estructuras de ciertas relaciones que responden a una dinamica su-
perior de las Ideas. Desde su hermosa visién, atrevida y metafisica,

El pensamiento matemdtico tiene asi el eminente papel de ofrecer al filo-
sofo el espectdculo constantemente recomenzado de la génesis de lo real
a partir de la idea.®®

En definitiva, si hubiera que reducir a férmulas simples sus complejas aportacio-
nes, dirfamos que las matematicas son para Cavailles una forma de experiencia sui
generis, y para Lautman un movimiento de encarnacién de una dialéctica superior.
Todo lo cual adquirié luces y matices muy particulares en medio del proceso de
repensar las matematicas desde la axiomatica y las estructuras, que era central en
los anos 1930, y la convicciéon de una unidad profunda subyacente a las multiples
teorias. Dos puntos, éstos, centrales en todo el proyecto bourbakista.

Para terminar, corroborando lo que acabamos de decir, nos gustaria recurrir a
unas palabras de Jean Dieudonné, quien quizé fue el «alma» histérica y filoséfica de
Bourbaki:3?

Los filésofos contempordneos que se interesan por la matemdtica se ocu-
pan en la mayoria de los casos de sus origenes, de sus relaciones con la
logica, o de los «problemas de fundamentosy; actitud muy natural, puesto
que son cuestiones que conducen a la reflexion filoséfica. Bien pocos son

3"Lautman (1977), p. 253. Se trata de un parrafo del articulo Symétrie et dissymétrie en mat-
hématiques et en physique, escrito por Lautman en 1942 y publicado en 1948 en el famoso libro de
F. Le Lionnais al que hemos aludido unas lineas més arriba.

38Cavailles (1994), p. 596.

39Prefacio a la primera edicién de las obras de Lautman (1977).
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los que buscan hacerse una idea de las grandes tendencias de las mate-
mdticas de su tiempo, y de lo que guia mds o menos conscientemente a
los matemdticos actuales en sus trabajos.

Albert Lautman, por el contrario, parece haber estado siempre fascinado
por estas cuestiones. Como Jean Cawvaillés, habia hecho el esfuerzo de
iniciarse en las técnicas matemdaticas de base, lo que le permitia estar
informado de las investigaciones mds recientes sin correr el riesgo de
ahogarse bajo un oleaje de nociones abstractas dificilmente asimilables
por un profano. Ademds [...] habia adquirido sobre las matemdticas de
los anos 1920-1930 las visiones mds extensas y precisas, que no tenian
la mayoria de los matemdticos de su gemeracion, a menudo estrecha-
mente especializados; yo puedo dar testimonio en lo que me concierne
personalmente.

Estas son las visiones que expone en sus dos tesis y, a cuarenta anos
de distancia, no deja de impresionar su aspecto profético. Ya que, desde
el titulo de estas obras, se ponen de relieve las dos ideas clave que han
dominado toda la evolucién posterior, el concepto de estructura mate-
mdtica y el sentimiento profundo de la unidad esencial subyacente a la
multiplicidad aparente de las diversas disciplinas matemdticas.*°
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