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la presente guia tiene como obijefivo proponer
un conjunto de acfividades didacticas que pueden
realizarse con las denominadas piezas de
LliveCube. Dichas piezas son bloques en forma de
cubo, todos del mismo tamafio, una de cuyas
caras fiene unos salienfes que permiten encajar los
cubos enfre sf para formar figuras complejas, lo
que permite una gran versafilidad en la
consfruccion de variados puzzles geométricos y
originales figuras tridimensionales. EI material
citado lo distribuye la empresa Livecube T.B.S. Inc.
a fravés de la pagina web www.livecube.com y
los puzzles que pueden construirse con esfas
piezas consfituyen una valiosa herramienta
didactica, a la vez que enfrefenida, con la que
ensefiar a los estudiantes conceptos de
emparejamiento de formas y colores, asi como
desarrollar sus habilidades espaciales, analiticas y
logicas.

Algunas de las actividades que se describen en
esfa guia son un complemento de las citadas en la
) o o
guia anferior “Juegos Didécticos”, del programa

BBK-mdticas, las matemdticas en las bibliotecas

escolares, concretamente las correspondientes @
los capitulos “El cubo Soma” y “El juego de los
penfominds”. Ademés, la versatilidad de esfas
piezas permite consfruir ofros modelos vy realizar
més actividades, como las que se encuentran en
la pégina oficial de LiveCube y en las de ofros
disefiadores, algunos de ellos citados en las
referencias al final de esta guia.

Como detalle préctico, todas las figuras que se
consfruyan con las piezas del liveCube deben
esfar armadas de modo que las caras exteriores
sean lisas, no dejando a la vista los salientes que
fienen las piezas para su ensamblaije.

SARRERA

G ida honen helburua liveCubeko piezak
erabiliz egin daitezkeen jarduerak
didakiikoak proposatzea da. Pieza hauek, kubo
formako blokeak dira, denak tamaina berekoak.
Kuboaren aurpegietako batek koska batzuk dity,
honela figura konplexuagoak sor daitezke kuboak
bata besteekin elkartuz, puzzle geometriko eto
irudi fridimentsional aunitz eraikitzeko aukera
ematen dutelarik. Aipatutako materiala livecube
T.B.S. Inc. enpresak banatzen du
www.livecube.com web orriaren bitartez. Pieza
hauek erabiliz eraiki daitezkeen puzzleak ikasleei
koloreak eta formak elkar-erlazionatzeko, eta
beraien trebefasun-espaziala, -analitikoa, eta -
logikoa garatzeko benetako lan tresna didakiiko
baliogarria efa era berean afsegingarria eratzen
dute.

Gida honetan aipatzen diren jardueretariko
batzuk BBK-matikak, matematikak eskola
liburutegietan programarako "Jolas didakfikoak"
gidako jarduerak osatzeko erabilgarriak dira;
"Soma kuboa” eta “Pentaminoen jokua” esaferako.
Cainera, pieza hauen aldakortasunak modelo
gehiago eraikitzera eraman gaitzake edo eta
jarduera gehiago egitera ere, LiveCuberen web
orri ofizialean daudenak edo erreferentzietan
aipatzen diren beste diseinatzaile batzuk
sorfufakoak.

Xehefasuna prakiiko bezala, LiveCube bitartez
eraikitzen diren irudi denen kanpoko aurpegiak
leunak dira, hau da, ez ditugu piezek beraien
muntaiarako dituzten koskak begi bistan uzfen.



1. Policubos Polikuboak

El t&rmino “poliomind” fue acuiiado
por Solomon W. Golomb en la década
de 1950 para definir las figuras que se
obtienen conectando dos o mas
cuadrados por alguno de sus lados. Si
utilizamos cubos en lugar de
cuadrados, tendremos los poliominds
fridimensionales, que llamaremos
policubos, con los cuales realizaremos
diferentes actividades con el fin de
estimular el desarrollo de habilidades
motrices y de coordinacién manual, asi
como la destreza espacial y el
razonamiento logico.

las actividades de esta seccion
consistiran en una busqueda de las
distintas formas que pueden adoptar los
policubos, asi como el descubrimiento
de las simetrias que presentan.

"Poliomino” hitza, lauki ezberdinak
alde bat edo gehiagotik elkartzetik
sortutako irudiak adierazteko, Solomon
W. Golombek 1950eko hamarkadan
sortu zuen. laukiak beharrean kuboak
erabiltzen baditugu, poliomino
fridimentsionalak izango ditugu,
polikuboak deituko ditugunak. Polikubo
hauek erabilita jarduera ezberdinak
egingo ditugu mugimendu-rebetasuna
eta eskuen koordinazioa estimulatzeko
infentzioarekin, era berean
arrazonamendu logikoa efa abilezia
espaziala ere landuko ditugu.

Atal honetako jardueretan polikuboek
har ditzaketen forma ezberdinak
aurkitzen eta hauek izan ditzaketen
simefriak aztertzen arituko gara.
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Actividad 1.1 - Identificacién de los pentacubos planos.

Un policubo plano es una figura plana (es decir,
al colocarla sobre una superficie plana todos los
cubos se apoyan en la misma) formada por varios
cubos unidos por alguna de sus caras. Los
policubos planos constituyen la version
fridimensional de los poliominds, ya que fienen su
mismo contorno pero ademds tienen altura. En esfa
actividad se guia a los estudiantes en la
identificacion de todos los pentacubos planos, es
decir los que estan formados por 5 cubos.

Se entregan cinco cubos a cada estudiante
una hoja de papel cuadriculada, donde las
dimensiones de cada cuadro coinciden con las de
las piezas del LiveCube.
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1.1 jarduera - Pentakubo planocen ezagutza.

Polikubo plano bat kubo askoz osatutako figura
lau bat da (hau da, gainazal lau baten gainean
kokatzerakoan kubo denak bertan jartzen diren,
non kuboen aurpegiak elkarrekin dauden. Polikubo
lauak poliomino tridimentsionalak dira, ingerada
(aurpegi) berdina izateaz aparte alivera baitute.
Jarduera honetan ikasleak pentakubo guztiak, hau
da 5 kuboz osatutakoak, aztertzera bideratuko

ditugu.

lkasle bakoitzari bost kubo eta horri paper
laukidun bat ematen zaio, non lauki bakoitzaren
dimentsioak LiveCubeko piezen dimentsio berak
diren.

los estudiantes colocaran cinco cubos en la
cuadricula, siempre unidos por alguna cara, no
solo por aristas, y coloreardn la figura resultante.
Tratarén de encontrar el mayor nimero de figuras
diferentes que puedan. Al final se compararan los
resuliados de cada esfudiante para completar
entre todos las diferentes figuras. Habré que
determinar y desechar aquellas figuras que se
obfengan de ofras mediante algin fipo de simefria
espacial, en concrefo un giro en el plano o en el
espacio [ya que estos movimientos son los que se
realizan cuando se fiene en las manos una pieza
de un puzzle geométrico).

lkasleek paper laukidunean bost kubo kokatuko
dituzte, beti ere aurpegi batetik elkartuak, ez
ertzetatik, efa lortutako irudia margotuko dute.
Ahalik efa irudi ezberdin gehien aurkitzen
ahaleginduko dira. Bukatutakoan, ikasle
bakoitzaren lana besteekin alderatuko da irudi
ezberdin denen klasifikazio bat osatzeko
infentzioarekin. Simefria bitartez, planoko edo
espazioko biraketak esaterako (hauek baitira
puzzle geometriko baten piezak eskuetan izatean
egifen diren mugimenduak), beste irudi batzuetatik
sorizen diren errepikatutako irudiak alde batera
utzi beharko dira.



Policubos

Actividad 1.2 - Bisqueda sistematica de los 12
pentacubos planos.

Surgen ahora las preguntas siguientes: 3las
figuras obtenidas en la actividad 1.1 son todos los
posibles pentacubos? 3Cémo estar seguros que no
hay mase sComo encontrar los restantes?

Esto motiva la actividad de una bisqueda
sistemdtica de todos ellos.

Para ello se enfregan sélo dos cubos y se pide
que los unan enfre si (salvo posibles simetrias, sélo
hay una posibilidad). A continuacién se entrega un
cubo adicional para que construyan todos los
posibles fricubos, colocando el tercer cubo en
fodas las posiciones posibles a partir de la pieza

anterior, siguiendo el recorrido de la figura.

Polikuboak

1.2 jarduera - 12 pentakubo planoen bilaketa
sistematikoa.

Ondoko galderak sortzen zaizkigu: 1.1
jardueran lortutako irudiak pentakubo guztiak al
dira2 Nola egon gaitezke ziur ez daudela
gehiago? Nola aurki ditzakegu falia direnake

Galdera guzti hauek existitzen diren pentakubo
guztien bilaketa sisfematikoa ekarriko duen
jarduera sortzen dute.

Horretarako bi kubo bakarrik ematen dira eta
elkarrekin batzeko eskatzen da (simetria posibleak
aparte, aukera bakarra dago. Jarraian beste kubo
bat gehiago emango da frikubo denak eraikitzeko;
kubo berri hau, irudiko ibilbidea jarraituz, aurreko
piezarekiko egoera ezberdin posible guztiefan
kokatuko da.
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Se coloreardn los resultados en una hoja
cuadriculada como la siguiente, encontrando los
dos Unicos posibles fricubos {las demas
configuraciones que aparecen se obfienen girando
esos dos fricubos).

Emaitzak ondoko erako paper laukidunean
margotzen dira; bi dira aukera bakarrak (beste
konfigurazioak bi frikubo hauek biratuz lortzen

diral.

Se entrega ofro cubo adicional y se frafa de
conseguir todos los posibles tefracubos formados
por cuatro cubos afiadiendo el Uliimo cubo de
todas las formas posibles a todos los tricubos
siguiendo de nuevo el recorrido de las figuras.

Beste kubo bat gehiago eman efa lau kuboz
osatutako tetrakubo posible denak lortzen saiatuko
gara, horrefarako kubo berria aurreko trikuboari
gehituko diogu irudian agertzen den ibilbidea

jarraituz.
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las figuras obtenidas se coloreardn en ofra hoja
cuadriculada. En caso necesario, se ayudard al
esfudiante a conseguir los cinco posibles
fetracubos. Puede también recordarse, si procede,
el juego del TETRIS, que consistia precisamente en
encajar los fetrominds que iban apareciendo en la
panfalla.
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lortutako irudiak beste paper laukidun batean
irudikatuko dira. Jarraian, bost tetrakubo posibleak
lorizen lagunduko zaio ikasleari. Behar izan
ezkero, TETRIS jokoa gogoratu daiteke, pantailan
agerizen ziren tefrominoak bata bestearen ondoan
ahalik eta egokien kokatzean oinarritzen zen
jokoa.

Por Ultimo, se afiade el quinto cubo y se coloca
en fodas las posiciones posibles alrededor de
fodos los tefracubos obtenidos anteriormente para
descubrir las diferentes combinaciones que se
forman. Asi se llegaré a consfruir los 12
pentacubos, aseguréndose que son todos los
posibles y no falta ninguno (el resfo de
configuraciones que nos aparecen se obfienen a
partir de estos 12 mediante giros espaciales).

Actividad 1.3 - Bisqueda de los policubos
tridimensionales.

Si no nos limitamos a colocar los cubos en una
hoja cuadriculada vy tratamos de unirlos de todas
las formas posibles en el espacio, aumenta el
nimero de configuraciones con cuafro y cinco
cubos. Esta actividad consiste en obtener dichas
configuraciones medianfe procedimientos andlogos
a los vistos en las actividades anteriores.

En primer lugar, se puede observar que los dos
fricubos obtenidos en el plano son también los
Unicos posibles en el espacio.

A partir de ellos, al colocar una cuarta pieza en
todas las posiciones posibles, sin limitarnos al
plano, se obtienen los ocho fefracubos
fridimensionales de la imagen, y cualquier ofra
configuracién que obtengamos no es mas que el
resultado de girar alguno de los 8 tefracubos
anteriores. Puede hacerse nofar a los estudiantes
que las figuras 4-5 y 4-6 son una la imagen
especular de la ofra, pero no podemos hacer un
giro espacial que nos lleve de una a la ofra.

Azkenik, bosgarren kuboa gehituko da eta
aurreko tefrakubo guztien inguruan kokatuko da
sortzen diren aukera ezberdinak ikusteko. Honela
12 pentakubo eraikiko dira, gehiago ez daudela
ziurtatuz (lortzen diren beste aukerak 12 hauen

birakefa espazialak besterik ez dira).

1.3 jarduera - Polikubo tridimentsionalen
bilaketa.

Paper laukiduna alde batera uiziz eta kuboak
espazioan elkartzen saiatzen bagara, hiru edo lau
kuborekin egin daitezkeen konfigurazio kopurua
handiagotzen da. Jarduera honefan konfigurazio
hauek lorizen saiatuko gara, aurreko jardueran

erabili ditugun bide anfzekoak jarraituz.

lehenengo efa behin, planoan efa espazioan lor
daitezkeen frikuboak berdinak direla ikus
dezakegu.

Behin trikubo posibleak ditugula ahal den modu
guztietan lougarren pieza bat kokatuko dugy,
honela irudian agertzen diren zorizi fetrakubo
fridimentsionalak lortzen dira; efa lortzen dugun
beste edozein konfigurazio 8 fetrakubo hauetako
bat biratzearen emaitza besterik ez da. 4-5 eta 4-
6 irudiak bata bestearen ispilu-irudiak direla
ohartarazi diezaiekegu ikasleei, baina ezin dugula
batefik bestera eramango gaituen birakefa
espazialik egin.

9



Policubos

Polikuboak

& 0 6 G &F & o @
4-1 4-2 4-3 4-4 45 4-6 4-7 4-8

Del mismo modo, afiadimos un quinto cubo vy
frataremos de colocarlo en las posiciones posibles
a partir de los fetracubos obtenidos anferiormente.
Debemos conseguir las 29 configuraciones de la
figura adjunta, los 12 pentacubos planos ya
conocidos y ofros 17 penfacubos que no pueden
disponerse en un plano.

Era berean, bosgarren kubo bat gehituko dugu
eta aurretik lortutako tetrakuboetan kokatzen
ahaleginduko gara. Irudian agertzen diren 29
konfigurazioak eraiki behar ditugu, ezagutzen
ditugun 12 pentakubo lauak eta planoan kokatu

ezin diren beste

17 pentakuboak.

g ed daks
o @ﬁ%&%ﬁﬁ

5-8 5-10

5-14 5-15 5-17 5-20
. h’h «l»
@r%j hum @@a M 'Btl
5-21 5-22 5-23 5-24 525 5.27 5-28

Una posible actfividad intermedia, que puede
ayudar a los estudiantes a descartar
configuraciones repefidas, serfa ensefiar diferentes
pentacubos ya construidos — algunos de ellos
iguales entre si — y plantearles que emparejen los

que sean iguales.

Por dltimo, se puede plantear la bisqueda de
parejas de pentacubos, de los 29 existentes, de
modo que uno sea imagen especular del ofro.

10

Tarfeko jarduera posible bat, ikasleek
errepikatutako konfigurazioak alde batera uzteko
lagun dezakeena, eraikitako zenbait pentakubo
ezberdin erakustea litzateke — hauetako batzuk
elkarrekiko berdinak direlarik — eta berdinak
direnak bata bestearekin elkartzeko eskatu
dezakegu.

Azkenik, existitzen diren 29 pentakuboetatik,
bata bestearen ispiluirudi diren pentakubo-bikoteen
bilaketa plantea daiteke




2. Célculo de areas y volimenes con los pentacubos planos
2. Azalera eta bolumenen kalkulua pentakubo planock erabiliz

Para redlizar las actividades de esfa
seccién, cada alumno dispondré de 60
piezas de LiveCube y construird con
ellas los 12 pentacubos planos, que
sean iguales.

En lo sucesivo, adoptaremos como
unidad de longitud la de cualquier
arista de una pieza de LiveCube, de
modo que la unidad de superficie serd
la de cualquier cara de una pieza. Asf
pues, el area de un policubo de dos
piezas es dos, de un fricubo es tres, de
un tefracubo es cuatro, efc.

Actividad 2.1 - Construccién de rectangulos
mediante policubos ([de menos de 5 cubos).

En esta actividad hay que intenfar resolver dos
puzzles planos, para ello se intentaréd encontrar
una solucién positiva a los mismos y si no se
encuentra, demostrar o justificar que no existe fal
solucion.

Atal honetako jarduerak egiteko,
ikasle bakoitzak LiveCubeko 60 pieza
izango ditu eta berauekin 12
pentakubo lauak eraikiko ditu.

Jarraian, luzera unitate bezala
liveCubeko pieza baten hertza hartuko
dugu, era berean gainazal unitatea
edozein piezaren aurpegia izango da.
Honela, bi piezetako polikubo baten
azalera 2 da eta trikubo batena 3,
tetrakubo batena 4, etab.

2.1 jarduera - Laukizuzena bat eraikitzen
polikuboak erabiliz (5 kubo baino gutxiagokoa).

Jarduera honeton puzzle lauack ebazten
ahaleginduko gara, horretarako emaitza positibo
bat aurkitzen saiatuko gara eta aurkitzen ez
badugu, emaitzarik ez dagoela frogatzen edo

argudiatzen ahaleginduko gara.



Cdlculo de areas y voliimenes
con los pentacubos planos

Puzzle 1: los 5 tetracubos tienen un drea tofal
de 20 unidades. 3Se podra construir con ellos un
recténgulo 4 x 5, como el que aparece en la

imagen®

Azalera eta bolumenen kalkulua
pentakubo planoak erabiliz

1. Puzzlea: 5 tetrakubok 20 unitateko azalera
osoa dute. Eraiki al daiteke, tetrakubo hauek

erabilita bakarrik, irudian agertzen den 4x5

itxurako laukizuzena?

Puzzle 2: Llos 8 primeros policubos tienen un
drea total de 28 unidades. Se podria construir
con ellos un rectangulo 4 x 72

la respuesta a ambos puzzles es diferente.
Mientras que el segundo tiene solucién, sélo hay
que encontrarla (en caso de no conseguirlo una
posible ayuda es considerar uno de los tefracubos
iregulares e ir analizando paso a paso los
posibles lugares donde colocarlo), el primero no la
fiene. Pero, scémo demostrar que no tiene
solucién? Basta observar que el fetracubo en
forma de T tapard en la cuadricula 4 x 5
ajedrezada fres cuadros de un mismo color (por
ejemplo, negro| y un cuadrado del ofro, pero
como los ofros tefracubos tapan el mismo nomero
de cuadrados blancos y negros (siempre dos),
cualquier disposicion faparia distinfo nimero de
cuadrados negros y blancos, mientras que la
cuadricula de la imagen tiene el mismo nimero de
cuadros negros y blancos.

12

2. Puzzlea: lehenengo 8 polikuboek 28
unitatetako ozalera tofala dute. Eraiki ol daiteke

berauekin 4x/ tamainako laukizuzenik?e

Puzzle bakoitzaren erantzuna ezberdina da.
Bigarrenak emaitza posiblea du (lortu ezean,
laguntza bezala tetrakuboetako bat iregulara
dela esan dezakegu efa pausuz pausu koka
daitekeen lekuak azferizea gomendatzen dal,
baina lehenak ordea ez. Nola froga dezakegu
lehenak ez duela emaitzarike T itxurako
fetrakuboak, 4x5 sarefa ajedreziatuan, kolore
bereko hiru lauki estaliko ditu (beltza adibidez) efa
beste koloreko (zuriko) bakarra. Beste tetrakuboekin
ordea kolore bereko bi lauki estalizen dira. Baina

irudiko saretak kopuru bereko lauki zuriak efa

beltzak ditu.
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Actividad 2.2 — Determinacién de éreas y
perimetros.
Por la suposicion hecha anteriormente, los

pentacubos fienen un drea igual a cinco unidades.
Sin embargo, las distintas formas que adoptan las
piezas hacen que el perimefro sea diferente. En la
primera parte de esfa actividad se propone la
clasificacion de las piezas segin su perimetro. Se
comprueba que fodas las piezas, salvo una, tienen
el mismo perimetro. Una forma alierativa de
medirlo es contar el nimero de uniones entre las
piezas del LiveCube, cada una de las cuales harg
que el perimetro disminuya en dos unidades (las
de las caras en contacto).

Otra clasificacion que puede realizarse consiste
en agrupar los penfacubos segun las dimensiones
del rectéingulo mas pequeiio en el que pueden
inscribirse. Hay que buscar, de forma individual o
por equipos, los cuatro grupos mostrados en la
imagen.

BBK-matikak programarentzako egina

2.2 jarduera — Azaleraren eta perimetroaren
kalkulua.

Gorago aipatutako azaleraren definizioaren
arabera, pentakuboek bost unitateko azalera dute.
Piezek hartzen dituzten forma ezberdinak direla
eta kasu bakoitzean perimefroa ezberdina da.
Jarduera honen lehenengo atalean piezak
sailkatuko ditugu beraven perimetroaren arabera.
Pieza denek, batek ezik, perimefro bera dutela
ikustea erreza da. Hau egiteko bide bat
LiveCubeko piezak elkarizerakoan eginiko
elkarkefa kopurua kontatzea litzateke, elkarkefa
bakoitzak perimetroa bi unitatetan (kontaktuan
dauden aurpegienak) ixikituko duelarik.

Beste sailkapen bat pentakuboak inskriba
daitezkeen laukizuzen ixikienaren dimentsioaren
araberako litzateke. Irudian agertzen diren lau
taldeak aurkitu behar dira, horretarako taldekako-
edo bakarkakolana egin daiteke.

5
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A continuacion se plantea el problema de
determinar la menor superficie, no necesariamente
un recténgulo, que sea capaz de contener
individualmente a fodos los pentacubos. Para ello
se puede utilizar una hoja cuadriculada donde se
iran colocando sucesivamente las piezas para
fratar de enconfrar dicha superficie. las dos
soluciones posibles se muestran en la figura.

Jarraian pentakubo denak barruan izango dituen
gainazal ixikiena, ez du zerfan laukizuzena izan,
aurkitzen ahaleginduko gara. Horrefarako paper
laukidun bat erabil daiteke, eta bertan kokatuko
ditugu banan-banan piezak. Bi emaitza posibleak
ondoko irudian azalizen dira:
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Cdlculo de areas y voliimenes
con los pentacubos planos

Actividad 2.3 - Construccion de recténgulos con
pentacubos.

Nuestra siguiente acfividad consistirG en construir
recténgulos de dimensiones 3x5, 4x5, 5x5, etc.,
utilizando tres, cuatro, cinco, efc., pentacubos.

Empezando con fres piezas concrefas y
utilizando el diagrama de la figura, formar un
recténgulo de dimensiones 3x5. A confinuacién
aiadir una pieza y construir un recténgulo de
dimensiones 4x5. Confinuar afadiendo piezas
una a una para formar recténgulos de la misma
altura hasta llegar al recténgulo 12x5 utilizando
fodas las piezas.

Azalera eta bolumenen kalkulua
pentakubo planoak erabiliz

2.3 jarduera - Laukizuzenak eraikitzen
pentakuboak erabiliz.

Gure hurrengo jorduera 3x5, 4x5, 5x5, efab.
dimentsioko laukizuzenak eraikitzea izango da.
Horretarako hiru, lau, bost, etab. pentakubo
erabiliko ditugu.

Hiru pieza bakarrik erabilita efa irudiko
diagrama erabilita, 3x5 dimentsioko laukizuzena
sortuko dugu. Jarraian pieza bat gehitu efa 4x5
dimentsioko laukizuzena eraikiko dugu. Altuera
berdineko laukizuzenak eraikiko ditugu pausuz
pausu pieza berri bat gehitzen dugularik. Behin
pieza denak erabili direla 12x5 dimentsiotako

laukizuzena izango dugu.

w
|
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— 10 p= 11 = 12

Como ejemplo, se ofrece una solucién
comenzando con las fres piezas de la izquierda
anadiendo en cada paso las piezas sombreadas.

Adibide giza emaitza posible bat ematen do,
ezkerreko hiru piezefatik hasita efa pausu

bakoitzean ilundutako pieza gehitzen delarik.

4 5

o

3

I_’ljw

2

1" 12

]

‘L | ij

Serfa inferesante guardar un registro de las
combinaciones de piezas para formar los diferentes
recténgulos que van saliendo, desde las distintas
posibilidades de 3 piezas para el rectangulo 3 x 5
en adelante. De esfa forma se esté generando un
importante nimero de puzzles geométricos planos
[como los que aparecen en el “juego de los
pentominds”).

4
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Inferesgarria litzateke, 3 piezekin eta 3x5
laukizuzenetik hasita, pieza guztien konbinazioak
sorfufako laukizuzenen erregistro bat gordetzen
joatea. Era honetan puzzle geometriko lau ugari
sorizen gabiliza (“pentominoen jokoan” agerizen
diren bezalakoak.
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Actividad 2.4 — Deferminacién de las
dimensiones de los recténgulos.

El siguiente paso consiste en deferminar qué
posibles dimensiones debe fener un recténgulo que
pueda construirse con todas las piezas. Para ello
es necesario conocer fodas las factorizaciones del
nomero 60 en producto de dos nimeros.

la primera factorizacion, 60 = 2x30, es
imposible porque no todas las piezas pueden
ajustarse en un recténgulo de anchura igual a dos.

la segunda factorizaciéon, 60 = 3x20, conduce
a dos soluciones, una de las cuales se muestra en
la imagen.

El resto de formas posibles corresponde a los
recténgulos 4x15, 5x12 y 6x10, y en la imagen
siguiente se muestra una solucién para cada caso.

Como informacién adicional, se ha demostrado
que existen 2339 soluciones diferentes del
rectangulo 6x10 (encontradas en 1960 por Colin
Brian y Jennifer Haselgrove), 1010 soluciones del
rectangulo 5x12, 368 soluciones del recténgulo
4x15 y sélo dos soluciones del recténgulo 3x20.

BT
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2.4 jarduera - Laukizuzenen dimentsioak
finkatzea.

Hurrengo pausua pieza denekin eraiki daitekeen
laukizuzen baten dimentsioak finkatzean datza.
Horretarako 60 zenbakiaren bi faktoretako
fokforizazio posible denak ezagutu behar dira.

60ren lehenengo fakiorizazioa, 60 = 2x30,
ezinezkoa da pieza denak ezin direlako bi
zabalera duen laukizuzen batera sartu.

Bigarren fakiorizazioak, 60 = 3x20, bi
emaitzatara eramaten gaitu, horietako bat irudian
azaltzen delarik:

Tl 7

Beste forma posibleak, 4x15, 5x12 eta 6x10
laukizuzenei dagozkie. Ondoko irudian kasu
bakoitzerako emaitza agerizen da.

=l
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Aipatzekoa litzateke, 6x10 kasuko
laukizuzenerako 2339 emaitza ezberdin daudela
frogatu dela (1960an Colin Brianek efa Jennifer
Haselgroveek aurkituak). 15X12 dimentsioko
1010 emaitza ezagutzen dira eta 4x15
dimentsioko 368 emaitza aurki daitezke, eta 3x20
laukizuzenerako ordea bi soluzio bakarrik daude.
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Actividad 2.5 - Estudio de las simetrias.

Algunos de los posibles rectangulos que pueden
formarse con los pentacubos tienen formas
simétricas cuya observacion resulta inferesante. Por
ejemplo, la disposicién de la figura

Azalera eta bolumenen kalkulua
pentakubo planoak erabiliz

2.5 jarduera - Simetrien azterketa.

Pentakuboak erabiliz sortu daitezkeen laukizuzen
batzuk oso interesgarriak diren forma simetrikoak
dituzte. Adibidez, figuraren kokapenagatik

laukizuzenaren kontrako aldeetan

L

—

~

E

permite ver las simefrias que se forman en lados
opuestos del rectangulo (al considerar solamente
algunas de las lineas del puzzle), como se
observa en las figuras siguientes.

sorizen diren simefriak ikustea posible da
[puzzlearen lerro batzuk bakarrik kontuan hartuz),
ondoko irudietan ikus daitekeen bezala:

Un ejemplo inferesante lo constituye el de la
figura siguiente, pues se consfruye un rectangulo
de dimensiones 6x10 a partir de dos rectangulos
de dimensiones Ox5. Esto permite construir un
paralelepipedo de dimensiones 2x5x6 colocando
una mitad sobre la ofra.

Ondoko adibidea oso inferesgarria da, 6x10
dimentsioko laukizuzen bat &x5 dimentsioko bi
laukizuzenetatik sortzen baita. Honela 2x5x6
dimentsioko paralelepipedo bat eraikitzea
baimenizen gaitu zafi erdi bakoitza bata besfearen
gainean kokatuz.

o

12 @
ﬂ 5x6x2

Otro ejemplo de disposiciones siméfricas es el
que se muestra en la figura adjunta, o partir de un
cuadrado 8x8 con un hueco cuadrado en el
cenfro.

Erdian hutsune karratu bat duen 8x8 dimentsioko
karratu batetfik hasita kokapen simetrikoaren besfe

adibide bat daukagu.

=]
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Como actividad complementaria, se pueden
buscar simetrias en las soluciones que se hayan
obtenido en la actividad 2.4.

16

Jarduera gehigarri bezala 2.4 jardueran
lortutako emaitzetan simetriak bilatzea proposatzen

da.
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Actividad 2.6 — Cdlculo de volimenes.

Debido a que las piezas del LiveCube son
fridimensionales, se pueden plantear problemas de
consfruccion de figuras en el espacio y de célculo
de volimenes. Un problema inicial consiste en
averiguar cudl es la caja de menor volumen que
puede contener dos pentacubos. La esfrategia
adecuada consiste en uilizar los resuliados de la
actividad 2.1 para llegar a la solucién indicada
en la figura. Debido a que el volumen de la caja
es 2x2x3 = 12, cualquier solucién dejard dos
huecos en la caja.

BBK-matikak programarentzako egina

2.6 jarduera — Bolumenen kalkulua.

LiveCubeko piezak tridimentsionalak direnez,
figurak espazioan eraikitzeko problemak eta
bolumenaren kalkuluaren inguruko problemak
plantea daitezke. Hasierako problema bat
honakoa litzateke: zein bolumen izan behar du bi
pentakubo barruan sartzen diren kuixa ixikienake
Emaitzara helizeko biderik egokiena 2.1
jarduerako emaitza erabilizea litzateke, honela
beheko irudian agertzen dena lortuko delarik.
Azterizen ari garen kutxaren bolumena 2x2x3 =
12 denez edozein soluziok bi hutsune libre utziko
ditu kutxan.

Se propone ahora la construccion de una caja
de dimensiones 2x2x4 recortando la figura
adjunta, doblando por las lineas discontinuas y
pegando la lengiefa. Se plantea ahora la tarea
de determinar los pentacubos que pueden entrar
en dicha caja. Es facil deducir que sélo cabran
las piezas correspondientes a los grupos 2 v 3.

Jarraian 2x2x4 dimentsioko kutxa eraikitzea
proposatzen da, horrefarako beheko irudia moztu,
lerro efena folestu efa mingaina pegatu behar da.
Orain, kutxa honetan sartuko diren pentakuboak
aztertzeari ekingo diogu. Sartuko diren piezak 2
eta 3 taldeei dagozkienak direla ikustea ia
berehalakoa da.

-

e

Con la informacién anterior, se plantea el
problema de llenar dicha caja. Ahora bien, como
el volumen de la caja es 2x2x4=16 y cada pieza
tiene volumen igual a 5, hardn falta tres
pentacubos (siempre de los grupos citados) y
quedard un hueco de una unidad. Se muestran en
la figura adjunta algunas soluciones.

Aurreko informazioarekin, orain kutxa beteko
dugu. Kutxaren bolumena 2x2x4 = 16 unitatekoa
denez, efa pieza bakoitzak 5 unitateko bolumena
duenez, hiru dira beharko ditugun pentakuboak
(beti ere atzerago aipatutako taldeetakoak), efa
hutsune bat geratuko da soberan. Ondoko irudian
emaitza posible batzuk agerizen dira:
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Una actividad similar puede realizarse con una
caja de famario 3x3x3, que puede construirse con

el modelo de la figura.

Azalera eta bolumenen kalkulua
pentakubo planoak erabiliz

Jarduera antzekoa 3x3x3 tamainako kaxa
batekin egin daiteke. Horretarako irudian agertzen

den modeloa erabil daiteke:

R B

En primer lugar, debe deferminarse qué piezas
cabrén en dicha caja. Lo solucién también es
sencilla: sélo los penfacubos de los grupos 2 vy 4
enfran en dicha caja. A confinuacién, se buscara
llenar la caja con el mayor nimero de
pentacubos. Como la caja tiene volumen 3x3x3 =
27, se podrén utilizar cinco piezas y sobrarén dos
huecos. Algunas soluciones vienen ilusiradas en la
figura siguienfe. También pueden buscarse
soluciones donde los huecos queden en lugares
prefijados.

lehenengo efa behin kutxa honetan zer pieza
mota sartuko diren ikusi behar dugu. Kasu honefan
ere 2 efa 4 taldeko pentakuboak bakarrik sar
daitezke. Jarraian ahalik efo pentakubo gehien
erabilita kutxa betetzen ahaleginduko gara. Gure
kutxaren bolumena 3x3x3 = 27 denez, bost pieza
erabil daitezke eta bi hutsune soberan geratuko
dira. Emaitza posible batzuk beheko irudian
datoz. Hutsuneak aurretik finkatutako leku batean
geratzen diren soluzioak ere aurki daitezke.

Otras actividades similares pueden realizarse
utilizando cajas con dimensiones diferentes a las
aqui desarrolladas, incluso aquellas donde alguna
pieza sobresalga de la caja. Por ejemplo, una
caja de dimensiones 2x3x4 se ocupard con cinco
pentacubos pero tendré un saliente de una unidad
en diferentes posiciones, como se muesfra en la
figura.

Jarduera honetan erabilitako dimentsiodun kutxak
erabili beharrean, beste dimentsio batzuetako
kutxekin antzeko jorduerak egin daitezke. Beste
aukera bat piezaren bat kutxatik kanpo geratzen
deneko da. Adibidez, 2x3x4 dimentsioko kutxa
bost pentakuborekin bete daiteke, baina unitate
bateko kubo irten bat izango du leku ezberdinetan
koka daitekeena. Hona hemen irudi bat hau

azaltzen duena:
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Actividad 2.7 — Construccién de poliedros.

El problema que se plantea a continuacién es la
determinacién de las posibles dimensiones de una
caja que confenga a fodos los pentacubos. Para
ello es necesario saber las posibles factorizaciones
del nimero 60 como producto de fres nimeros y
fratar de construir los paralelepipedos posibles con
los 12 pentacubos.

Como 60 = 2x2x3x5, la primera factorizacién,
60 = 2x2x15, no puede consruirse porque, como
se ha indicado, no todas las piezas pueden
encajarse en un cuadrado de famario 2x2.

El resto de facforizaciones tiene solucién en el
conjunto de pentacubos, como muestra la figura
siguiente.

BBK-matikak programarentzako egina

2.7 jarduera - Poliedroen eraikuntza.

Ondorengo problema pentakubo denak barruan
dituen kutxa baten dimentsioa kalkulotzea da.
Horretarako 60 zenbakia hiru faktoretan
foktorizatzeko era guztiak ezagutu behar dira, eta
12 pentakuboak erabiliz eraiki daitezkeen
paralelepipedoak eraikitzen saiatu.

60 = 2x2x3x5 denez, 60 = 2x2x15
fokforizazioa ezin da egin, esan dugun bezala
2x2 itxurako karratuan ezin direlako pentakubo
denak sartu.

Jarraian agerizen den irudian beste fakiorizazio
posible guztietarako emaitzak existitzen direla

ikusten da:

mim
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Como informacién adicional, se sabe que hay
12 soluciones del paralelepipedo de dimensiones
2x3x10, 256 soluciones del de dimensiones
2x5x6 y 3940 soluciones del de 3x4x5. Pueden
encontrarse todas las soluciones en la pagina web
hitp:// puzzler.sourceforge..net/docs/solid-
pentominoes. himl.

2x3x10 dimentsioko paralelepipedorako 12
emaifza posible exisfitzen direla dakigu, 2x5x6
itxurako paralelepipedoaren kasuan 256 dira
emaitza posibleak efa 3x4x5 dimentsioko 3940
paralelepipedo daude. Emaitza guzti hauek
http:/ / puzzler.sourceforge.net/docs/solid-
pentominoes.himl web orrian aurki daitezke.
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Actividad 2.8 — Contar los cubos.

Una actividad interesante si se ajusta bien a las
diferentes edades de las personas que participen
serfa el juego de “contar los cubos”, que consisfe
en que se van mosfrando blogues de cubos de
diferentes formas y hay que decir cudntos cubos
hay en el blogue. Puede realizarse como una
actividad colecfiva o de competicién entre
equipos. Algunos ejemplos se muestran en la
imagen siguiente.

20

Azalera eta bolumenen kalkulua
pentakubo planoak erabiliz

2.8 jarduera - Kuboak zenbatzea.

Jarduera benetan interesgarria "kuboak
zenbatzea” litzateke, befi ere parte harizen duten
pertsonen adinera ongi egokitu ezkero. Jarduera
honetan forma ezberdineko kubo-blokeak
erakutsiko dira eta zenbat kubo dauden esan
behar da. Taldekako jarduera bezala egin daiteke
edo baita lehiaketa bezala ere. Ondoko irudian
zenbait adibide agertzen dira:




3. Puzzles de construccién con policubos tridimensionales
3. Eraikuntza puzzleak polikubo tridimentsinalak erabiliz

Actividades similares a las de la
seccion anterior pueden plantearse con
policubos de diferentes tamarios. Nos
cenfraremos aqui en la consfruccion de
cubos de dimensiones 3x3x3,
utilizando 27 piezas de LiveCube
unidas de diversas formas.

Muchos cubos de tamafio 3x3x3
pueden construirse con las piezas de
LiveCube. las actividades propuestas
en esta seccién consistirdn en la
construccién de algunos de los cubos
mds populares, con dificultad variable.
Para ello, cada participante dispondrd
de un conjunfo de 27 piezas de

LiveCube.

Para un estudio més exhaustivo de las
posibilidades que ofrecen los policubos
en la construccién de cubos puede
consultarse la pégina web

http:/ /www.asahinet.or.jp/ ~rh5k-
isn/Puzzle /CubePuzzles/ 3x3x3 . html

Aurreko afalaren antzeko jarduerak
famaina ezberdineko polikuboekin ere
plantea daitezke. Era ezberdinetan
elkarturik dauden LiveCubeko 27 pieza
erabiliz, 3x3x3 dimentsioko kuboen
eraikuntza izango da azfergai afal
honetan.

liveCubeko piezekin 3x3x3
tamainako kubo asko eraiki daitezke.
Atal honetan planteatutako jarduerak
zailtasun ezberdineko kubo ezagunenak
eraikitzen arituko gara. Horretarako
parte hartzaile bakoitzak LiveCubeko
27 pieza izango ditu.

Kuboen eraikuntzan, polikuboek
eskaintzen dituzten aukeren azterketa
zehatzago baterako

http:/ /www.asahinet.or.jp/ ~rh5k-
isn/Puzzle /CubePuzzles/ 3x3x3 .html

web orria oso erabilgarria da.



3. Puzzles de construccion
con policubos tridimensionales

Actividad 3.1 = Cubo Soma.

El més conocido puzzle de construccion de un
cubo es llamado cubo Soma, inventado por Piet
Hein alrededor de 1936 durante una conferencia
del fisico Heisenberg. El nombre fue sugerido por
el término soma aplicado a la droga perfecta por
Aldous Huxley en su novela “Un mundo feliz".

Hein comprobé que todos los policubos
imegulares formados por cuafro o menos cubos
sumaban un total de 27 cubos, y podian unirse en
un cubo mayor con fres cubos de arisfa.
Posteriormente, el matematico John Conway
comprobé que habia 240 formas disfintas de
construir el cubo de 3x3x3 con dichas piezas.

3. Eraikuntza puzzleak
polikubo tridimentsinalak erabiliz

3.1 jarduera — Soma kuboa.

Kubo bat eraikitzeko puzzle ezagunena,
193bean Piet Heinek Heisenberg fisikariaren
hitzaldi batean sortutako, Soma kuboa da. Izena
Aldous Huxley idazleak “Un mundo feliz" liburuan
droga perfekturako erabiltzen zuen terminofik
dafor.

Hein lau kuboz edo gutxiagoz osatutako
polikubo irregular guztiak, ertzak hiru kuboren
luzera zuen kubo handiago batean, elkar
zitezkeela konturatu zen. Geroago, John Conway
matematikaria pieza horiek erabiliz 3x3x3
tamainako kuboa eraikitzeko 240 era ezberdin
zeudela konturatu zen.
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Una actividad interesante para el aula, en
relacion a la resolucion del Cubo Soma (pero
fambién de los diferentes puzzles geométricos de
esta guio), seria que los estudiontes, O personas
inferesadas en esfe puzzle, disefiaran diferenfes
nofaciones para expresar o describir las
soluciones, discutiendo entre ellos las diferentes
posibilidades. De esfa forma podrian realizar un
lislado de las disfintas soluciones que van
obfeniendo. Como sugerencia, se pueden numerar
las piezas y dar las soluciones por capas
(correspondientes a las diferentes alturas del cubo,
indicando el nimero de la pieza que va en cada
posicion.

Para hacer mas inferesante el problema, se
pueden construir las piezas usando dos colores,
como se muestra en la siguiente figura. Se plantea
ahora el problema de consfruir un cubo 3x3x3
donde los colores queden alfernados.

Soma kuboarekin, zein gida honetan agertzen
den beste edozein puzzle geometrikorekin
zerikusia duen jarduera interesgarria emaitzak
idazteko eta adierazieko notazio ezberdinak
sortzea litzateke. Honela ikasleek lortzen dituzten
emaitza ezberdinen zerrenda bat sor dezakete.
Iradokizun bezala, piezak zenbakitu daitezke efa
emaitzak kapa [kuboaren aliuera ezberdinei
dagokiena) bakoitzeko eman, leku bakoitzean

doan piezaren zenbakia adieraziz.

Problema oraindik interesgarriagoa egiteko,
ondoko irudian agertzen den bezalo, piezak bi
kolore erabilita eraiki daitezke. Orain, pieza
hauekin, koloreak tartekatuak dituen 3x3x3
dimentsioko kuboa eraikitzea proposatzen da.

e &

El hecho de fener 240 soluciones posibles lo
convierte en uno de los mas sencillos. Pero

22

240 emaitza posible izateak, mota honetako
kubo errazena bihurtzen du. Baina, 3x3x3
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ademas del cubo 3x3x3, se han popularizado
muchas ofras consirucciones posibles con las
piezas de este puzzle. En la pégina

hitp:/ /www.fam-
bundgaard.dk/SOMA/FIGURES /FIGURES.HTM
se encuentra una de las mayores colecciones
disponibles. Algunas de estas figuras se muestran
a continuacién. En cualquier caso, una actividad
creativa muy interesante consiste en fratar de
disefiar consfrucciones que imiten a animales u
objetos.

BBK-matikak programarentzako egina

dimentsioko kuboaz aparte, puzzle honen piezekin
beste eraikuntza ospetsu ugari ere badaude.
http:/ /www.fam-bundgaard.dk/SOMA/
FIGURES/FIGURES . HTM web orrian ezagutzen
den bilduma handiena aurki daiteke. Zenbait
figura jorraian agertzen dira. Puzzle pieza hauekin
lan egiteko jarduera oso inferesgarria animalien
edo obijekiuen itxura duten figurak diseinatzean
dafza.
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Al ser el mas popular de los puzzles de
construccion de cubos, se ha utilizado también en
psicologia, en educacién fisica, en disefio, efc.
También es 0fil para infroducir conceptos de
geomefria del espacio, especialmente en femas
de orienfacion espacial. Al igual que ofros juegos,
la utilizacion infeligente del cubo Soma permite
relacionar de manera lidica la manipulacion
concreta de materiales con la formacién y
consolidacion de ideas abstractas.

Eraikuniza-puzzle benetan ezaguna da; hau
dela efa psikologian, heziketa fisikoan,diseinuan,
eta beste arlo askotan erabili izan dira pieza
hauek. Oso erabilgarriak dira ere, geometria
espazialeko kontzeptuak azalizeko, gehienbat
orientazio espazialaren inguruko gaiefan. Besfe
joko asko bezala, Soma kuboaren erabilera argiak
eta joko bidezko materialen manipulazio zehatzak
heziketa efa ideia abstrakiuen finkatzea bideratzen

du.
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3. Puzzles de construccion
con policubos tridimensionales

Actividad 3.2 - Cubo diabdlico.

Uno de los modelos mas antiguos aparece en el
libro “Puzzles Old and New" del profesor
Hoffmann (Angelo lewis), publicado en 1893.
Recibe el nombre de cubo diabdlico a pesar de
fratarse de uno de los mdés faciles de resolver pues
fiene 13 soluciones diferentes. Esté formado por
las seis piezas de la figura adjunta y fiene lo
particularidad de que todas las piezas son planas

y estan formadas por un nimero crecienfe de
cubos individuales: 2+3+4+5+6+7 = 27.

3. Eraikuntza puzzleak
/
polikubo tridimentsinalak erabiliz

3.2 jarduera - Deabruaren kuboa.

Ezagutzen den kubo modelo zaharrenetakoa
Hoffmann (Angelo Lewis| irakaslearen "Puzzles Old
and New" [1893) liburuan agerizen da.
Deabruaren kuboa bezala ezagutzen den arren
ebazieko errazenetakoa da 13 baitira existitzen
diren emaitza posibleak. Beheko sei piezekin
osatua dago; pieza denak lauak izatearen efa
kubo kopuru ezberdinez, 2+3+4+5+6+7 = 27,
osatuak izatearen berezitasunak dituzte..

2 3 4

6 7

Actividad 3.3 — Cubo Mikusinski.

No tan conocido como el cubo Soma es el
llamado cubo de Mikusinski, debido a que su
creador fue el matemético polaco J.G. Mikusinski.
Fue dado a conocer por Hugo Steinhaus en el
libro “Mathematical Snapshots”. Las piezas son las
que se indican en la figura adjunta (27 =
4+4+4+5+5+5) y sélo tiene dos soluciones.

3.3 jarduera - Mikusinski Kuboa.

Soma kuboa bezain ezaguna ez izan arren
Mikusinski kuboa ere existitzen da, kubo honen
sorrera J. G. Mikusinski matematikari poloniarrari
egokitzen zaio efa Hugo Steinhausek
"Mathematical Snapshots” liburuan jakitera eman
zuen. Piezak beheko irudian agerizen direnak dira
(27 = 4+4+4+5+5+5), efa bi emaitza posible
bakarrik ditu.

Actividad 3.4 - Cubo de la media hora.

Uno de los mas dificiles cubos 3x3x3 tiene
solucién Gnica y se consfruye con las seis piezas
que se muestran a continuacion.

3.4 jarduera - Ordu erdiko kuboa.

3x3x3 tamainako kubo honek (dagoen
zailenetakoa) emaitza bakarra dauka eta jarraian

azalizen diren sei piezekin eraikitzen da:
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Actividad 3.5 - Pentacubo ajedrezado.

Es sabido que hay 12 pentacubos planos y 17
que no lo son. Se puede observar fambién que
hay 12 que tienen un eje de simefria y 17 que no
lo tienen. Incluso, hay 12 que ni son planos ni
fienen un eje de simefria. Si se eliminan
arbitrariamente los dos de ellos que entran en una
caja de famafio 2x2x2, quedan las 10 piezas de
la imagen.

BBK-matikak programarentzako egina

3.5 jarduera - Pentakubo ajedreztatua.

lehenago aipatu dugu 12 direla pentakubo
lauak efa 17 lauak ez direnak. Bestalde, 12 dira
simetria ardatzak dituztenak eta 17k berriz ez
dituztenak. Fta badaude gainera 12 ez direnak
lauak eta simetria ardatzik ez dituztenck ere.
2x2x2 tamainako kutxa batean sartzen direnak
alde batera uzfen baditugu, irudian agertzen diren
10 piezak izango ditugu:

Con esfas piezas se puede hacer una caja de
tamafio 5x5x2 de 19264 formas diferentes, de
modo que no es dificil encontrar una de ellas. Se
puede hacer mas inferesante si se allernan los
colores en cada pieza formando un ajedrezado
[como en la figura siguiente). Esto se puede hacer
de dos maneras: de forma aleatoria, se construyen
las piezas y se intenta formar la caja. Hay 512
maneras diferenfes de construir las piezas de
forma ajedrezada de las cuales 510 tienen
multiples soluciones, una fiene solucién Onica y una
no fiene solucién. La ofra posibilidad es armar el
puzzle con un solo color y después realizar el
ajedrezado de cada pieza.

Pieza hauekin 5x5x2 tamainako kutxa bat eraiki
daiteke 19264 modu ezberdinetan, beraz,
hauetako bat aurkitzea ez da oso zaila izan
behar. Pieza bakoitzaren koloreak fartekatzen
baditugu (irudian bezala) askoz ere
inferesgarriagoa bilakatzen da problema. Bi
eratara egin daiteke hau. lehenengorako piezak
ausazko eran eraiki eta kutxa eraikitzen
chaleginduz. 512 modu ezberdinetan koka
daitezke piezak; hauefatik 510ek soluzio anitz
dituzte, batek bide bakarra du eta beste batek ez
du soluziorik. Bigarren aukera kolore bakarreko
puzzlea eraikitzea litzateke efa behin puzzlea
daukagulo pieza bakoitzaren koloreztatzea egitea.
Bigarren bide hau oso erreza da.




3. Puzzles de construccion 3. Eraikuntza puzzleak

con policubos tridimensionales polikubo tridimentsinalak erabiliz
Actividad 3.6 — Cubo con bucle. 3.6 jarduera - Bukledun kuboa.
Utilizando piezas de LiveCube con dos colores, LiveCubeko bi koloredun piezak erabiliz,
se pueden construir los siguientes policubos ondoko polikuboak eraiki daitezke:
1 2 3 4 5 6
y formar un cubo 3x3x3 con los colores dispuestos eta 3x3x3 famainako kubo bat sortu non koloreak
como se indica en la imagen. irudian agertzen diren bezala agertzen diren:
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4. Demostraciones visuales.
4. Frogapen ikusgarriak.

los cubos del LiveCube se pueden
utilizar también para mostrar a los
estudiantes demostraciones visuales de
algunas sencillas ecuaciones
aritméficas, es decir, figuras o
diagramas que ayudan a entender
porqué una determinada ecuacion o
verdad matemdtica es verdadera.

LiveCubeko kuboak ikasleei ekuazio
aritmetiko errazen frogapen ikusgarriak
erakusteko baliogarriak dira ere.
Frogapen ikusgarri hitzarekin ekuazio
aritmetiko bat edo egio matematiko bat
ulertzeko erabilgarria den diagrama
edo figurak esan nahi dugu, hau da,
irudien bitartez ikus daitezkeen
frogapenak.



4. Demostraciones visuales.

Actividad 4.1 - Sumas de nimeros naturales
consecutivos.

El objefivo es construir, por efapas, una figura
con los cubos que se convierfa en una
demostracion visual de la férmula para la suma de

los n primeros nimeros naturales,

12+ 4n

4. Frogapen ikusgarriak.

4.1 jarduera — Ondoz ondoko zenbaki

arrunten batura.

Kasu honetan helburua lehen n zenbaki arrunten
baturaren formula

1
= =l 1)
.

y que se familiaricen con la misma. Esta actividad
se puede completar con la hisforia de como
demostrd la formula cuando era un nifo, el
matematico Karl F. Gauss. Esta demostracion ya
era conocida por los griegos.

Se necesitaran 30 6 42 piezas del liveCube, a
ser posible la mitad de cada color. La
demostracion hay que ir construyéndola por
etapas, desde n=2 (n=1 es trivial] hosta n=5 (6
n=6, dependiendo del nimero de piezas). Como
se observa en la imagen, primero se consfruyen
dos zonas “riangulares”, una de cada color,
uniendo 1 cubo, mdés 2 cubos, mas 3 cubos, asi
hasta n cubos (6 en el caso de la imagen), es
decir, el nimero de cubos de cada zona triangular
es 1+2+3+...4+n. A continuacion, se junfan ambas
zonas formando un recténgulo de ny n+1 cubos
en cada lado, es decir, con n{n+1) cubos en total.
Ast se obtiene fécilmente la férmula descrita.
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frogatuko duen irudia pausuz pausu eraikitzea
da. Jarduera hau Karl F. Gauss matematikariak,
ume zenean problema hau ebazieko egin zuen
bidearen isforioa konfatuz osa daiteke. Grekoek

garaian frogapen hau ezaguna zen.

LiveCubeko 30 edo 42 pieza behar dira, ahal
den heinean kopuruaren erdia kolore batekoa.
Frogapena zatika egin behar da, n=2fik
[n="Terako berehalakoa da) n=>5arte (edo pieza
kopuruaren arabera n=6rarte). Irudian ikus
daitekeen bezala, lehenengo eta behin “triangelu”
itxurako bi gune eraikitzen dira, kubo 1, 2 kubo, 3
kubo,... n kubo elkartuz (6 irudiaren kasurako):
hau da, triangelu itxurako gune bakoitzeko kubo
kopurua 1+2+3+...n da. Jarraian bi guneak
elkartzen dira n efa n+1 aldeko laukizuzena
lortzen da, hau da, nln+1) kuboz osatutako
laukizuzena. Honela goian agerizen den

formularen bigarren atala lortzen da.
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Actividad 4.2 — Sumas de nimeros impares
consecutivos.

Para esta actividad se necesitan 25 (10+15), 6
36 (21+15), cubos de LiveCube, de dos colores
a ser posible. Al igual que en la actividad anferior
se ird construyendo la figura [véase la imagen)
que nos muestra esta demostracion visual para
todas las efapas, desde n=1 hasfa n=5 (6 n=6,
dependiendo del nimero de cubos), de la férmula
para la suma de nimeros impares consecutivos:

T+3+5+ ...

BBK-matikak programarentzako egina

4.2 jarduera — Ondoz ondoko zenbaki
bakoitien batura.

Jarduera honetarako 25 (10+15) edo 36
[21+15) LiveCubeko kubo behar dira, ahal izan
ezkero bi koloretakoak. Aurreko jardueran bezala
n=1 pausutik n=5 pausura [edo n=6ra, kubo
kopuruaren araberal figura eraikitzen (irudian ikusi)
joango gara, ondoz ondoko zenbaki bakoitien

baturaren formula lortzeko:

+(2n—-1)=n?

Segin Roger G. Nelsen, esta demostracion se
debe a Nicémaco de Gerasa (hacia el afio 100),
autor del famoso libro “Infroduccion a la
Aritmética”.

Actividad 4.3 — Sumas de nimeros impares
consecutivos |l.

La formula anterior de la suma de los nomeros
impares consecutivos, se puede demostrar
visualmente de ofra manera. Para entender la
nueva prueba hay que construir el esquema que
aparece en la imagen (con 36 cubitos, la mitad
de cada color). Es facil ahora deducir la férmula

Roger G. Nelsenen arabera, frogapen hau
Gerasako Nikomakorena da (K.O. 100 urte
ingurukoal), Nikomako “Aritmetikarako sarrera”
liburu famatuaren idazlea da ere.

4.3 jarduera — Ondoz ondoko zenbaki
bakoitien batura |.

Ondoz ondoko zenbaki bakoitien baturaren
aurreko formula, modu ikusgarriago batean frogo
daiteke. Froga berri hau aurrera eramateko irudian
agerizen den irudia eraiki behar da (36 kuborekin,
erdia kolore bakoitzean). Behin figura daukagula
formula lortzea ia berehalakoa da:

143+5+...+2n- 1) =i(2n)2 =n’
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4. Demostraciones visuales.

Actividad 4.4 — Suma de nimeros cuadrados
consecutivos.

En las actividades anteriores se realizan figuras
planas, pero fambién podemos desarrollar
demostraciones visuales con figuras
fridimensionales para demostrar férmulas
aritméticas, como por ejemplo lo ecuacion de la
suma de los cuadrados de nimeros naturales

consecutivos:

#2334k n =

4. Frogapen ikusgarriak.

4.4 jarduera — Ondoz ondoko zenbaki arrunten
karratuen batura.

Aurreko jardueretan figura lauak eraiki ditugy,
baina figura tridimentsionalak erabil ditzakegu
frogapen ikusgarrien bitartez formula aritmetikoak
frogatzeko. Adibide bezala ondoz ondoko
zenbaki arrunfen karratuen baturaren formula

aztertuko dugu:

1 / |
1.I:lirr+]][-n+ 1]

la demostracion sin palabras més clasica de
esta igualdad, que se encuentra en el libro de
Nelsen, consiste en la realizacion de tres figuras
de tipo piramidal iguales como las que se
muestran en la imagen, con un cubo arriba,
seguido de 4 cubos en la siguiente fila, @ cubos
en la fercera, asi hasta n? cubos en la Gltima
(n=3, si disponemos de 27 cubos, & n=4 si
disponemos de 64 cubos, que seria lo adecuado,
y ademds seria mejor que fueran un fercio de
cada color). Asi cada una de las tres figuras
piromidales posee 1% + 2% + ... + n? cubos.
Entonces con las tres figuras se inftenta formar una
"caja”, tal que la base es un recténgulo con n'y
n+1 cubos en la base y altura n, lo que hace un
fofal de n? n + 1) cubos. Pero ojo, se nos habia
olvidado contar los que quedan sueltos arriba, que
son precisamente 1+2+3+...+n. Por lo fanfo,
utilizando la férmula de la Actividad 4.1, se
concluye nuesfra férmula:

- 1

1P 42743

Berdintza honen hitzik gabeko frogapen
klasikoena, Nelsenen liburuan datorrena da.
Irudian agertzen diren piramide itxurako figurak
eraikitzean datza. lehenengo lerroan edo goian
kubo bat, ondorengo lerroan 4 kubo, 9 kubo
ondorengoan, efa horrela n? kubo izan arfe
azken lerroan (n=3, 27 kubo baldin baditugu
edo n=4, 64 kubo baditugu, gainera
gomendagarria da kubo kopuru totalaren herena
kolore batekoa izatea). Honela figura piramidal
bakoitzak 1% + 22 + ... + n? kubo ditu. Orduan
hiru figura hauekin “kutxa” bat eraikitzen
ahaleginduko gara, non oinarria n(n+1] itxurako
laukizuzena delarik efa altvera n delarik; guztira n?
(n+1) kubo ditugu. Baina kontuz, goian solte
geratzen direnak kontatzea ahaztu zaigu, gure
kasuan 142+3+...+n direlarik. Beraz, 4.1
jarduerako formula erabilita ondoko formula lortzen
dugu:

. . | |
ok Jmn(nel)s _I:I.uli.u+ l}-rri:r+|:||lrr+ l]
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En el libro de R. B. Nelsen se ofrece una R. B. Nelsen-en liburuan azken atal hau baino
alternativa més visual a la tltima parte, que es la ikusgarriagoa den ondoko irudia aurki dezakegu.

de la siguiente imagen.

n+1/2

Actividad 4.5 — Suma de nimeros cuadrados 4.5 jarduera — Ondoz ondoko zenbaki
consecutivos . karratuen batura .

Existe una nueva demosfracion visual de la Student aldizkarion 1999an N. Wermuthek efa
anterior igualdad publicada en la revista Student H. J. Schuhek argitaratutako artikulu batean
en 1999 por N. Wermuth y HJ. Schuh. Se frata aurreko berdintzaren frogapen ikusgarri berri bat
de una demostracién muy inferesante v afractiva, daukagu. Frogapen oso interesgarria efa
aunque se necesitan muchos cubos (84 cubos erakargarria da, baina kubo asko behar dira (84
para el caso n=3). Se empieza creando fres kubo n=3 kasurako). 17 + 2%+ ~+n? kubo dituen hiru
figuras disfintas con 17+ 2%+ “+n”cubos: figura ezberdin eraikiz hasten da:

A continuacién se juntan las fres piezas, como Jarraian irudian azalizen den bezela, hiru piezak
se indica en la imagen, y luego se vuelve a elkarizen dira, efa eraikuniza bera egiten da berriz
realizar de nuevo la misma construccién, para ere. Amaitzeko bi zatiak elkartuko ditugu
acabar juntando las dos partes (que por fanto [ondorioz, 17+ 2°+ +n”kubo ditugu) alde
fendran 6 (124 2%+ ~+n? cubos) y creando una bakoitzean n, n+1 eta (2n+1) kubo dituen kutxa
caja con lados de n, n+1y (2n+1) cubos. bat sortuz.




5. Actividades de creatividad.
5. Sormena lantzeko jarduerak.

Haosta ahora hemos elaborado
puzzles de construccion de figuras
geométricas pero las piezas del
LiveCube también son apropiadas para
fomentar la creatividad. Se proponen
en esta actividad la elaboracion de
algunas piezas figurativas y se anima a
idear ofras figuras originales con los
cubos proporcionados.

En todos los casos se muestran las
piezas que deben construirse para
formar la correspondiente imagen.
Constituye un ejercicio de habilidad
unir adecuadamente las piezas para
conseguir la figura del animal.

Orain arte figura geometrikodun
eraikuntza puzzleak egin ditugu, baina
LiveCubeko piezak sormena bulizatzeko
egokiak dira ere. Jarduera honetan
pieza figuratiboak eraikitzea
proposatzen da efa emandako piezekin
beste figura original gehiago sortzera
animatzen da.

Kasu guztietan lortu nahi den figura
lortzeko eraiki behar diren piezak
erakusten dira. Animali itxurako figurak
lortzeko piezak behar bezala elkartzea
frebefasun ariketa inferesgarria da.
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5.1 — Mono. 5.1 = Tximua.

5.2 - Carnero. 5.2 - Aharia.
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5.3 - Velociraptor. 5.3 - Beloziraptorea.

s i""" 7
SeoS Sy




5. Actividades de creatividad. 5. Sormena lantzeko jarduerak.

5.4 — Caiman. 5.4 - Kaimana.

5.5 - Toro. 5.1 = Zezena.
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5.6 — Elefante. 5.5 - Elefantea.

5.7 - Perro. 5.7 = Txakurra.
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5.8 — Avestruz. 5.8 — Ostruka.
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Estos modelos constituyen una pequefia muestra Modelo hauek LiveCubeko piezekin egin

de las posibilidades que ofrecen las piezas de daitezkeen aukera posible batzuk dira. Pazientzia

LiveCube. Con imaginacion y paciencia se eta irudimenarekin ondoko eguberrizuhaitza

pueden crear figuras originales como el arbol de bezalako figura originalak lor daitezke.
Navidad de la siguiente figura.
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