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PREAMBULO: EN RECUERDO DEL TOPOLOGO L. E. J. BROUWER

Hace cien afios que L. E. J. Brouwer (1881-1966) publicé su segundo articulo
sobre el concepto de dimension [5], con el que puso fin a una serie de publicaciones,
en el periodo 1907-13, que sentaron las bases de la topologia a partir de la revisiéon
critica de la meritoria pero imprecisa obra de A. M. Schonflies (1853-1928). Cuando
Brouwer defendi6 en 1907 su tesis doctoral «Sobre los fundamentos de las matemé-
ticas», su director de tesis D. J. Korteweg (1848-1941) le hizo notar que sus ideas
sobre el intuicionismo chocaban con las imperantes en su tiempo y que, para poder
ser respetado e influyente en ese campo de los fundamentos de las matemaéticas,
primero tendria que ganarse un prestigio como matematico ortodoxo. Asi lo intentd
durante los afios dedicados a poner las bases rigurosas de la topologia: teorema de
la curva de Jordan, teoremas de punto fijo, grado de una aplicacién, invarianza de
la dimension, etc. No estd claro que por entonces la topologia fuera ya un predio
matematico consolidado, pero a Brouwer le tuvo que parecer suficiente el esfuer-
zo realizado para ganarse el reconocimiento, porque a partir de 1913 se dedic6 a
desarrollar las mateméaticas constructivas desde el punto de vista del intuicionismo®.

Fuera o no consciente Brouwer de ello, su obra en estos primeros afios profesio-
nales fue crucial para la recepcién de la topologia por la comunidad matematica del
siglo XX. La topologia se fue gestando y haciendo un lugar entre las especialidades
matematicas a través de dos corrientes. La méas antigua, geométrica y combinatoria,
que discurre de modo intermitente desde la férmula de los poliedros de Euler hasta

1Véanse [7, 28, 29]. En otro momento habra que recordar al intuicionista Brouwer.
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Figura 1: Brouwer en un sello y una cubierta de libro.

el «Analysis situs» [35] publicado en 1895 por Henri Poincaré (1854-1912)2, estuvo
vinculada a la extensién de la nociéon de poliedro y a la clasificacién de superficies,
con la caracteristica de Euler como invariante. La otra, mas reciente, se inicia al es-
tudiar Georg Cantor (1845-1918) los conjuntos lineales de puntos que son relevantes
en el andlisis matematico®. Ambas lineas de desarrollo se encontraron en la obra de
Brouwer.

En el reconocimiento de la topologia como especialidad mateméatica propia tuvo
un papel determinante la obra de Poincaré y su recepcién por parte de la comunidad
matematica. Usamos el término «recepciény» en el sentido de J. McCleary en [33],
quien explica cémo el trabajo topoldgico realizado por Poincaré fue procesado por sus
lectores, facilitando que resultara atractivo para un nimero creciente de matematicos
por tratar cuestiones que eran importantes para el andlisis matematico en general. El
primer articulo panoramico que difundié ampliamente la obra topoldgica de Poincaré
fue el de Max Dehn (1878-1952) y Poul Heegaard (1871-1948) en la Enciclopedia
Teubner [8], publicado en 1907. Pero, segin McCleary, la aceptacién y la magnitud
del desarrollo posterior de la topologia estuvo relacionada con el trabajo de Brouwer,
que tuvo un profundo impacto:

Su éxito al responder a cuestiones importantes para las preocupaciones
principales de la mayor parte de la comunidad mateméatica de su tiempo
(tales como la invarianza de la dimensién) fue decisivo para la recepcién
de la topologia durante las primeras décadas de este siglo. Ademas, su
éxito en todas las areas de la topologia, y su percepcién y ampliacién del
tema ayudaron a legitimar el espectro completo de la investigacion en el

2Estuvo precedido por un breve articulo-anuncio en 1892 y tuvo otros cinco complementarios
hasta 1904, motivados por errores senalados por P. Heegaard al articulo principal. En el dltimo
Complemento formulé Poincaré su famosa conjetura recientemente resuelta. Todo este conjunto de
articulos estd recogido en inglés en [36].

3Referencias cldsicas son: (a) Para la topologia desde la geometria, [38]. (b) Para la topologia
desde el andlisis, [31]. Mds actuales y completos, [9, 26].
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campo. Esto marco la pauta para su desarrollo como un area tematica
principal en este siglo.

INTRODUCCION

Las péaginas que siguen estan dedicadas a la recepcién de la topologia en Espana.
El sentido que debemos dar ahora al término «recepcién» es una variante del con-
siderado antes siguiendo a McCleary, pues ya no nos moveremos dentro de la esfera
de los primeros creadores de ciencia nueva, sino en el trasvase del conocimiento y el
hacer cientificos desde los centros de creacién hacia las periferias con sistemas cienti-
ficos poco desarrollados, cuyas fases de progreso se inician importando conocimiento
para aproximarse, en mayor o menor medida, a los sistemas exteriores avanzados.

Podemos considerar que la recepcién de la topologia en un dmbito mateméatico
como el espanol de principios del siglo XX, alejado de las fuentes de la creacién en
dicho campo, se va produciendo segtin tres procesos que tienen algo de diacrénicos
pero que pueden también evolucionar sincrénicamente:

Difusion. Se produce cuando algunos miembros de la comunidad matemaética
espafiola, con especial contacto con la matematica europea, dan a conocer en lineas
generales algunos trabajos pioneros y llaman la atencién sobre ellos como temas de
estudio recomendados.

Ensefianza. Significa que no solo se da a conocer una materia nueva en lineas
generales, sino que se organizan cursos expositivos, primero de naturaleza extracu-
rricular y llegado el momento incorporados a los programas oficiales, lo que garantiza
una mayor atencién y difusion.

Investigacion. La recepcion empieza a ser una realidad cuando aparecen personas
o grupos conocedores de la materia importada que comienzan a trabajar en ella
realizando aportaciones originales a la construccién del cuerpo de conocimiento.

Nuestro objetivo serd, por tanto, dar cuenta de las actuaciones de uno cualquiera
de estos tipos realizadas por mateméaticos espanoles, durante los anos senalados en
el titulo, referidas a cuestiones que ahora identificamos como parte de la topologia.
Estos trabajos hay que buscarlos entre los gedmetras y los analistas (encontrdndose
entre ellos los algebristas), pues no habia surgido todavia la figura del «topdlogo»,
que aparecié bien diferenciado y extendido por Europa y Norteamérica durante el
periodo entreguerras. Avanzando por el primer cuarto del siglo XX espafiol se van
encontrando ejemplos de una limitada recepcién de la topologia, especialidad que,
por otra parte, se estaba aislando como cuerpo independiente en la matematica. Lo
que se aprecia en Espafia hasta 1925 son sugerencias para (o intentos de) incorporar
la topologia al conocimiento matemético nacional del momento, sin que falte alguna
tesis doctoral* o aportacién original de naturaleza topolégica en el marco de investi-

4Para el doctorado en el periodo 1900-1921 véase [11]; las tesis habidas entre 1921 y 1925
inclusive no afladen nada nuevo respecto a la topologia. El doctorado solo servia para acceder a
puestos en la Universidad y la comunidad matemadtica espaifiola del nivel superior (profesores de
universidad) era muy escasa. Asi que se lefan pocas tesis y la posibilidad de incorporar temas de
investigaciéon novedosos era escasa.
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gaciones sobre geometria o andlisis. En los anos finales del periodo que nos ocupa, se
percibe un interés mas extendido hacia el estudio de estos temas y queda constancia
del primer curso de topologia ofrecido en Espana, impartido en Madrid como una
actividad de extension.

A partir de entonces, durante el segundo cuarto del siglo, ya puede decirse que
empieza la recepcién de la topologia en Espana, proceso que fue, como tantos progre-
sos en la ciencia espaiola, interrumpido por la Guerra Civil. Esta tendencia resurgié
modestamente en la posguerra y fue tomando cuerpo de modo definitivo a partir del
establecimiento de la topologia como asignatura de la Licenciatura en Matematicas
en el plan de estudios de 1952, que incorpor6 las asignaturas de la «matematica
abstractay» caracteristica del siglo XX: Algebra superior, Geometria algebraica y
Topologia. No menos importante fue la generalizacion del doctorado a todas las uni-
versidades del pais autorizada dos afios después®. Otra ocasién habra para continuar
este trabajo recorriendo el segundo cuarto del siglo.

Para organizar el estudio de los matematicos espanoles que participaron en la
lenta recepcion de la topologia en Espaifia durante el periodo 1900-1925, a través de
este proceso de difusién-ensefianza-investigacion, distinguiremos tres subperiodos. El
primero abarca la primera década del siglo, hasta la apariciéon en 1911 de la Sociedad
Matemética Espafiola (SME®) poco después de creada la Asociacién Espafola para
el Progreso de las Ciencias (AEPPC) en 1908. El segundo comprende los afios de
vigencia de la Revista de la Sociedad Matemdtica Espanola y los dos que siguieron
hasta su reaparicién como Revista Matemdtica Hispano-Americana. El tercero y
altimo se inicia en 1919 y dura hasta el final del periodo.

1. 1900-1910: TIEMPO DE ESPERA

La primera década del siglo XX es un tanto anodina en el devenir de la matemati-
ca espanola. El avance en importacion de conocimiento que se producia desde el Sexe-
nio Revolucionario y la posterior Restauracion quedé mortecino hasta tomar nuevos
brios en la década siguiente, la segunda del nuevo siglo. La creacién en 1900 de la
Seccién de Ciencias Exactas en las Facultades de Ciencias (solo completa en Madrid,
Barcelona y Zaragoza), desgajada de la anterior de Ciencias Fisico-Matematicas, y el
nuevo plan de estudios de esa misma fecha, demasiado continuador de los estdndares
nacionales de escasa vigencia en los paises de matematica avanzada, no estimularon
el auge de la matematica espafiola a cuya promocién habia dedicado Zoel Garcia de
Galdeano (1846-1924) su revista El Progreso Matemdtico (1891-1895 y 1899-1900),
que puso en circulaciéon al poco de pasar del Instituto de Toledo a la Universidad
de Zaragoza, a la que llegd en 18897. La creacién de la Junta para Ampliacién de

5En este momento arranca el relato que escribe el topélogo Manuel Castellet en La Gaceta de
la RSME [6].

6Es la actual RSME, pero recuérdese que la Sociedad no se llamé «Real» hasta 1928. Para
aclarar cualquier alusién a la historia de la RSME y sus personajes consultar [13].

"Lo hizo como catedratico de Geometria analitica, pero en 1896 pasé a serlo de Elementos de
Calculo infinitesimal, asignatura del curso 3.°.
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Estudios e Investigaciones Cientificas (JAE) en 1907 tardaria unos afios en producir
sus efectos en la investigacion matematica.

Siendo todavia catedratico de instituto, Garcia de Galdeano inicié una reconocida
ejecutoria como difusor y expositor de teorias mateméticas desconocidas al sur de
los Pirineos; una de ellas fue la geometria n-dimensional que explora mas alld del
espacio ordinario. Instalado ya en Zaragoza, en el segundo volumen de El Progreso
Matemdtico publicé un articulo [20] de solo media docena de paginas titulado «Nota
acerca de los poliedros de cuatro dimensiones», en el que da «informacién sobre los
modelos de los seis cuerpos regulares cuadridimensionales del Sr. V. Schlegel ademés
de una lista de escritos sobre los cuerpos de més de tres dimensiones»®. Para tener
mas detalles y una valoracién sobre este articulo remitimos a los comentarios que le
dedicé Mariano Hormigén (1946-2004) en [25].

Cuatro afios después, en 1896, con El Progreso Matemdtico ausente en el inter-
medio entre sus dos épocas, Garcia de Galdeano publicé un extenso folleto titulado
Las modernas generalizaciones expresadas en el dlgebra simbdlica, las geometrias no
euclideas y el concepto de hiperespacio®, que fue difundido el mismo afio en suce-
sivas entregas de la revista Madrid Cientifico [21], cuya clientela estaba formada
por ingenieros. El escrito, dedicado a promocionar temas de la matemaética con nula
o escasa audiencia en Espana, da noticia, con algunas férmulas y figuras pero sin
desarrollos de las materias tratadas, de diversas cuestiones geométricas, ofreciendo
extractos de publicaciones europeas de las que el autor se mantenia mucho mejor
informado que sus colegas espafioles. Entre las cuestiones tratadas hay dos que le
dan pie a mencionar el « Analysis situs». La primera es su explicaciéon del Programa
de Erlangen (1872), la vision de la geometria ofrecida por Felix Klein (1849-1925)
como determinada por un grupo de transformaciones con la posibilidad de que dos
geometrias de apariencia diversa puedan resultar «equivalentes». Terminada la ex-
plicacion de este asunto con ejemplos de transformaciones elementales del plano y el
espacio, afirma Garcia de Galdeano que Klein extiende estas ideas a otros dambitos,
como «el Analysis situs que abraza las transformaciones infinitamente pequefiasy.

La segunda mencién, con algin minimo detalle técnico, se encuentra al final de la
obra, en el apartado dedicado a «La Geometria de n dimensionesy», donde expone en
un par de paginas finales «breves indicaciones de una obra recientemente publicada
por el notable matematico M. Poincaré, titulada Analysis situs (1895)». Vaya como
muestra un par de catas de lo expuesto por el catedratico de Zaragoza:

Asi se ve como el conocimiento de los poliedros P; y el del modo de
conjugacion de sus caras da, en el espacio ordinario, una imagen de la
variedad V' y que esta imagen basta para el estudio de sus propiedades,
bajo el punto de vista del Analysis situs. [...] Termina esta obra con una
generalizacion del teorema de Euler hecha para un espacio cualquiera.

8Texto de la breve resefia que le dedicaron en el Jahrbuch Francisco Gomes Teixeira (1851
1933) y Emil Lampe (1840-1918). La realizaria el portugués Teixeira y Lampe, que era redactor
del Jahrbuch, se encargaria de traducirla. La resefia menciona al matematico aleman Victor Schlegel
(1843-1905) cuya obra inspiré a Garcia de Galdeano.

9También tuvo una resefia descriptiva de Teixeira y Lampe en el Jahrbuch.
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Figura 2: Henri Poincaré y Zoel Garcia de Galdeano.

Esta difusién, apenas publicitaria, solo un ano después de publicada la obra del
genial francés, proporciona una prueba mas del buen nivel de informacién de Garcia
de Galdeano, pero no tuvo ninguna repercusién en el reducido panorama matematico
espafiol, que se mantuvo ajeno a estas nuevas cuestiones matematicas hasta mediada
la segunda década del siglo XX.

En el nivel de la ensefianza universitaria'®, la tinica presencia de la topologia de
origen geométrico que podemos anotar, remontandonos a los origenes del tema, es la
inclusion de unas lecciones sobre poliedros dentro de las asignaturas de geometria.
La preeminencia en el tramo final del siglo XIX de la geometria sintética propuesta
por Eduardo Torroja (1847-1918) se consolid6 en el plan de estudios de 1900. No
en vano, fue su inspirador el propio Torroja, quien dominaba la ensenanza de la
geometria en la Central desde su catedra de Geometria descriptiva de cuarto curso y
la acumulacién de la asignatura Estudios superiores de Geometria del doctorado. La
asignatura nuclear en este planteamiento formativo era la Geometria de la posiciéon
de tercer curso!!, para la que Torroja tenfa dispuesto un libro [53] que vio la luz en
1899 y fue hegemonico durante las primeras décadas del siglo XX. En él se expone la
geometria de la posicién [51] de K. G. C. von Staudt (1798-1867) intercalando en el
desarrollo de la misma cuestiones particulares de la subgeometria métrica. El disefio
del plan del libro y la redaccién de la parte principal dedicada a la geometria de la
posicién correspondié a Torroja, que fue auxiliado para componer los apartados de
aplicaciones métricas por su discipulo y colega Miguel Vegas (1856-1943), catedratico
en Madrid desde 1891 de la asignatura Geometria analitica de segundo curso. La
formacién en geometria sintética se iniciaba en la asignatura Geometria métrica del
primer curso'?, cuyo contenido estdndar durante el primer cuarto del siglo XX lo

10La evolucién de la Licenciatura en Ciencias Exactas/Mateméticas puede verse en el libro del
topdlogo Enrique Outerelo [34]. Aunque dedicado a la Universidad Central, buena parte de la
informacién que ofrece tiene valor general por estar unificados los planes de estudios.

I1E] catedratico de la asignatura era Faustino Archilla y Salido (1871-1939).

12Las Geometrias métrica y analitica se impartian en casi todas la Facultades de Ciencias, mien-
tras que la de la posicién y la descriptiva eran exclusivas de las que impartian la licenciatura
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muestra el libro de texto [27] de Cecilio Jiménez Rueda (1858-1934), catedratico de
la asignatura en la Universidad de Valencia desde 1896 y en la Universidad Central
desde 1906.

Los poliedros aparecen en Geometria de la posicion y también en Geometria
métrica, practicamente con el mismo tratamiento en ambas obras'3. En la obra
de Torroja hay un «Capitulo V. Poligonos y poliedros» (pp. 47-57) en el que se
demuestra el «notable teorema [que] se atribuye a Fuler» expresado por la famosa
formula C' 4+ V = A + 2, que relaciona los nimeros de caras, vértices y aristas de
un poliedro cuya «superficie queda dividida en dos porciones, por toda linea cerrada
compuesta de aristas que pasa una sola vez por un mismo vérticey.

Como consecuencia de este resultado se obtienen los casos de poliedros regula-
res que estudiara Euclides como colofén de Elementos. El tema reaparece mucho
mas adelante, en el «Capitulo XXV. Superficies poliédricas y poliedros regulares»
(pp. 541-570), capitulo calificado como «métricor. En él se introducen las «redes
esféricas» obtenidas proyectando convenientemente unos ciertos poliedros sobre una
superficie esférica con centro en un punto interior del poliedro, que es el centro de la
proyeccién'®. Los rayos proyectantes pueden cortar varias veces al poliedro de modo
que la proyeccién recubra otras tantas veces la superficie esférica, lo que determi-
na un nimero ¢ llamado la «especie» del poliedro y de la red esférica. Se definen
también niimeros «especie» para cada cara y cada vértice, resultando:

En toda superficie poliédrica generadora de una red esférica, la suma de
las especies de sus caras y de sus dngulos poliedros, es igual al nimero de
sus aristas aumentado en el doble de la especie de la superficie poliédrica.

Finalmente, considera el caso en que todas las caras son de la misma especie e, y
todos los vértices también de la misma especie E, para concluir una generalizaciéon
del teorema de Euler de la forma Ce + VE = A + 2¢. En esta asociaciéon entre
lo lineal y lo esférico se aprecia la presencia de aspectos cualitativos y numéricos
compartidos por el poliedro y la red esférica, pero no se hace mencién alguna a
conceptos generales de transformacién e invariantes.

En la Geometria métrica de Jiménez Rueda el tratamiento dado al tema es prac-
ticamente el mismo, quizds con una terminologia y una exposicion mas afinadas.
Como en esta obra la esfera se introduce de modo bésico al principio, antes que
otras superficies, los poliedros y las redes esféricas se tratan en lecciones sucesivas
tempranas: «Leccién 7.2: Poligonos, Angulos poliédricos y Poliedros en general. Lec-
cién 8.2: De los angulos en los poligonos y poliedros». En la primera de ellas se
encuentra el teorema de Euler y los cinco casos posibles de «poliedros eulerianos

completa; el doctorado solo en Madrid.

13Las dos son volimenes gruesos de mas de ochocientas paginas que pretenden ofrecer mas
informacién para consulta de la que cabe en las lecciones de un curso anual. La primera se divide
en treinta y seis «capitulos» y la segunda en el mismo ntimero de «lecciones». Ambas también son
autosuficientes, carecen de referencias sobre las fuentes usadas por sus autores o sobre otras obras
complementarias o més avanzadas.

11,a razén para que este segundo tratamiento esté tan separado del primero es que la esfera no
aparece en la obra hasta que no surge como un caso métrico particular de las superficies cuadraticas
proyectivas.
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simples». La lecciéon termina introduciendo las redes esféricas a partir de un «po-
liedro convexo 6 estrellado cerrado». En la segunda se prueba el teorema de Euler
generalizado. Para ello prueba el mismo teorema que hemos destacado antes sobre
las sumas de las especies de los diferentes elementos, pero con una diferencia clarifi-
cadora respecto a Torroja, que mezcla en el enunciado el poliedro y la red esférica.
Jiménez da el teorema solo para el poliedro, para anadir después que el mismo teo-
rema puede darse solo para la red esférica, con lo que la idea de figuras diferentes en
correspondencia con datos invariantes queda mucho mejor insinuada, pero Jiménez
tampoco la hace explicita.

Fstudio o los Poliedroides {efra-timensionales regulares

- PENTAEDRQIDE, OCTAEDROIDE, HERADECAEDROIDE

o— & —©

MEMORIA

PRESENTADA POR
D. Octavio Zapater y Carceller

Asriranno AL Grapo peE DocTor EN ClENCIAS
SecciON bE ExAcTas

Figura 3: Tesis doctoral publicada en Barcelona, 1909.

En junio de 1908, Torroja y Jiménez Rueda fueron respectivamente el presidente
y el secretario del tribunal que aprobd —solo eso, no le dieron sobresaliente— la tesis
doctoral del estadistico Octavio Zapater y Carceller sobre poliedros 4-dimensionales
[59], que no fue un trabajo muy original ni actual, pero eso era lo normal entonces'®.

Su justificacién al inicio del mismo fue esta:

Aunque los cuerpos del hiper-espacio no podemos representarnoslos',
no se deduce por ello como dice Poincaré en su obra Analysis situs, que
no tenga objeto real la Geometria de n dimensiones, |...]

Esto es lo que me ha impulsado a tratar, aunque en un grado elementa-
lisimo, en la Memoria que segtin la vigente ley tiene que presentar el que
aspire al grado de Doctor, del estudio de los poliedroides que correspon-
den al espacio de cuatro dimensiones, en las tres series de poliedroides
contenidas en espacios de una 6 n dimensiones dadas por Stringhan.

15Quizas no fue calificada con sobresaliente, al igual que las tesis de geometria analitica, porque
no utilizaba la geometria proyectiva sintética de Torroja.

16Por entonces y afios después, se realizaban trabajos tendentes a representar el espacio de cuatro
dimensiones en el plano por procedimientos que extendian la geometria descriptiva usual.
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La tesis es una memoria de sesenta y seis paginas dividida en dos partes: una
primera (pp. 7-32) dedicada a explicar el espacio de cuatro dimensiones, sus «cam-
pos» —nombre que asigna a los subespacios— y las posiciones relativas entre ellos;
la segunda parte (pp. 33—66) expone los tipos de los «poliedroides» basicos con su
«férmula de Stringhan» (que extiende la de Euler). Zapater expone parte del trabajo
que en 1880 realiz6 Irving Stringhan (1847-1909)!7 como tesis doctoral en la Johns
Hopkins University [52] bajo la direccién de James Joseph Sylvester (1814-1897).

Cambiando de orientacion, la bisqueda en la ensenanza de las matematicas uni-
versitarias espafiolas de referencias a cuestiones de naturaleza topoldgica importa-
doras de la obra de Cantor habria que dirigirla hacia los textos de las asignaturas
Anélisis matemético 1.° y 2.°, que es donde se estudiaba la continuidad de las fun-
ciones reales de una y varias variables. En el arranque del siglo, los catedraticos
de estas asignaturas en las Facultades de Ciencias con Seccién de Ciencias Exactas
completa eran José Marfa Villafafie y Vifials (1830-1915) y Luis Octavio de Toledo
(1857-1934) en Madrid, Miguel Marzal y Bertomeu (1856-1915) en Barcelona y Jo-
sé Rius y Casas (1867-1940) en Zaragoza'S. Todos ellos tenfan publicados libros de
texto en los que no puede encontrarse una precisiéon anunciadora de la topologia en
el estudio de la continuidad de las funciones reales de una o varias variables, porque
ni siquiera llegaron a exponer, méas alla de enfoques intuitivos, la naturaleza aritmé-
tica del nimero real. Habré que esperar a la llegada de Rey Pastor en el subperiodo
siguiente para asistir a la recepciéon de los fundamentos topolégicos rigurosos de la
continuidad de las funciones reales y complejas.

2. 1911-1918: LA TOPOLOGIA QUE LLEGA CON REY PASTOR

En estos anos de la segunda década del siglo el protagonista va a ser Julio Rey
Pastor (1888-1962), que combina actividad como geémetra y como analista'?, apare-
ciendo menciones a la topologia en sus dos campos de actividad y en los tres aspectos,
difusién, ensenanza e investigacion, de la recepcién que estamos considerando. Rey
Pastor se doctor6 en 1909 con una tesis de geometria proyectiva sintética inscrita en
la escuela entonces dominante de E. Torroja, pero adoptando una clara reorienta-
cién personal del tema. Su objetivo era estudiar la generacién y propiedades de las
curvas geométricas?’, pero era consciente de la inferioridad del método geométrico
frente al analitico, de modo que se propuso dotar de nuevas herramientas al enfo-
que geométrico sintético afiadiendo axiomas trasvasados desde los fundamentos del

17Al que solo menciona por su apellido, como hemos visto, sin dar méas datos de su persona
ni referencias a su obra, cosa habitual en su tiempo. Afios después, los poliedroides de Stringhan
son estudiados en un curioso libro matemético-filoséfico publicado en Paris por el aristécrata Illan
Alvarez de Toledo (1882-1962), marqués de Casafuerte, que fue reseniado por el ingeniero y aviador
Emilio Herrera Linares (1879-1967) en la Hispano-Americana [1].

18La asignatura de andlisis de tercer curso estaba a cargo de José Andrés Irueste Garcia (1844—
1918) en Madrid, Lauro Clariana Ricart (1842-1916) en Barcelona y Garcia de Galdeano en Zara-
goza.

19Para la biograffa de Rey Pastor en sus primeros afios profesionales véase [12].

20Que son las mismas curvas algebraicas, pero expuestas dentro de una teorfa geométrica axio-
matica que no hace uso de las ecuaciones.
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andlisis, en los que aparecen los aspectos topoldégicos. A lo largo de esta tarea podia
parecer un geémetra sintético excluyente del anélisis, pero en realidad prestaba una
gran atencion a las cuestiones fundamentales del andlisis para traducirlas al campo
sintético de la geometria pura. Mantuvo esta actividad investigadora en geometria
sintética aproximadamente durante el subperiodo que ahora consideramos, pero en
1911 habia ganado la cdtedra de Andlisis matemético y poco a poco su dedicacién
a la geometria sintética fue decayendo. Entre el verano de 1911 y el de 1914 Rey
Pastor paso tres cursos en las universidades sucesivas de Berlin, Oviedo y Gotinga,
en las alemanas becado por la JAE y en la asturiana ejerciendo por primera vez
su céatedra, dedicado a explicar Andlisis matemético 2.°, lo que significaba &lgebra
(resolucién de ecuaciones reales y complejas) y cdlculo diferencial de funciones reales
de varias variables. El impacto de Rey Pastor en la matemaética espanola, tanto por
su descollante capacidad personal como por la formacién internacional que pudo
recibir gracias a la JAE, se manifiesta una vez que se incorpora con continuidad a
la universidad espanola a partir del curso 1914-15, ya con la catedra trasladada a la
Universidad Central, donde reemplazé a Villafafie para compartir catedra con Octa-
vio de Toledo. Como vamos a ver, tanto en su obra geométrica como en la analitica
se aprecia la presencia de la topologia, entendida en términos de los espacios reales
o el plano complejo.

Como actividad de difusién de la matematica avanzada de su tiempo, ante el
publico espanol culto en materia cientifica, es noticiable el ciclo de conferencias
que pronuncié en el Ateneo de Madrid durante la primavera de 1915, recogido un
ano después en un libro [39]. Bajo el titulo Introduccién a la Matemdtica superior,
impartié seis conferencias de alguna de las cuales daremos una sucinta resena para
destacar lo que contienen de referencias a la topologia tal como entonces podria ser
entendida.

Conferencia seqgunda: Fundamentos de la Geometria [39, 35-66]. Entre otros asuntos,
explica la necesidad que ha tenido la geometria en tiempos recientes de ser sometida
a critica y renovacion para librarla de los peligros de la intuicién, dando como hecho
esencial el descubrimiento por Cantor (1879) de la correspondencia biunivoca entre
el segmento y el cuadrado.

Conferencia tercera: Funciones de variable real [39, 67-96]. El conferenciante vuelve
sobre el tema anterior, dando ejemplos de curvas continuas que llenan un &area,
poniendo en cuestion el concepto de dimensién que sustenta a la geometria. Pero
enseguida tranquiliza a su audiencia: «No es posible establecer una correspondencia
biunivoca y continua entre dos espacios de distinto nimero de dimensiones». Y senala
que la demostracién de este hecho ha sido obra reciente de Brouwer, de quien cita
trabajos de 1911 y 1912, junto con otro de 1911 de Henri Lebesgue (1875-1941).

Conferencia sexta: Sistematizacion de la matemdtica por medio de la teoria de grupos

[39, 175-198]. Buena parte de esta conferencia estd dedicada a difundir el Programa
de Erlangen (1872) de Klein, como ya hiciera su maestro Garcia de Galdeano®!

21Rey Pastor fue alumno en la Universidad de Zaragoza de Garcia de Galdeano, a quien dedicé
Introduccién llaméndole «esforzado paladin de la matematica moderna en Espanay.
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veinte anos antes. Entre los grupos de transformaciones mas amplios que los de la
geometria elemental senala:

Mas general todavia: el grupo de todas las deformaciones. Cada curva
se transforma en otra de igual nimero de ramas y puntos multiples.
Tenemos un invariante: la curva de Jordan; otro invariante: la dimension;
otro: el orden de conexion. La Geometria de este grupo es la Topologia o
Andlisis Situs.

Rey Pastor fue un propagandista, incluso fuera de nuestras fronteras, del Progra-
ma de Erlangen y con ello de la difusién —sin méas que dar noticia— de la naturaleza
de la topologia como un tipo de geometria generalizada. A la vuelta de Gotinga, en
1914, Rey Pastor gan6 un concurso, convocado un ano antes por la Real Academia
de Ciencias de Madrid, con una memoria que se publicé dos anos después bajo el
titulo Fundamentos de la Geometria proyectiva superior [41]. Nos ocuparemos mas
adelante del contenido topoldgico que hay en el capitulo cuarto de esta memoria,
pero de momento comentaremos que tiene una primera parte, «Sistematizacion de la
Geometria», algo exenta del cuerpo principal de la obra, dedicada a exponer en dos
capitulos (75 paginas) una visién detallada y puesta al dia del programa kleiniano,
acompanada de una extensa bibliografia actualizada. El primer capitulo se dedica
a las «Geometrias elementales» (la proyectiva de dimensién menor o igual que tres
y las contenidas en ella) y el segundo a las «superiores», entre las que cuenta la
geometria proyectiva de dimensiéon mayor que tres, las deducidas de ella anadiendo
la invarianza de alguna figura (curva o cuddrica) y las «Geometrias trascendentesy,
entre ellas la « Geometria conforme», la « Geometria de las transformaciones birracio-
nalesy» estudiada por Luigi Cremona (1830-1903) y finalmente, con un grupo todavia
mayor, la « Topologia o Andlisis situs», a la que llama también « Geometria de la po-
sicién»?2. Poco mas dice sobre la topologfa en esta ocasién (pp. 54-55) que en la
conferencia del Ateneo de Madrid ya resenada, aunque si sanciona que

en estos ultimos tiempos [la topologia] ha hecho grandes progresos, que
la han constituido como ciencia auténoma.

Por otra parte, anuncia que en el capitulo cuarto (al que remite para la bi-
bliografia sobre topologfa) expondra como investigacién original un desarrollo de la
topologia en el plano real con los puntos del infinito anadidos, de la que més adelan-
te nos ocuparemos. Digamos, antes de terminar este aspecto, que en 1918 su visién
del Programa de Erlangen tuvo dos versiones en Italia, una con texto en francés
y otra su traduccién al italiano. La primera fue solicitada para la revista Scientia,
rivista internazionale di sintesi scientifica —de Bolonia, promovida entre otros por
el prestigioso gedmetra Federigo Enriques (1871-1946)— por su director el filésofo

22Este nombre viene del calificativo «situs» utilizado por Leibniz para nombrar a la geometria
que no se ocupa de las cuestiones de medida reclamadas por la etimologia del término, sino de
la posicion relativa de los elementos geométricos; con este punto de vista, el nombre igual pudo
ser adoptado en los estudios sobre poliedros que evolucionaron en «Analysis situs», como en la
geometria proyectiva, que von Staut denominé «Geometria de la posicién» (Geometrie der Lage,
1847), nombre adoptado por su seguidor espafiol E. Torroja. También usaron ese calificativo Lazare
Carnot (1753-1823) y Hermann Grassmann (1809-1877) en su cédlculo vectorial.
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Eugenio Rignano (1870-1930), que la tradujo al francés [44]. Luego Alpinolo Natucci
(1883-1975) hizo la version italiana para la revista Bollettino di Matematica, de na-
turaleza cientifico-didactica. Rey Pastor redacté este articulo en clave de divulgacién
con expresiones como esta:

En la geometria proyectiva la rigidez de los dngulos desaparece, también
la del paralelismo, pero la rigidez de las rectas subsiste todavia. En la
topologia se suprime toda rigidez.

Si se nos permite materializar la idea, diremos que el espacio métrico,
tanto el euclideo como los no-euclideos, es un espacio indeformable, cris-
talizado; el de la geometria afin es un espacio articulado, paralelogrami-
co; el de la geometria proyectiva es un tejido de rectas entremezcladas;
el espacio topolégico es un espacio amorfo, un espacio gelatinoso.

Este estilo de comunicacién tuvo su impacto en medios interesados en la filosofia
y los fundamentos de la geometria, en los que Rey Pastor fue varias veces citado?3.

INTRODUCCION

A LA

MATEMATICA SUPERIOR

ESTADO ACTUAL, METODOS Y PROBLEMAS

POR

J. REY PASTOR

CATEPRATICO EN LA UNIVERSIDAD DE MADRID

Figura 4: Julio Rey Pastor y su libro de las conferencias en el Ateneo de Madrid.

En el A&mbito de la ensefianza, Rey Pastor utilizd, con los habitos terminolégicos
de su tiempo, la nociones topoldgicas incorporadas al analisis: la conexién por Bern-
hard Riemann (1826-1866) y la tipologia de puntos y de conjuntos por Cantor. Asi
quedé patente en Resumen de las lecciones de Andalisis matemdtico 2.° curso 1915-
16, los apuntes [40] del primer curso sobre esta materia que impartié en Madrid?*.
Alli utiliza las nociones topolégicas para exponer con rigor las propiedades de las
funciones reales continuas con dominio un «intervalo» en el caso de una variable y un
«recinto con contorno» en el caso de dos o mas variables. Efectivamente, Rey Pastor
estudia estas propiedades separando el caso de una variable del de dos o més, siendo

23Por ejemplo, en la obra de Luis Rougier (1889-1982) sobre la filosofia de Poincaré [48].

24En 191213 lo habfa impartido en Oviedo, sin que conozcamos documentacién sobre ese curso.
En 1914-15 impartié en Madrid la asignatura de 1.°, de la que también publicé apuntes, que forman
un tnico proyecto docente junto con los de 2.°, véase [16].
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mas patente en el segundo caso la necesidad de las nociones topoldgicas. En una
variable considera los «conjuntos lineales de puntos» estableciendo que entorno®®
de un punto x es cualquier intervalo (z — 6,z + &) con § > 0, en el que considera
también a los extremos?6. A partir de la nocién de entorno elabora la «clasificacién
de los puntos» x de un conjunto C27: punto aislado, punto limite (advirtiendo que
esta nocién sirve también para puntos que no estén en C) y punto interior. Segui-
damente considera los conjuntos acotados para demostrar los dos teoremas basicos
que enuncia asi:

Todo conjunto acotado superiormente tiene un extremo superior. (Weiers-
trass)

Todo conjunto infinito acotado tiene al menos un punto limite. (Bolzano)

Demuestra estos teoremas asignados a Bernard Bolzano (1781-1848) y Karl
Weierstrass (1815-1897) usando los procedimientos de construccién del nimero real.
Para la obtencién del extremo superior usa una cortadura, y para el punto limite
hace subdivisiones sucesivas del intervalo en un nimero finito de intervalos, produ-
ciendo asi un par sucesiones mondtonas convergentes. Llegado el curso a las funciones
continuas, el teorema esencial es:

Si una funcién es continua en el intervalo (a,b) existen dos valores de x
en dicho intervalo en los cuales toma f(x) sus valores méximo y minimo.
(Weierstrass)

La prueba se basa en que la funcién es acotada (lo demuestra en un teorema
previo por reduccién al absurdo, determinando un par de sucesiones monétonas
convergentes que definen un punto de discontinuidad), por tanto sus valores tienen
un extremo superior M que debe ser de la forma M = f(£) para un punto del
intervalo, pues en otro caso la funcién M%f(m) seria continua, lo que es contrario a
la condicién extremal de M. Luego demuestra también que la funciéon toma todos
los valores intermedios entre los dos que alcanza en los extremos, advirtiendo con un
ejemplo que el teorema inverso es falso, por lo que «no puede tomarse tal propiedad
como definicién de la continuidad»?®.

Avanzado el curso, llegado el turno de las funciones reales de varias variables, Rey
Pastor coloca un apartado previo sobre «conjuntos de dos o més dimensiones» similar
al de los conjuntos lineales. Ahora un entorno de un punto del plano es una bola
centrada en él, esta vez tomada sin la circunferencia, y mediante entornos?® clasifica
los puntos de un conjunto plano como lo hizo en la recta, dando el teorema de

25Rey Pastor escribe en cursiva las palabras que denotan los conceptos nuevos que introduce, asi
lo haremos en esta pagina y siguientes.

26 Esta notacién (a, b) para el intervalo cerrado confunde con la que hoy es habitual. Rey Pastor
utiliza para el intervalo sin extremos la notacién (a + 0,b — 0) originaria de P. G. L. Dirichlet
(1805-1859) y utilizada por C. J. de la Vallée-Poussin (1866-1962), pero que no perdurd.

27Esta notacién C para designar un conjunto viene de su obra geométrica, en la que el elemento
genérico de dicho conjunto es denotado C.

28 Asf lo habia realizado Marzal, a quien Rey Pastor no corrige explicitamente en esta ocasién,
pero si en una edicién impresa posterior.

29Indica que también podrian haberse tomado los entornos como cuadrados centrados en el punto.
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Bolzano para acotados de un modo similar. Pero ahora le interesa también clasificar
los propios conjuntos, apareciendo el derivado de un conjunto, los cerrados, los densos
y los perfectos. El papel de los segmentos en la recta corresponde en el plano a los
recintos, que define como conjuntos coneros cuyos puntos son todos interiores3’,
de modo que sus puntos limites forman el contorno del recinto; asi que un recinto
contorneado es un recinto junto con su contorno®!. Con estas nociones, el estudio
de las funciones continuas definidas en recintos contorneados es analogo al de las de

una variable sobre intervalos (contando sus extremos),

sin mas modificaciones que ésta: donde deciamos «en un cierto intervalo
menor que £» pondremos: «en un cierto entorno de amplitud (radio, si
es circular, o semilado si es cuadrado) menor que &».

Terminado el capitulo dedicado a las funciones reales, inserté su apartado de
«notas y adicionesy, en el que para profundizar en el estudio de la «teoria general de
los conjuntos» recomienda el articulo de Schonflies [49] en la Enciclopedia Teubner
(1898)3? y especialmente las memorias originales de Cantor. Finalmente inserta una
amplia bibliografia de la teoria de funciones con una explicacién comparativa de la
«nomenclatura en la teoria de conjuntos» que en ellas se utiliza.

Como ensenanza superior de tipo posgrado hay que resenar las conferencias de
andlisis complejo —mas bien lecciones con todo su contenido técnico— que Rey
Pastor imparti, invitado por Esteban Terradas (1883-1950) al Instituto de Estudios
Catalanes en junio de 1915, antes de iniciar en Madrid la asignatura del segundo
curso antes citada. Aparecieron como libro dos afios después [42] redactadas en
cataldn por el propio Terradas®®. En esta Teoria de la representacién conforme,
Rey Pastor hace uso de las nociones habituales de la topologia del plano usadas en
analisis® y en la «Conferencia V: Teorema de existencia de Riemann» anade al final
una nota indicando la demostracion de la propiedad de compacidad del plano que
fue usada en un momento del desarrollo del tema:

Teorema de Borel: Dado un conjunto acotado y cerrado cada uno de
cuyos puntos tiene asignado arbitrariamente un entorno, es posible entre
estos infinitos circulos elegir tan sélo un ntmero finito de manera que
cubran todo el conjunto.

La compacidad de Emile Borel (1871-1956) no aparecié en el Resumen de su cur-
so inicial, pero si en las reelaboraciones que hizo en afios posteriores dando lugar a su

30Todavia no usa el término «abiertoy. Define los conexos por caminos quebrados finitos. También
da la definicién de conjuntos simplemente conezxos.

31Las nociones de recinto y contorno le dan da pie a enunciar el teorema de la curva de Jordan,
para cuya «demostracion rigurosa» remite al entonces novedoso tratado de anélisis de C. J. de la
Vallée-Poussin (1914).

32Esta fue la referencia méis usada sobre el tema hasta la aparicién del libro de Hausdorff en
1914, todavia no incorporado por Rey Pastor a sus listas de referencias.

33Terradas invité a Rey Pastor a uno de los primeros Cursos Monograficos que ponia en marcha
con el fin primordial de invitar a profesores extranjeros, lo que era dificil en tiempos de guerra, pero
Rey Pastor pudo ser como uno de ellos por su reciente estancia en Gotinga; fue lo alli aprendido
con posterior elaboracién propia lo que conté en Barcelona. Sobre Terradas véase [47].

34En la publicacién (1917) se remite como referencia para estos conceptos al Resumen de su
segundo curso en Madrid (1916).
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libro Teoria de las funciones reales, de dilatada elaboracién por fasciculos desde 1918
hasta su edicién completa en 1925 [14], que contiene mas material que los primeros
apuntes®®. En 1921 ya circulaba impresa toda la parte de funciones de una variable
del Resumen mejorada y notablemente ampliada. Incorpora la terminologia de con-
junto abierto, demostrando que todo abierto «se compone de intervalos abiertos®®,
en nimero finito o infinito numerable». Otra novedad es que al tratar el concepto de
ntimero real en las primeras paginas considera el «teorema de Heine-Borel» (compa-
cidad) enunciado con «segmentos» y demostrado por reduccién al absurdo con un
argumento de subdivisién que se apoya en el que llama «axioma de continuidady,
que es el principio de los segmentos encajados (Cantor) que ha impuesto a la recta
geométrica para poder ponerla en biyeccién con los niimeros reales definidos arit-
méticamente. A pesar de que del teorema de Heine-Borel estd enunciado en clave
geométrica, en nota a pie de pagina indica que la demostracién es equivalente a una
aritmética (con intervalos, como la primera que hizo Borel sobre logros previos de
H. E. Heine (1821-1881) y otros en relacién con la continuidad uniforme) basada en
pares de sucesiones mondtonas convergentes. Al final del capitulo I dedicado a estas
cuestiones topoldgicas sobre el ntimero real, incluye una nota bibliogréfica (p. 40) en
la que, ademds de las referencias habituales a Cantor y Schonflies, sefiala:

En el comienzo de los tratados sobre Teoria de las funciones [...] es-
tan expuestos los fundamentos de la teoria de los conjuntos; la obra de
HoOBSON es la que dedica mayor extensién a esta doctrina. Un tratado
diddctico, especialmente dedicado a ella, no existe todavia. [Y a pie de
pégina] Un tratado sistemdtico, del que forman parte las escasas paginas
que aqui dedicamos a esta teoria, publicaremos en breve. En él expondre-
mos, no solamente la parte perfectamente consolidada de la creaciéon de
CANTOR, sino también los problemas todavia no resueltos, entrando en
la zona polémica, donde tan interesantes trabajos han producido légicos

e intuicionistas®”.

Maés adelante, después de dar los teoremas que expresan las «propiedades de las
funciones continuas en un intervalo» como hiciera en los apuntes previos, anadi
en cuerpo menor una digresion titulada «Demostracion sintética de los Teoremas
de continuidad» con el objetivo de «dar nuevas demostraciones de ellas por medio
del teorema de Heine-Borel» que, afirma, «son preferibles por su brevedad», aunque
también seniala que pierden la ventaja que supone el «proceso uniforme de las sub-
divisiones que conducen al punto buscado como limite de sucesiones convergentes».
Estas novedades incorporadas en el tratamiento de las funciones de una variable no
tuvieron su correspondencia en varias variables, donde repitié lo expuesto en Re-
sumen. En las sucesivas ediciones de esta obra, siempre mdas o menos modificadas,

35También incluyé el teorema de Borel plano en el curso urgente de andlisis complejo que dio en
Buenos Aires durante su estancia de 1917-18 [43].

361L0s intervalos siguen incluyendo a los extremos y denotados (a, b), pero aparecen los «intervalos
abiertos» que excluyen los extremos y para los que usa la notacién (a®,b7).

37La obra de E. W. Hobson (1856-1933) que cita es [24]. Como le sucedié con otros proyectos de
libros, no prosperd este inmediato sobre teoria de conjuntos; no obstante, afios después impartio
cursos sobre esta materia de los que queda material escrito.
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no siguié el camino breve de la compacidad sino que prefiri6 argumentar con las
subdivisiones que permiten vislumbrar cémo se obtiene el niimero real buscado en
cada caso®8.

Volviendo hacia 1915, vamos a considerar a partir de ahora la presencia de la
topologia en la investigacién geométrica de Rey Pastor que, como ya dijimos, es-
ta presidida por la idea de incorporar a la geometria sintética procedimientos del
andlisis. Volvamos pues a los Fundamentos de la Geometria proyectiva superior [41]
en sus partes genuinas, segunda y tercera, dedicadas respectivamente, en clave sin-
tética, a la geometria proyectiva real y a la compleja. Hemos de prestar atencién,
en la parte real, al «Capitulo IV. La continuidad geométrica». Rey Pastor elabor6
su geometria proyectiva plana a partir de diez axiomas del tipo Pasch-Schur3® en
los que punto y segmento son las nociones primitivas. En el capitulo cuarto expuso
el procedimiento de la «red de Md&bius» para introducir en una recta coordenadas
racionales, justificando en el § 3 que para introducir la continuidad necesita un nuevo
axioma similar a alguno de los que operan en el tratamiento de la recta analitica:

Axioma XI: Dados los infinitos segmentos AA;, AAy, AAs, ... tales que
cada uno contiene al anterior, y todos ellos estan contenidos en AB, hay
un segmento AL interior & AB 6 coinciden con él, que los comprende &
todos, y tal que ningin otro segmento AL’ interior 4 AL cumple igual
condicién.

Con este nuevo «axioma de continuidad»?® puede demostrar el «postulado de
Cantor en forma proyectiva» (punto tinico comin a infinitos segmentos encajados) y
que en la «recta continua» hay infinitos puntos mas que los racionales de la red que
lleva el nombre de August Mobius (1790-1868). Asf llega al apartado «§ 4. Teoria de
los conjuntos proyectivosy, que presenta de este modo:

La teoria de los conjuntos proyectivos, que aqui desarrollamos en sus
rasgos fundamentales (creemos que por primera vez en la literatura ma-
tematica) es valida para cualquier espacio [F,]; pero nos fijaremos princi-
palmente en Es, porque mas nos interesa para los desarrollos posteriores.

La nocién topoldgica bésica es la de entorno de un punto A, que en Es define
como «todo poligono proyectivo que tiene A como punto interior», estando esta con-
dicién bien determinada para los poligonos proyectivos previamente definidos; luego
esta nocién de entorno permite definir puntos interiores de un conjunto proyectivo
cualquiera. También se introducen todos los conceptos cantorianos de puntos espe-
ciales: aislados, de acumulacién, de condensacion, exteriores, frontera, etc., asi como

38Rey Pastor se declaraba matemaético idealista pero, aun no siendo intuicionista, sentia aprecio
por las demostraciones que mostraban el camino para determinar los entes cuya existencia se
pretendia probar.

39Moritz Pasch (1843-1930) e Issai Schur (1875-1941) fueron pioneros en la axiomatizacién del
espacio proyectivo.

40Rey Pastor afirma que podria enunciarse asi: «la sucesién (A;) tiene un punto limite L interior
a AB, 6 coincidente con By, afadiendo que «este axioma, que ponemos como fundamento de la
Geometria proyectiva, coincide con uno de los teoremas fundamentales de Weierstrass, en la teoria
de funciones».
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§ 4.—Teoria de los conjuntos proyectivos (pdg. 174).—100. Definicio-
nes.—1o1. Clasificacion de los puntos de un conjunto.— 102, Clasifica-
cion de los conjuntos.—103. Propiedades del conjunto derivado.—
104.—Teorema de Borel.—105. Sucesiones indefinidas y puntos limi-
tes.—106. Potencia de los poligonos proyectivos.—107. Corresponden-
cias continuas.—108, Correspondencia armdnica.

§ 5.—Curvas y recintos proyectivos (pig. 134).ﬁ109'. Evolucion del
concepto de curva.—r110. Curvas de Jordan.—r111. Recintos proyecti-
vos.—i 12, Invariantes de las correspondencias continuas biunivocas.—
113. Correspondencias continuas multiunivocas.

Figura 5: Julio Rey Pastor: Topologia del plano proyectivo en Fundamentos.

las nociones de conjunto derivado, cerrado, denso y perfecto. Rey Pastor demuestra
en este contexto geométrico los teoremas propios del plano real analitico, como son:

Todo conjunto de infinitos puntos tiene, al menos, un punto de acumu-
lacién (Principio de Bolzano, generalizado). [...]

Si el conjunto derivado U deun conjunto cualquiera U contiene infinitos
puntos, es cerrado. |...]

Teorema de Borel.— Si & cada punto de un conjunto cerrado se le asigna
un entorno arbitrario, es posible elegir entre estos infinitos poligonos que
cubren todo el conjunto, un nimero finito de ellos, tal que todo punto
del conjunto quede interior, por lo menos, & uno de estos poligonos.

Para demostrar estos teoremas utiliza Rey Pastor, como en su obra de andlisis,
un método de subdivisiéon que determina una sucesion indefinida de cuadrilateros,
cada uno contenido en el anterior, que tienen un punto Unico contenido en todos.
Maés adelante introduce las «correspondencias continuas» y prueba que es continua
«la correspondencia armoénica respecto de un par de puntos M N». Esta es la base
topoldgica a partir de la cual Rey Pastor desarrolla la geometria proyectiva sintética,
primero real y luego compleja, asunto del que no daremos mas detalles.

Cabe unicamente decir, para terminar este aspecto, que en la «Bibliografia relati-
va al capitulo IV» insiste Rey Pastor en la originalidad de su teoria de los conjuntos
proyectivos, para la que senala como referencia la obra general de Schonflies de 1913
[50], junto con articulos de Brouwer y Lebesgue de los anos 1911-13 relativos a la
dimensién y a la curva de Jordan!. Ademds, indica a pie de pagina (p. 193):

A ruego del profesor Young, de Cambridge, preparamos una ampliacién
de estos §§ de la presente obra, para incluirla en la 2.2 de su conocido
tratado The Theory of set of points, 1.* ed. (agotada). Cambridge, 1906.

41Nombre debido al analista (y algebrista) francés Camille Jordan (1838-1922), que probé la
primera versién del teorema en una tardia edicién (1909-15) de su famoso curso de andlisis.
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Pero esta segunda edicién del libro de W. H. Young (1863-1942) y Grace C. Young
(1868-1944) no tuvo lugar y no hay noticia de nuevos avances de Rey Pastor en la
direccién iniciada en Fundamentos. Es posible que influyera en estas dos decisiones,
por una parte, la aparicién en 1914 de la crucial obra de Felix Hausdorff (1868-1942)
proponiendo una formulacién abstracta axiomética del espacio topolégico sobre la
base de puntos y entornos [23], que orientd por otros caminos la evolucién de los
libros dedicados a la naciente topologia, inicialmente centrada en los espacios eucli-
deos. Por otra parte, la axiomética del espacio proyectivo tomé también un rumbo
més abstracto a partir del influyente libro [54] de los norteamericanos Oswald Veblen
(1880-1960) y John Wesley Young (1879-1932).

El ano 1917 comenzo6 en la SME bajo la tension de una disputa entre los parti-
darios de hacer la Revista accesible a una gran mayoria de mateméticos espanoles,
tanto en calidad de lectores como de colaboradores en la elaboracién de sus paginas,
y los que pretendian dar mayor presencia a la investigacién y exigir un minimo de
calidad incluso a las colaboraciones elementales. La primera opcién, capitaneada por
el director C. Jiménez Rueda, significaba elementarizar sensiblemente la revista, y
la segunda, de la que Rey Pastor era el mas cualificado defensor, pretendia elevar su
calidad matemaética. En este ambiente, las sesiones periddicas que celebraba la SME
no solo se limitaban a la gestiéon de la sociedad, sino que actuaban como sesiones
cientificas en las que se exponian trabajos, en particular se juzgaban para su acepta-
cién o rechazo los que aspiraban a ser publicados en la Revista. En la sesién del mes
de abril, Rey Pastor expuso un trabajo personal de investigacion «Sobre el dltimo
teorema de Poincaré» que permanecié inédito hasta 1945 [46], aunque se refiri6 a él
en varias ocasiones durante el dilatado tiempo intermedio. Si pretendia publicarlo en
la Revista de la SMFE es posible que el asunto quedara en suspenso porque la revista
interrumpio6 su tirada precisamente tras el nimero de abril de ese afio. Poco después
Rey Pastor realiz6 una estancia en Buenos Aires que duré casi un afio. Veremos en
el apartado siguiente que el tema reaparecié en su agenda de 1919 y de nuevo en
1925, pero tampoco en esas ocasiones se reflejé en una publicacién.

El teorema de referencia era uno «de Geometria» que Poincaré enuncié e intenté
demostrar sin éxito en la que fue su dltima publicacién [37], realizada poco antes
de fallecer en 1912; pero tan convencido estaba de que al fin seria demostrado, que
expuso sus aplicaciones al problema de tres cuerpos, el tema en el que dicho teorema
habia surgido. Poincaré considera en el plano un anillo circular limitado por dos
circunferencias concéntricas y un homeomorfismo del mismo sin puntos fijos en dichas
circunferencias; bajo ciertas condiciones adicionales, trata de probar la existencia de
un punto fijo en el interior del anillo. En el intento de prueba formulé otras variantes
del teorema; una de ellas, con modificaciéon en las condiciones del homeomorfismo,
planteaba la existencia de una curva cerrada que rodeaba a la circunferencia interior
y no tenia puntos de coincidencia con su transformada por el homeomorfismo. No hay
constancia documental de lo expuesto por Rey Pastor en este asunto y fecha, pero
sabemos que propuso una demostracién constructiva del teorema inicial de Poincaré,
basada en la transformacién del anillo en un rectangulo y en el mismo «método de
subdivisién» de rectangulos que habia utilizado, como hemos visto, en analisis y
en la topologia de los conjuntos proyectivos. El teorema de Poincaré ya habia sido
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demostrado por George D. Birkhoff (1884-1944) en 1913 [4], pero la novedad que
Rey Pastor introducia era la naturaleza constructiva de la prueba, aunque en esos
afios fuera discutible si ello era o no un mérito.

3. 1919-1925: AUMENTA LA PRESENCIA DE LA TOPOLOGIA

La tercera parte de este articulo corresponde a los primeros anos de existencia
de la segunda revista de la SME, que se puso en marcha en 1919 bajo el rétulo Re-
vista Matemdtica Hispano-Americana y sostenida desde el Laboratorio y Seminario
Matematico de la JAE que dirigia Rey Pastor desde su fundacién en 1915, con lo
que se planteaba como una revista de investigaciéon. Rey Pastor tuvo una actuacién
decisiva en el relanzamiento de la SME y en la refundacion de la revista, pero su pro-
duccién matematica creativa qued6 suspendida, principalmente por su instalacién
en Buenos Aires desde 1921 y su atencién preferente a los libros de texto que produ-
cia en ambas orillas. Retomo6 sus proyectos de investigacién a partir de 1926, con el
tema preferente de las series e integrales divergentes; mas adelante volvi6 a prestar
atencion a la topologia, pero esta nueva etapa queda fuera del periodo asignado a
este articulo.

Lo que si hay que resenar en los afios que ahora nos ocupan, al principio y al
final, es la insistencia de Rey Pastor sobre el teorema de Poincaré. Lo expuso de
nuevo en una solemne sesién de la SME celebrada el 5 de abril de 1919, presidida
por Garcia de Galdeano y asistiendo como invitado de honor Jacques Hadamard
(1865-1963), quien realizaba una estancia como investigador invitado en Madrid.
Ante el prestigioso matemético francés expusieron sus trabajos seis matematicos
espanoles, entre ellos Rey Pastor, que esta vez explicé con todo detalle, para que la
escuchara y comentara el testigo de excepcion, su demostracion del tltimo teorema
de Poincaré. También intervino otro activo miembro de la SME, el militar Miguel
Correa Arizmendi, que se ocup6 de «Una cuestién de Andlisis situs», que estaria en
relacion con la tesis doctoral que defendié dos meses después, titulada «Sobre las
curvas de Jordan»?2.

Las conferencias de Hadamard en abril fueron un homenaje a Poincaré centrado
en temas de ecuaciones diferenciales y funciones enteras pero, a peticiéon del piblico
(escaso), anadi6 a su programa una exposicién de sus investigaciones «Sobre las
transformaciones puntualesy, titulo bajo el que aparecié un breve articulo de tres
paginas [22] en la Hispano-Americana, como coloquialmente se llamé a la nueva
revista de la SME, en el que realiza algunos comentarios y arreglos sobre un trabajo
del mismo titulo que habia publicado en 190643,

42Correa leyé la tesis el 27 de junio. Sobre las actividades investigadoras de Correa véase [2].
Anadiremos que en la sesién de la SME de 7 de junio, en la que hubo cinco comunicaciones, Correa
disert6 sobre «Algunos trabajos recientes sobre las curvas cantorianas» y después del verano, en
la serie de cursos no reglados que organizaba la Facultad de Ciencias de Madrid, inicié6 uno sobre
«Clases de Baire».

43Ge trataba de dar condiciones necesarias y suficientes para que una transformacién del espacio
euclideo fuera biyectiva: una de ellas era que lo fuera en un entorno de cada punto y la otra se
referfa a la accién sobre curvas.
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La revista publicé también, en dos fragmentos, un amplio texto sin firma** ti-
tulado «J. Hadamard. Anélisis de su obra matematica». En el segundo fragmento,
dedicado a su trabajo en geometria, mecanica y fisica?®, se mencionan sus contribu-
ciones al «Analisis situs», expresamente su determinacién de un conjunto perfecto
no continuo tomando las tangentes a las geodésicas que pasan por un punto de una
superficie. Tras esta observacion sobre la obra de Hadamard, hay unos parrafos de
opinién sobre la topologia:

Bien extrano parece a primera vista que se haya tardado tanto tiempo en
introducir la Topologia en los problemas analiticos y geométricos, [...] se
impone echar mano de los recursos del Anélisis situs, cuyo desarrollo es
todavia incipiente, pero su porvenir inmenso [. . .| afirmacién que presenta
a la Topologia como Geometria del porvenir.

Aunque los autores de este articulo no lo mencionan, Hadamard habia tenido
colaboracién e influencia en la investigacién topoldgica de Brouwer [33].

Esta aparicién de la topologia en el primer tomo de la Hispano-Americana estuvo
acompaifiada por un articulo de difusion, firmado por uno de los primeros doctores
formados en el Laboratorio y Seminario Matematico de la JAE, Olegario Fernandez
Baiflos (1886-1946), cuya tesis doctoral (1915) desarrollé la parte de la memoria Fun-
damentos de Rey Pastor dedicada a la geometria sintética compleja n-dimensional®S.
Después de ganar una catedra en la Escuela Industrial de Valladolid, Fernandez Ba-
nos realiz6, becado por la JAE, una estancia en Suiza (1917-18) e Italia (1918-19),
este segundo curso en Bolonia junto al prestigioso geémetra Enriques. Enterado de
la puesta en marcha de la Hispano-Americana, envié a Rey Pastor un breve articulo
titulado «Algunas nociones de anélisis situs» [18] que el autor present6 del siguiente
modo:

La falta de literatura matemaética espafiola que se ocupe de esta teoria,
nos induce a la publicacién de este articulo de caricter completamente
elemental e intuitivo, a fin de ganar algin aficionado a tales estudios.

En efecto, este breve articulo, de siete paginas apenas entre las primeras de la
nueva revista, era una invitacién a interesarse por el tema. Empezé explicando de
modo intuitivo la conexién de superficies, enunciando que: «Un &rea plana conexa
de n contornos es multiplemente conexa de orden n y reciprocamente». En su expli-
caciéon mencioné la nociéon de punto interior, para cuyo «concepto riguroso» remitié
a la «Teorfa de conjuntos de dos o mas dimensiones» de Rey Pastor®”. Luego abordé
la idea de la topologia como geometria flexible:

44Preparado por Rey Pastor y José Maria Plans (1878-1934), catedréitico de Mecénica celeste
recién llegado a Madrid. Probablemente las consideraciones acerca de la topologia corresponden a
Rey Pastor.

45Qued6 escrito en el primer fragmento que Hadamard era un «matemdtico intuitivo [que] es
analista porque es geémetra y es gedmetra porque es fisico».

46a memoria no estaba todavia publicada cuando se doctoré, y la publicacién de su tesis esperé
a la de la memoria de su director. Sobre la biografia de Ferndndez Bafios véase [32].

47Se refiere a un capitulo del Resumen de sus lecciones de Analisis matemético 2.°.
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252 REVISTA MATEMATICA HISPANO-AMERICANA
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Figura 6: Titulo del articulo de O. Ferndndez Baifos.

Asi como en geometria métrica, el movimiento de una figura no altera
sus propiedades, [...] decimos que el Andlisis situs o Topologia estudia
las propiedades de las figuras que no varian mediante las deformaciones
dichas [sin rotura ni soldadura], esto es, [...] superponibles mediante
flexiones y extensiones sin roturas ni dobles.

Tras esta idea, pasd a exponer varios grupos de superficies, topologicamente igua-
les las de cada grupo pero no las de diferente grupo. Los ejemplos tipicos que mostro
fueron el cuadrado, la esfera, el plano proyectivo y la banda de Mébius. Como ayuda
para comprender las propiedades topoldgicas del plano proyectivo remitia al lector
al primer tomo de la obra de Enriques y su discipulo Oscar Chisini (1889-1967),
que acababa de conocer en Italia [17]. Ferndndez Baflos termina dando una idea
general de poliedro que cumple la formula «C'+V — A = Constantey, para la que de
nuevo remite a la obra ya citada de los italianos, y sefialando la importancia que «la
clasificacién topoldgica de las superficies [tiene] en el estudio de las curvas algébricas
reales». Como referencia para el «lector que desee profundizar en estos estudios»
recomienda el articulo de Poincaré de 1895 [35] mds sus cinco Complementos y el
articulo de Dehn y Heegaard en la Enciclopedia alemana [8].

Este primer intento de difusién de la topologia entre los matemaéticos espafio-
les a través de la Revista Matemdtica Hispano-Americana no tuvo seguimiento de
momento, pero, unos anos después, la propia revista, en su crénica social y en sus
secciones cientificas, inicié una nueva fase en la incipiente recepciéon de la topolo-
gia en Espana de la mano del joven Toméas Rodriguez Bachiller (1899-1980). En
este articulo, por su necesaria limitacion temporal para que no resulte demasiado
extenso, tan solo quedaran relatados los tres primeros anos de una actividad que
siguié desarrollandose con intensidad creciente mas alla de 1925. Fueron los tres
primeros anos, 1923-25, de la actividad profesional de Rodriguez Bachiller como
matematico, licenciado por la Universidad Central desde 1922*%. De inmediato se

48Simultaneaba estos estudios con los de ingeniero de caminos, que terminé en 1924. Véase su
biografia [15].
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incorporé a las actividades del Laboratorio Matematico de la JAE y a la redaccién
de la Hispano-Americana®®, tras el cambio producido por la marcha de Rey Pastor
a Buenos Aires, después de la llegada a la Facultad y al Laboratorio de Plans y José
Gabriel Alvarez Ude (1876-1958). En 1923 inicié una actividad notable en el &mbito
de las relaciones internacionales, utilizando su dominio de idiomas para gestionar
contactos con profesores extranjeros, traducir articulos para su publicacién en la
revista, resenar trabajos fordneos de publicacion reciente, etc. Bajo la direccion de
Alvarez Ude, Rodriguez Bachiller desarrollé un tarea intensa en la redaccién de la
revista, ocupandose en particular de la difusién de la topologia®®.

Entre las resenias publicadas en el volumen de 1923 nos interesa anotar aqui la
realizada (pp. 86-89) a un volumen de publicaciones mateméticas de la Universi-
dad de Estrasburgo, del afio 1921, que contiene varios articulos de Maurice Fréchet
(1878-1973) sobre conjuntos abstractos y topologia. A continuacién, Rodriguez Ba-
chiller dedica una pagina a comentar la tesis doctoral, presentada en esa misma
universidad francesa, de Louis Antoine (1888-1971) «Sobre el homeomorfismo de
dos figuras y de sus entornos» [3]. Més adelante (pp. 200-201) dedicé otra pégina a
resenar la segunda edicién del libro de Hermann Weyl (1885-1955) sobre superficies
de Riemann [55], en el que la topologia estd muy presente para evitar los razona-
mientos intuitivos hasta entonces habituales. Un par de afios después, en 1925 (pp.
112-114), comentd la monografia de Solomon Lefschetz (1884-1972) en la Colec-
ci6n Borel «El Anélisis situs y la Geometria algébrica» [30], obra que refleja los dos
principales focos de atencién en el momento del trabajo matematico de Rodriguez
Bachiller. A esta notable actividad difusora de la topologia pronto se anadi6 la en-
senanza y la investigacién en esta materia; de la primera daremos cuenta, pero la
segunda quedard apenas esbozada porque no fue explicita hasta después de 1925.

Rodriguez Bachiller fue elegido por la Facultad de Ciencias de Madrid para dis-
frutar durante el curso 1923-24 de una pension en Paris, para asistir a cursos diversos
en el Colegio de Francia y en la Sorbona. Naturalmente siguié varios cursos de muy
notables matematicos franceses, pero ahora nos quedamos con el dado por Lebesgue
titulado «Analysis situs». A su regreso a la capital espanola, la Facultad seleccion6
este curso para que lo repitiera durante 1924-25 como actividad extraescolar a cele-
brar los sabados por la tarde, surgiendo asi el primer curso de topologia dado en la
universidad espanola. En anos sucesivos Rodriguez Bachiller no dejé de impartir este
tipo de cursos de topologia, de los que daba cuenta resumida en las sesiones perio-
dicas que celebraba la SME, lo que sabemos por las crénicas que de estas reuniones
publicaba la revista de la Sociedad. Ademéas de mencionar su existencia, solo en 1925
la Hispano-Americana®' ofrecié un breve detalle del contenido del curso:

En la primera conferencia expuso en conjunto, y mediante ejemplos senci-
llos, el objeto del Anélisis situs o Topologia, haciendo una breve historia
del origen y desarrollo de estas importantes cuestiones, cada vez mas
capitales en el estudio de la teoria de funciones.

49En la que habfa participado siendo estudiante con la resolucién de problemas propuestos y
alguna colaboracién como traductor.

50Y no solo de topologia, pero no nos referiremos ahora a otras cuestiones.

51Vol. 7, n.° 4, pp. 71 y 105.
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La segunda conferencia la dedicé a demostrar el teorema de Jordan para
poligonos planos.

En las tres siguientes lecciones expuso el Sr. Rodriguez Bachiller las ideas
fundamentales de la teoria de conjuntos de puntos que ha de necesitar en
ulteriores lecciones, el concepto de representacion topologica, demostran-
do como un recinto poligonal se puede representar de manera biunivova
y bicontinua sobre un recinto circular y deduciendo de aqui el concepto
de indicatriz de un plano. |.. ]

Ademds, [...] detall6 la demostracién del teorema de Sierpinski [...] de-
mostré el teorema de Jordan, referente a las curvas cerradas homeomorfas
con una circunferencia.

El caso de Hadamard no fue tinico, ni mucho menos. En los primeros anos veinte
fue frecuente la presencia en Espana, en Madrid y en Barcelona, de matematicos
y fisicos de gran relieve, en cuya venida tuvieron mucha importancia las relaciones
personales y las gestiones de Terradas con vistas a la programacién de los Cursos
Monograficos que venia organizando en Barcelona, desde 1915, en el Instituto de
Estudios Catalanes. La visita méds estelar fue la de Albert Einstein (1879-1955) el
ano 1923, en la que Rodriguez Bachiller tuvo un lucido papel [15]. Un afio antes, la
Hispano-Americana prepar6 el ambiente con un articulo de Einstein divulgador de la
teorfa (especial y general) publicado en tres entregas. Intercalado con ellas, el nimero
4 de la revista abria con fotografia y firma de Weyl seguida de una presentacién (sin
firma) de su trayectoria y obra mateméticas en la que se indicaba que su venida a
Espafia era por invitacién de Terradas. Impartié en la segunda quincena de marzo
un curso titulado « Analisis matematico y el problema del espacio», orientado a la
teoria de la relatividad.

Como consecuencia de este contacto con los mateméticos espafnoles, Weyl publicd
en el volumen de 1923 de la revista de la SME dos articulos de enorme interés
para la recepcion de la topologia: «Reparticion de corriente en una red conductora
(Introduccién al andlisis combinatorio)» [56], y «Andlisis situs combinatorio» [57],
este ultimo en varias entregas, las dos tltimas en el volumen de 1924. El primero de
ellos se iniciaba asi:

La ciencia del Continuo, el Anélisis situs, contiene una parte puramente
combinatoria que hoy, gracias sobre todo a los trabajos fundamentales
de Poincaré, puede ser estudiada autonémicamente y es susceptible de
una exposicion sisteméatica y completa. De este asunto me ocupé en las
lecciones del afio 18 en la Escuela Técnica Superior de Ziirich. [...] Como
introduccién a estos razonamientos es sumamente apropiado el problema
(unidimensional) de la reparticién de corriente en una red conductora ar-
bitrariamente complicada, porque nos pone de relieve los conceptos fun-
damentales que luego pueden ser extendidos al caso de mas dimensiones.

El segundo consiste ya en un amplio estudio de los complejos n-dimensionales,
precedido de un apartado algebraico porque, dice el autor:

A la exposicion general del Anélisis situs conviene hacer preceder las
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principales proposiciones de la Aritmética de las ecuaciones lineales con
coeficientes enteros y n incégnitas®?.

'REVISTA MATEMATICA
HISPANO-AMERICANA

Tomo V © SEPTIEMBRE DE 1923 Num. 7

ANALISIS SITUS COMBINATORjO

o %V{/ § 1. Aritmética de las ecuaciones lineales.

Figura 7: H. Weyl en la Rev. Mat. Hispano-Americana.

La Hispano-Americana habia reproducido articulos traducidos que antes habian
aparecido en su versién original en revistas del pais correspondiente, pero esta vez
la aportacién que Weyl publicaba en Espana era inédita. Con motivo de la visita de
Einstein a Espana, la teoria de la relatividad era un tema muy presente en la actua-
lidad cientifica espanola del afio 1923. Terradas fue uno de los primeros conocedores
de esta teoria en nuestro pais, Plans también estaba interesado en ella y Weyl con-
tribuyé de modo importante al desarrollo de la misma; pero para la revista espanola
Weyl prefirié entregar articulos sobre la todavia incipiente topologia combinatoria
en vez del texto del curso impartido®3.

Segun conté Beno Eckmann (1917-2008) en una conferencia del afio 2004 titulada
«;Es la topologia algebraica un campo respetable?», parece que Weyl eligié una
revista clandestina para que su articulo pasara desapercibido. La conferencia de
Eckmann esté publicada en [10, pp. 245-256], donde inicia el apartado «1. Hermann
Weyl, 1923/24» con esta pregunta que dirigié a Weyl, a la que sigue el relato por
Eckmann de la respuesta del interpelado:

L Por qué publicé sus dos articulos de 1923/2/4 sobre Topologia Algebraica
(«Analysis Situs Combinatorios) en espatiol y en la Revista Matemdtica
Hispano-Americana, una revista que no era bien conocida y no fdcilmente
accesible en su tiempo?

Simplemente Hermann Weyl no queria llamar la atenciéon de estas dos
publicaciones, jlos colegas no las iban a leer! El campo no se conside-
raba una mateméatica seria como los campos clasicos Andlisis, Algebra,
Geometria.

52Con referencia a Leopold Kronecker (1823-1891) expone la reduccién de una transformacién
lineal entre grupos abelianos a la forma canénica diagonal con coeficientes los divisores elementales,
poniendo de manifiesto su caracter invariante.

53Se lo reservé para publicarlo como libro [58], que dedicé con mucha admiracién a Terradas.
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Eckmann explica que formul6 esta pregunta a Weyl en 1954 cuando este prepa-
raba la laudatio para la entrega de las Medallas Fields en el ICM de Amsterdam,
con las que se premiaba a J-P. Serre (1926-) y a K. Kodaira (1915-1997), al pri-
mero por su trabajo sobre los grupos de homotopia de las esferas, asi que, concluye
Eckmann, «mientras tanto [veinte afos] las cosas deben haber cambiado considera-
blemente», en lo que a la «correccién matematica» de la topologia se refiere. No es
este el momento de explicar el contenido de estos articulos espanoles de Weyl, baste
senalar que Eckmann los calificé como® una «presentaciéon ampliamente algebraica,
elegante y muy detallada, de la Topologia Combinatoria tal como fue descrita por
Poincaré en los Complementos».

Quizéas estos articulos espanoles de Weyl causaron sorpresa a Fernandez Bafos,
entonces residente en Santiago de Compostela®®, pues estuvo con Weyl en Ziirich du-
rante su primer afio de pensionado JAE en Suiza. Segiin cuenta el propio Ferndndez
Bafios en sus memorias, buscaba temas de geometria en los que investigar, pero Weyl
le sugiri6 que con tal fin debia ir a Alemania o Italia, porque él se centraba entonces
en problemas matemaéticos de las nuevas teorias fisicas; fue por eso que Ferndndez
Banos marché a Italia con Enriques el curso siguiente. Weyl empezé en 1911 a ocu-
parse del andlsis situs en sus trabajos sobre superficies de Riemann y también usaba
topologia en su trabajos sobre la relatividad, pero no le ofrecié a Fernandez Banos
colaborar en esta actividad, tal vez porque era un momento muy incipiente en su
dedicacion a este asunto, o tal vez, segtin el relato de Eckmann, porque como tema
auténomo no le pareceria valorado y apropiado para tener un pensionado dedicado
a ello. Mientras Ferndndez Bafios reorientaba su pensiéon hacia Italia y le llegaban
los permisos pertinentes para el traslado, se ocup6 a sugerencia de Weyl de comple-
tar un trabajo de Wilhelm Blaschke (1885-1962) sobre problemas isoperimétricos y
cuerpos convexos, lo que realizé con éxito publicando su contribucién en un articulo
en la revista de la Academia de Ciencias de Madrid [19].

Terminaremos el relato del primer cuarto de siglo topoldgico en Espana con unas
referencias al ano final del periodo. Vayan primero algunas alusiones a la topologia
que aparecen en el volumen de 1925 de la Hispano-Americana. En sus primera pé-
ginas hay un articulo de tono divulgador escrito por Waclaw Sierpinski (1882-1969)
sobre «Funciones y conjuntos», en el que se menciona la topologia como el estudio
de ciertas transformaciones y sus invariantes. También, en una presentaciéon de Vito
Volterra (1860-1940), que visitaba Espafia, el fisico-matematico Fernando Lorente
de No hizo hincapié en que el matematico italiano era «avezado a los razonamientos
del Analisis Situs» que utilizaba en sus estudios sobre ecuaciones diferenciales.

Por dltimo, dejaremos constancia del encuentro de Rey Pastor y Rodriguez Ba-
chiller en torno a la topologia, el ano en que Rey Pastor reaparecié después de su

54y sefalar también que en la pagina web del topélogo Andrew Ranicki se destaca que en ellos
«se definié por vez primera (en la dltima pégina) la signatura de una variedad 4k-dimensionaly. Es
curioso que Ranicki, que menciona la anterior anécdota de Eckmann, dice que «el articulo fue escrito
en espaifiol y publicado en México [sic] ... », asociando la Revista Matemdtica Hispano-Americana
al gran pais de la otra orilla del Atlantico.

55Desde 1921 era catedratico de Geometria analitica en la Facultad de Ciencias gallega. Desde
esta alejada periferia ya iniciaba su dedicacién a cuestiones de economia matemaética que le llevaron
a volver a Madrid convertido en estadistico.
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asentamiento en Buenos Aires, todavia provisional pero ya duradero desde 1921.
Seguro que coincidieron antes por la Facultad y el Laboratorio Matematico, pero
hay constancia documental de que ambos participaron en la sesién celebrada por la
SME en marzo, en la que Rodriguez Bachiller hizo una de sus habituales exposiciones
dando cuenta de la marcha de su curso de topologia y Rey Pastor disertd «acerca
del nimero minimo de vértices de una curva cerrada y convexa y del fenémeno de
Gibbs». Unos meses después, en junio, ambos compartian presencia en el Congreso
de la AEPPC en Coimbra (1925), Rey Pastor volviendo a exponer su demostracién
del teorema de Poincaré, junto con otras dos comunicaciones sobre historia de la
matematica ibérica renacentista. Por su parte, Rodriguez Bachiller, distinguido co-
mo conferenciante invitado, disert6 sobre «Los fundamentos topoldgicos del Andlisis
y de la Geometria algebraicay; presenté ademaés cinco comunicaciones, una de ellas
sobre el mismo tema (vértices de una superficie) que habia ocupado a Rey Pastor
en Madrid. Ninguna de estas intervenciones orales, ni la de Rey Pastor ni las de
Rodriguez Bachiller, quedaron reflejadas en las actas del congreso. En el segundo
cuarto del siglo, estos dos personajes siguieron ocupandose de la topologia, campo en
el que publicaron trabajos, pero siempre lo hicieron no como especialistas exclusivos
sino dentro de una actividad de mas amplio espectro en anélisis matematico.

Rey Pastor si publicé en 1925, en la Hispano-Americana, un articulo elemental
«Sobre la equivalencia de poliedros» [45] de tipo métrico més que topolégico, pues
su objetivo era dar una demostracién, alternativa a las dadas por Dehn y otros, del
tercer problema de David Hilbert (1862-1943). Pero es interesante sefialar que, como
preparacion para su prueba, afirmé que

conviene generalizar el concepto de poligono admitiendo como tales los
que tienen dos o més lados consecutivos en linea recta; |...]
Anélogamente, si en las aristas de un poliedro se intercalan nuevos vér-
tices, resulta otro con el mismo niimero de caras, pero mayor nimero de
aristas y de vértices, |...]

Asimismo se pueden intercalar vértices en las caras, uniéndolas con vér-
tices de éstas; .. ]

Rey Pastor deja para el lector comprobar que estos poligonos y poliedros gene-
ralizados siguen verificando, respectivamente, el valor de la suma de dngulos y la
férmula de Euler, da una caracterizaciéon de la equivalencia por descomposicion de
estos poliedros generalizados y de ella deduce que un cubo no puede ser equivalente
a un poliedro regular.
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