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INTRODUCCION

En el mundo del cine, de la ciencia ficcién o quizas en el de la divulgacién
cientifica, hemos asistido en los ltimos tiempos a un bombardeo incesante en
torno a unos cuantos términos provenientes de la literatura cientifica, términos
como caos, atractores extranos, efecto mariposa, impredecibilidad
del tiempo atmosférico, etc, han estado en boca de muy diferentes prota-
gonistas. De peliculas como Chaos de los hermanos Tavianni, el extravagante
profesor de Parque Juréasico de Steven Spielberg o el formidable embro-
llo de la comedia Efecto Mariposa de Fernando Colomo. En la literatura
encontramos también ejemplos de lo mismo. El cuento ;El aleteo de una
mariposa en Nueva York puede provocar un tifén en Pekin? esta
incluido en el libro de cuentos L’angelo Nero (1991) de Antonio Tabucchi,
aunque a decir verdad, resulta complicado encontrar relaciones entre el mismo
relato y lo que su titulo significa. En el libro A Sound of Thunder de
Ray Bradbury se plantea una curiosa historia. La muerte de una mariposa
prehistérica, con su consiguiente falta de descendencia, cambia el resultado
de la eleccion presidencial en Estados Unidos, en el momento presente. En la
novela Storm de George R. Stewart, un meteredlogo recuerda el comentario
de uno de sus profesores acerca de que, un hombre que estornudara en China
podria dar lugar a que la gente tuviera que quitar la nieve con palas en la
ciudad de New York.

Los libros dedicados a la divulgacién cientifica también han sido prédigos
en estos temas. Se pueden citar algunos de ellos de entre una gran variedad
que con mayor o menor fortuna abordan el tema. En la bibliografia se hace
una descripcién més detallada de los mismos, [L], [St], [C],[P], y [R] por citar
sélo alguno de ellos.

Incluso, el asunto ha llegado a las lecciones magistrales de la Universidad
de Murcia con motivo de la festividad de Santo Tomds de Aquino (véase la
referencia [M]).
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Segun el Diccionario de la Real Academia Espafiola, la palabra caos pro-
viene de la palabra griega yao( (abertura) que originalmente en la Teogonia
de Hesiodo significaba el espacio vacio infinito que existia antes de todas las
cosas del que nacieron Erebo y la Noche, cuyos hijos fueron el Eter y el Dia.
En latin existe la palabra chaos que originalmente se interpretaba (en Ovidio,
por ejemplo) como la masa en estado bruto sin modelar, sobre la que el gran
arquitecto del mundo introdujo orden y armonia generando el Cosmos. Ac-
tualmente tanto en inglés como en castellano, la palabra caos (chaos en inglés)
tiene dos significados:

(a) Estado amorfo e indefinido que se supone anterior a la constitucién
del cosmos.
(b) Confusién, desorden.

La finalidad de este trabajo es triple. Por un lado aclarar el origen, la
nocién y la evoluciéon del término caos, su corazén geométrico que son los
atractores extranos y finalmente presentar algunos modelos que provienen de
las ciencias experimentales, donde el caos se presenta y que son susceptibles
de ser interpretados facilmente.

La conclusion final que podemos extraer es que las ideas sobre el caos son
en realidad ideas que fueron descubiertas en el siglo XIX y puestas de actuali-
dad en los afios 70 en el mundo norteamericano de la Fisica y las Matematicas
con otro nombre y una distinta formulacion.

Las ideas sobre los atractores extranos si que son ideas novedosas de los
citados afios 70 y han impulsado una forma nueva de abordar un problema muy
importante en Fisica y Matematicas como es el problema de la turbulencia
en los fluidos.

ORIGEN Y CONCEPTO DE CAOS

Aunque pueda haber algin precedente, en cualquier caso poco claro, la
primera vez que se usé el término caos en un articulo de Matematicas, fue en
1975 con la aparicién en la revista americana American Mathematical Monthly
de un articulo con el sugestivo titulo de Period three implies chaos escrito
por L. Li y J. Yorke. Aunque el articulo es interesante en si, sin embargo
tuvo mucha transcendencia de cara a la investigacion en Matematicas por el
hecho del empleo del término “chaos”, aunque el fenémeno estudiado en dicho
articulo no coincidia con el que posteriormente se va a identificar con la nocién
de caos. El articulo se referia al hecho de que si una funcién continua real de
variable real tiene un punto periédico de periodo 3, entonces tiene puntos
periddicos de todos los periodos.

Antes de la aparicién del articulo de Li y Yorke, en el mundo de la Fisica,
Metereologia, Ingenieria, etc, el término caos se estuvo usando de una for-
ma poco precisa y muy irregular para describir fenémenos caracterizados del
siguiente modo, segiin una descripciéon heuristica del metereélogo E.N.Lorenz:
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Parece apropiado denominar cadtico a un sistema fisico real, si un modelo
del mismo suficientemente realista, del que se haya suprimido la aleatoriedad
inherente al mismo, sigue aparentando comportamiento aleatorio.

Lorenz estaba reproduciendo sin saberlo y haciendo alusién ademas a fenéme-
nos ya considerados y a ideas ya exploradas en el mundo de las Matemaéticas
en el siglo XIX.

Antes de pasar a un analisis maés fino de estas ideas, vamos a hacer algunas
precisiones sobre la terminologia que estamos empleando y que emplearemos
en lo que sigue.

Un sistema es algo que tiene partes y que se concibe como una entidad
simple. Segin esta definicién, no todo es un sistema:

(1) Euclides defini6 un punto como aquello que no tiene partes.
(2) En la mayor parte de las teologias, Dios no tiene partes.
(3) El conjunto vacio tampoco tiene partes.

Sin embargo la mayor parte de las cosas pueden ser vistas como sistemas
de muy diferentes tipos: el sistema solar, el sistema capitalista, el sistema
métrico-decimal, el sistema financiero, el sistema econémico mundial, el siste-
ma cardiovascular, etc. En Matemaéticas, es interesante recoger la opinién de
Wittgenstein [Hi] sobre los sistemas matemaéticos:

Un sistema matematico es un mundo. En Matematicas no podemos hablar
de sistemas en general, sino unicamente de la idea de estar dentro de un
sistema.

Los teoremas de Godel pueden interpretarse como una formulacién precisa
del significado de Wittgenstein. En realidad un sistema se identifica como la
coleccion de todos sus estados concebibles.

Un sistema dindmico es uno que cambia con el tiempo. Lo que cambia
en realidad es el estado del sistema. A tal respecto, el sistema capitalista
es dindmico (segin Marx), mientras que el sistema métrico-decimal es no
dindmico.

Aunque més adelante lo definiremos con maés precisién, un sistema dindmi-
co en el sentido matematico, viene descrito por su espacio de estados junto con
una regla llamada la dindmica del sistema que permita determinar el estado
que corresponde a un tiempo futuro dado, partiendo del estado del sistema en
el tiempo presente. Desde las mas antiguas civilizaciones hasta la relatividad
general, el sistema dindmico méas importante ha sido el cosmos y el problema
crucial, el de encontrar su dinamica.

Tradicionalmente, en Fisica y también en Matematicas, los sistemas se
han clasificado en dos grandes grupos:

(1) Sistemas lineales.
(2) Sistemas no lineales.

Un sistema dinamico es lineal cuando su dindmica es conocida, de tal forma
que el conocimiento del estado actual del mismo hace que se pueda conocer
el estado en cualquier otro instante futuro o pasado. Dicho sistema se puede
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formular mediante una ecuacién diferencial ordinaria o en derivadas parcia-
les, ecuacién en diferencias finitas, ecuacion integral o sistemas de ecuaciones
combinacién de las anteriores, pero siempre lineales. Esto significa desde un
punto de vista fisico, que la respuesta a una suma de efectos, es la suma de
las respuestas a cada uno de ellos.

La segunda ley de Newton F' = ma es un buen ejemplo de tales linealidades.

Los sistemas no lineales son dquellos que no presentan tal comportamiento,
pero si se conoce el estado actual del sistema y una ecuacién (de cualquiera de
los tipos senialados anteriormente) no lineal que lo modeliza, también se podra
conocer el estado que el sistema alcanzara en el futuro.

Tanto para sistemas lineales como no lineales, si el sistema estd modela-
do por una ecuacion diferencial o en diferencias finitas, se denomina sistema
determinista, es decir, existe una forma de determinar su comportamiento fu-
turo dadas unas determinadas condiciones iniciales. En tales circunstancias se
puede esperar un comportamiento regular y predecible del sistema.

Pero ésto no resulta ser exactamente asi y ya Poincaré en 1892 descubrié
que algunos sistemas derivados de la Mecénica, cuya evolucién en el tiempo
estd gobernada por las ecuaciones de Hamilton, no siguen el comportamiento
regular anteriormente considerado, sino que por el contrario el comportamiento
futuro es completamente impredecible. En esencia ésto significa que si el estado
de un punto evoluciona de una forma regular con el tiempo, es de esperar
que un punto préximo al anterior lo haga de una forma parecida. Lo que
posteriormente se llamé comportamiento irreqular o cadtico es precisamente
el que puntos proximos en el instante actual, puedan tener comportamientos
muy dispares en instantes futuros.

Desgraciadamente, en el mundo de la Fisica y de las Matematicas, ésto
fue considerado como una simple curiosidad hasta que unos 70 anos después,
hacia 1963, Lorenz encontré un sistema de tres ecuaciones diferenciales no
lineales bastante sencillo cuyas trayectorias verifican la anterior condiciéon de
impredecibilidad futura.

En anos recientes, debido sobre todo a la ayuda de resultados tedricos
nuevos, a las posibilidades de cdlculo que ofrecen los modernos ordenadores y
a técnicas experimentales mas sofisticadas, se ha encontrado que lejos de ser
una curiosidad, el fenémeno de impredecibilidad de los sistemas se presenta
frecuentemente en la naturaleza y con notables consecuencias en muchas ramas
de la ciencia. Sobre todo en Fisica, el fenomeno de la impredecibilidad se ha
bautizado con el sugestivo nombre de caos determinista.

Ahora podemos presentar algunos sistemas no lineales que presentan el
caos determinista:

e el péndulo forzado,

e los fluidos cerca de la apariciéon de la turbulencia,

e los lasers,

e muchos problemas en Optica no lineal,

e uniones de Josephson,

e algunas reacciones quimicas,

e el problema clasico de los n-cuerpos (en particular el de los tres cuerpos),
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aceleradores de particulas,

plasmas sometidos a ondas no lineales interactivas,

modelos biolégicos en dindmica de poblaciones,

células del corazon sometidas a excitacién exterior,...

Aqui conviene hacer notar un hecho importante; la no linealidad es una con-

dicidn necesaria pero no suficiente para la presencia del caos determinista.
Aunque existe probablemente una prehistoria de todas las ideas que hemos

mencionado, nosotros y para centrar las nociones, vamos a seguir la actividad

de tres cientificos franceses del siglo XIX.

Jacques Hadamard (1868-1963)
Pierre Duhem (1861-1916)
Henri Poincare (1854-1912)

Nuestros antepasados habian descubierto hace mucho tiempo que el futuro
es muy dificil, si no imposible, de predecir. Pero lo que es mas reciente es el
descubrimiento del hecho y su demostracion matemética de que en algunos
sistemas, una pequena variacién en el punto inicial donde empezamos a con-
siderar la evolucién del mismo, conducen a grandes cambios en la evolucién
posterior , por lo que cualquier posibilidad de prediccion resulta completamen-
te imposible.Este hecho fue observado por Hadamard en [H].

El sistema considerado por Hadamard era una especie de billar alabeado,
al que denominaremos el billar de Hadamard y en el que la mesa del mismo se
ha sustituido por una superficie con curvatura negativa en todos sus puntos.
Realmente lo que interesa considerar es el movimiento que tendria un punto
ideal que estuviera ligado a dicha superficie y que se moviera por la misma sin
rozamiento. De esta forma el billar de Hadamard constituye la materializacién
de lo que se conoce técnicamente por flujo geodésico sobre la superficie de
curvatura negativa.

El siguiente teorema (demostrado primeramente por Lobatchevsky para
superficies de curvatura negativa constante como la esfera o la pseudoesfera,
fue extendido por Hadamard a superficies de curvatura negativa en todos sus
puntos, aunque no necesariamente constante) se puede enunciar en el lenguaje
actual de las variedades riemanianas diferenciables.

Teorema 1 Sea V una variedad riemaniana compacta y conezxa de curvatura
negativa. Entonces el flujo geodésico en el espacio tangente en cada punto a
la variedad es un C-flujo.

Una demostracion de este teorema se puede encontrar, por ejemplo en
[AA]. C-flujo significa que las dérbitas del sistema son altamente inestables en
el sentido de que dos érbitas que tengan datos iniciales préximos se separan
exponencialmente con el tiempo.

La misma propiedad que tiene el billar de Hadamard, fue demostrada en
los anos 70 por el matematico soviético Jakob Sinai para el caso de un billar
plano con obstdculos convezos [S].
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Para tener una idea sencilla del fenémeno que ocurre en el billar de Sinai
podemos utilizar la maquina de bolas de la Figura 1. Dos bolas que se lancen
con aproximadamente la misma direccién y velocidad pueden tener trayecto-
rias muy dispares, como se observa en dicha figura. Dicha disparidad es debida
a la presencia de los obstaculos en el billar.

Figura 1. Méaquina de bolas que ilustra el fenémeno que se presenta
en el billar de Sinai.

En la época en que se conocieron los trabajos de Hadamard, uno de los que
entendieron las repercusiones filosoficas de los mismos fue el fisico y filésofo
francés Pierre Duhem (como curiosidad, a Duhem se le debe la publicacién
de un trabajo considerable que tituld: El Sistema del Mundo, Historia de las
Doctrinas Cosmoldgicas de Platén a Copérnico en diez volimenes. En uno
de estos volumenes publicado en 1906, introdujo un apartado bajo el titulo
de: Ejemplo de una Deduccion Matemdtica que nunca debe utilizarse [D]. En
este apartado, Duhem se referia al cdlculo de trayectorias sobre el billar de
Hadamard. Tal trayectoria ”nunca debe utilizarse”, ya que cualquier pequena
incertidumbre que necesariamente esta presente en la condicién inicial, da
lugar a una gran incertidumbre en la trayectoria calculada si se espera el
tiempo suficiente, y ésto convierte a la prediccién en algo sin ningin valor.

En Ciencia y Método, publicado en 1908, el gran matematico Henri Poin-
caré hace uso de algunas observaciones que él mismo habia realizado tiempo
antes al estudiar las érbitas de cuerpos materiales en el espacio tridimensional
en el modelo conocido como el problema de los tres cuerpos que no es otra
cosa que un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones
iniciales que representan los movimientos resultantes de tres cuerpos sometidos
a las fuerzas gravitatorias ejercidas entre ellos.

En este modelo, existen puntos fijos en los que las variedades estables e
inestables de los mismos (conjuntos de puntos cuyas érbitas cuando el tiempo
crece, tienden al punto fijo o puntos cuyas érbitas “proceden” de los mismos)
se cortaban. Poincaré descubrié que cuando este fenémeno ocurre, las érbitas
que pasan cerca de los puntos de intersecciéon se comportan de una forma muy
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complicada. Tal punto de intersecciéon se denomina un punto homoclinico
del punto fijo. La drbita que pasa por un punto homoclinico se denomina una
o6rbita homoclinica. Cualquier érbita homoclinica tiende hacia el punto fijo
tanto para valores del tiempo hacia adelante como hacia atras.

Estas observaciones, propiciaron el que en el citado “Ciencia y Método”,
Poincaré discutiera el problema de la impredecibilidad del movimiento de cier-
tos sistemas mecanicos, aunque no de una forma técnica. Llega a la conclusién
de que el azar y el determinismo se pueden hacer compatibles precisamente
por la impredecibilidad a largo plazo. Poincaré lo explica del siguiente modo:

Una causa muy pequena, que se nos escapa, determina un efecto considera-
ble que no podemos prever, y entonces decimos que dicho efecto se debe al
azar.

Poincaré conocia lo ttiles que son las probabilidades en la discusién del mundo
fisico y queria saber cuales eran las fuentes del azar. Sus reflexiones le dieron
varias respuestas. Uno de tales mecanismos o fuentes posibles era el de la
inestabilidad de las orbitas.

Discutié dos ejemplos destacados de inestabilidad:

1. Un gas que estd compuesto de numerosas moléculas que se mueven a
gran velocidad en todas las direcciones y que experimentan numerosos
choques entre si. Estos choques, segiin Poincaré, dan lugar a sensibi-
lidad a las condiciones iniciales (esta terminologia no fue empleada
por Poincaré sino la de impredecibilidad del moviento). La situacién es
analoga a la de la bola de billar chocando con un obstaculo convexo. La
impredecibilidad del movimiento de las particulas en el gas justifica una
descripcién probabilista del mismo.

2. El segundo ejemplo concierne a la Metereologia. Tambien en este ejem-
plo existe sensibilidad a las condiciones iniciales. Por otra parte, nuestro
conocimiento de las condiciones iniciales es siempre algo impreciso, y ello
explica la poca fiabilidad de las previsiones del tiempo atmosférico que
se pueden realizar. Esto ocurria al final del siglo XIX, pero actualmente
parece que las cosas en este terreno no han mejorado sustancialmen-
te. Asi, como no podemos prever cémo se van a suceder los fenomenos
metereoldgicos, pensamos que su sucesién tiene lugar al azar.

Hay que poner de manifiesto que el esfuerzo realizado por Poincaré para
tratar de entender cudles son las fuentes del azar, tiene mucha relacién con el
ambiente cientifico que se vivia a finales del siglo XIX. En esta época, muchos
fisicos y quimicos negaban el que la materia estuviera compuesta de dtomos
y de moléculas. Otros habifan aceptado ya mucho tiempo atras, el que en un
litro de cualquier gas, habia un niimero enormemente grande de moléculas que
se movian a gran velocidad en todos los sentidos y que chocaban en el mas
espantoso de los desérdenes. Este desorden se puede cuantificar como la suma
de mucho azar en un volumen pequeiio. Pero ;cudnto azar? La pregunta tiene
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sentido y podemos responderla gracias a la Mecdnica Estadistica, creada hacia
1900 por el austriaco Ludwig Boltzmann y el americano J. Williard Gibbs. La
contestacién a la pregunta es que la cantidad de azar presente en un pequeno
volumen de un gas viene dada por la entropia de ese volumen de gas.

Lo que resulta interesante, es que actualmente tenemos medios de deter-
minar con precisién estas entropias. La conclusion es que, en cierto modo, se
consigue domesticar el azar y convertirlo en imprescindible para la compren-
sién de la estructura de la materia.

Aunque no en los términos usados por la Mecdnica Estadistica, la nocién
de entropia fue introducida en 1850 por el fisico aleman Clausius y ha tenido
una curiosa evolucion en la historia de los Sistemas Dindmicos que merece
comentar, aunque solo sea brevemente.

Usando las ideas de Boltzmann y Gibss, el ingeniero americano Claude
Shannon cred en 1948, lo que hoy conocemos como Teoria de la Informacion
introduciendo una nueva nocién de entropia, extensiéon de las anteriores. Mas
adelante, con las ideas de la Teoria de la Informacion, el matemaético soviético
A .N.Kolmogorov introdujo en el contexto de los Sistemas Dinamicos, la no-
ciéon de entropia métrica que se extendié en los anos 70 a la de entropia
topoldgica y que actualmente es usada en Sistemas Dindmicos como una
medida del grado de complejidad de los mismos.

ALGUNAS DEFINICIONES Y TERMINOLOGIA

Todas estas ideas cuya génesis hemos repasado, fueron consideradas por el
mundo matemaético a partir sobre todo de los anos 70 por dos razones; por lo
sugestivas que son y por el ambiente cientifico general que impulsé a analizarlas
en un marco teérico adecuado.

Para entender su evolucién actual, vamos a introducir las definiciones de
Sistema Dinamico, Sensibilidad a las Condiciones Iniciales y Caos
que son el marco al que nos referiamos.

Llamaremos Sistema Dindmico a una terna (X,G,¢$) que consiste en un
espacio de fases o espacio de estados X (que puede ser un espacio topoldgico,
o métrico o una variedad con alguna estructura diferencial), un semigrupo de
escalares G o conjunto de tiempos (generalmente un subgrupo aditivo de R)
y el flujo del sistema ¢ que es una aplicacién de GxX en X verificando las
siguientes propiedades:

(1) ¢ es una aplicacién continua.
(2) ¢(0,z) = x para todo z € X
(3) &(t, d(s,z)) = ¢(t + s,x) para todo t,s € Gy todo = € X.

Si G =NU{0} o G =Z (respectivamente G = RT U {0} o G = R) tene-
mos un Sistema Dinamico Discreto o un Sistema Dinamico Continuo.
Es evidente que pueden haber sistemas que no sean de ninguno de los tipos
anteriores.

En cualquier caso dado x € X, la funcién ¢(t,x) o ¢,(t) con t € G es
una solucion del sistema dindmico y su imagen la denominaremos la orbita
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asociada a tal solucion.

Un sistema discreto puede venir dado por una funcién continua f : X —
X, en tal caso es ¢(n,z) = f"(z) donde f*(x) = fo f"I(x) paran>1y
fO(x) quiere decir la Identidad en X.

Los sistemas dindmicos discretos mas interesantes desde el punto de vista
de las aplicaciones son dquellos en los que X = I"™ con I = [a,b] CRy f una
funcién continua en I™. Ejemplos de estos sistemas nos lo proporcionan las
FEcuaciones en Diferencias Finitas y modelos que provienen de la Dindmica
de Poblaciones.

(1) zp41 = Azp(1 — xy), paraz, €[0,1]] y0<A<4

(2) 41 = Azp(1 —24-1), paraz €[0,1] y A € R Estos dos tdltimos
ejemplos se denominan las curvas logisticas uni y bidimensionales. (3)
Modelos discretos de evolucién de las epidemias:

Tpr1 =1 —zp)(1—e ), z€0,1]]yaeR
In+1 = (1 —Tp — Tn-1— xn72)(1 - e—aa:n)

También pueden existir sistemas discretos donde X esté formado por un
nimero finito o numerable de elementos. Tales sistemas se suelen denominar
redes neuronales, automatas, etc y plantean interesantes problemas combina-
toriales y de Matematica Discreta.

Algunas ecuaciones en derivadas parciales pueden engendrar sistemas di-
néamicos continuos. Un ejemplo sencillo de tal situacién nos lo proporciona la
ecuacion del calor en una dimensién espacial y con condiciones de contorno.

Pero los ejemplos maés interesantes de sistemas dindmicos continuos son
los sistemas de ecuaciones diferenciales auténomas, es decir, un sistema de la
forma

& = f(z) donde f € C"(Q) y 2 C R" es un conjunto abierto

A partir de ahora cuando nos refiramos a un sistema dindmico continuo se
tratard de un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales cuyo flujo sera
representado por ¢(t,z) que es una funcién que contiene toda la informacién
sobre la evolucion del sistema.

Consideremos ahora sistemas dindmicos continuos y discretos en 2 C R"™
(respectivamente en un compacto X C R"™). En los afios 70, el matemdtico
americano J.Guckenheimer acuné la terminologia dependencia sensible a las
condiciones iniciales.

Sean los sistemas dinamicos

i=f@) (9:X —X)

Supondremos que A C R™ es un conjunto invariante por el flujo de estos
sistemas, es decir, ¢(t,A) C A para todo t > 0 (respectivamente g"(A) C A
para todo n > 0). Decimos entonces que el sistema @ = f(z) (resp. g : X — X)
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presenta dependencia sensible a las condiciones iniciales en A, si existe € > 0
tal que para cada z € A y cada entorno de =, U(x), existe y € U y t > 0 (resp.
n > 0) verificando la condicién:

|6(t, ) — o(t,y)| > &,

o respectivamente,
9" (x) — 9" ()| > e.
En 1989, el matematico americano R. Devaney formuld la siguiente defi-
nicion:
El sistema & = f(x) (resp. g : X — X) es cadtico en un conjunto
compacto A C R” si se verifican las dos condiciones siguientes:

1. El sistema & = f(x)(resp. g : X — X)) tiene dependencia a las condicio-
nes iniciales en A.

2. El sistema es topoldgicamente transitivo en A. (Topolégicamente tran-
sitivo significa que para cada dos subconjuntos abiertos y no vacios de
AU y V existe tg > 0 (resp. ng > 0) tal que ¢(to,U) C V (resp.
g"(U) c V).

Esta tultima definiciéon no es seguida en la actualidad al pie de la letra y
otras definiciones de sistemas cadticos han aparecido, sobre todo en el mundo
de la Fisica. Sin embargo, la anterior definicién de Devaney puede ser con-
siderada como la formalizacién matematica de las ideas cuyo origen hemos
establecido.

Para tratar de hacerse entender, en una conferencia pronunciada en Was-
hington en 1972, el meteredlogo Lorenz introdujo la metafora del efecto ma-
riposa para tratar de explicar el porqué el tiempo atmosférico no es predecible
bajo ciertas condiciones, es decir, los modelos aproximados de las ecuaciones
de la predicciéon del mismo, tienen dependencia sensible a las condiciones ini-
ciales: “el aleteo de una mariposa en Brasil, ;podria provocar un tornado en
Texas? ”. La imagen es sugestiva en cuanto a su descripcion, pero no es muy
comprensible su significado.

Finalizaremos esta secciéon introduciendo un ejemplo paradigmético de
sistema dinamico cadtico y que se ha usado muy frecuentemente para decidir
la caoticidad o no de otros sistemas.

Sea S un conjunto formado por N simbolos, en particular podemos pensar
en los nimeros 0, 1,2, ..., N — 1. Consideremos ahora el conjunto de todas las
bisucesiones que se puedan construir con los niimeros anteriores. El resultado
es un conjunto que representaremos por »N que puede verse como un producto
cartesiano infinito de copias de S.

“+00
"= H S; donde S; = S para todo i € Z

1=—00
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Un punto s € % estara representado por la bisucesién

§={.8_p...5-180.5152....8p.... }.

Sies

$={..51...5.150.51.-.5n...}

podemos definir en £V una métrica d dada por:

d(s,s) = Ji:.o L7| 8i = 5i |
’ 2l 14 | 55 — 3 |

1=—00
Entonces el espacio (X%, d) resulta ser un espacio métrico compacto, to-

talmente desconectado y perfecto (de hecho un conjunto tipo Cantor).
Definimos sobre dicho espacio la aplicacion shift:

o:uN 9N

Ccomo O'(....S_180.81782...) = (...3_18081.82...)
Se pueden comprobar las siguientes propiedades:

1. o(xV) =%V
2. o es una aplicacién continua.

3. La aplicaciéon o tiene un nimero numerable de érbitas periddicas. Los
periodos de estas érbitas recorren todos los niimeros naturales.

4. o tiene una érbita densa, es decir, pasa cerca (en el sentido de la distancia
d) de todas las drbitas del sistema dindmico definido por o.

5. o es topolégicamente transitiva en V.
6. o presenta dependencia sensible a las condiciones iniciales en XV,

7. El sistema dindmico (X%, d) es cadtico en todo L.

Histéricamente, tal sistema dindmico se ha conocido con el nombre de shift
de Bernouilli. Una materializacién del mismo consiste en considerar S = {0, 1}
y relizar el lanzamiento de una moneda al aire, anotando sucesivamente los
resultados obtenidos (un cero si sale cara y un uno si sale cruz).

En la Teoria de la Probabilidad, este modelo es un ejemplo de lo que
técnicamente se conoce como un proceso estacionario.
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ATRACTORES EXTRANOS

Cuando un sistema es cadtico, el conjunto del estado de fases donde se
presenta el fenémeno de dependencia sensible a las condiciones iniciales puede
venir acompanado de otras condiciones adicionales, por ejemplo, que sea un
conjunto atractor para todas o para la mayor parte de las trayectorias del
sistema.

En tales situaciones, es habitual que dicha porcién del espacio de fases
tenga una estructura geométrica y topoldgica muy complicada y como conse-
cuencia una dinamica de alto grado de complejidad. Estos conjuntos fueron
denominados atractores extranos debido a que tienen una estructura y una
apariencia “extrana’”.

El primero que hablé de estas estructuras fue el ya citado meteredlogo
americano del Instituto Tecnolégico de Massachussetts, Edward N. Lorenz.
Este meteredlogo estaba interesado en el conocimiento en profundidad de la
conveccién atmosférica. El fendmeno es como sigue: el Sol calienta el suelo y
las capas inferiores de la atmdsfera se vuelven mas calientes y menos densas
que las capas superiores.Esto desencadena un movimiento ascendente del aire
caliente y ligero, mientras que el aire frio y denso desciende. Estos movientos
son el fundamento de la conveccion. Considerando el aire como un fluido,
su estado en cada instante de tiempo puede ser representado por un punto
del estado de fases que debe ser tomado de dimensién infinita, ya que se
necesitarian infinitas variables para poder explicar los citados estados. En
lugar de estudiar la evoluciéon temporal de estas infinitas variables, Lorenz
usé unas ecuaciones debidas a Boussinesq que describen el flujo de un fluido
situado en una situaciéon convectiva. Truncando hasta ciertos érdenes tales
ecuaciones, Lorenz simplifico las cosas y redujo el problema al estudio de una
evolucién temporal en tres dimensiones. Obtuvo un sistema de tres ecuaciones
diferenciales ordinarias con parametros:

T = —ax + ay
y=br—y—2xz
z2=—cz+xy

Con ayuda del ordenador y usando el método de Runge-Kutta de cuarto
orden para la resolucién del citado sistema, para unos determinados valores
de los parametros, Lorenz obtuvo figuras semejantes a la Figura 2, que desde
entonces se conocen como atractores de Lorenz.
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Figura 2. Evolucién de la o6rbita de un punto perteneciente al atractor.

En la Figura 2 se ha representado graficamente la evolucién de la trayec-
toria de un solo punto que pertenece al atractor. Hay que insistir en que no se
representa todo el atractor sino inicamente parte de una de sus trayectorias,
donde ademas se han suprimido los primeros puntos. En el caso de la figura
se han tomado los valores

a=10, b=28, c=38/3.

La evolucién temporal estudiada por Lorenz no es una descripcién realista
de la conveccién atmosférica. Sin embargo, su estudio dio un fuerte argumento
a favor de la impredecibilidad de los movimientos atmosféricos. Todo el mundo
sabe por la experiencia que, las predicciones a largo plazo de los meteredlogos
profesionales y de sus representantes en los medios de comunicacién, los “hom-
bres y mujeres del tiempo”, deben tomarse con gran reserva. Lo que Lorenz
mostré ahora fue que los errores en las predicciones de sus colegas tenian una
excusa valida: la sensibilidad a las condiciones iniciales. Ya hemos citado que
Poincaré, mucho tiempo antes habia hecho una observacién similar.

Desde la aparicion de las ecuaciones de Lorenz, otros muchos sistemas de
ecuaciones diferenciales han aparecido relacionados con muchos otros modelos,
conteniendo aparentemente atractores extranos. De momento el sistema mas
sencillo es el propuesto por Otto Rossler de Tligingen que modeliza la reaccion
quimica de Belousov-Zhabotinsky que es la oxidacién de malonato mediante
bromato en presencia de iones metalicos. Dichas ecuaciones son:

T=—-Yy—=z
y=x+ay
t=a+x2— 2

La Figura 3 representa una érbita de este posible atractor para los valores
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Figura 3. Orbita de un punto del atractor de Rossler.

Estos ejemplos y otros que describiremos mas adelante, hacen necesario
que introduzcamos algunas definiciones para precisar la terminogia de la que
estamos hablando.

En el contexto de los sistemas dindmicos tanto continuos como discretos
introducidos con anterioridad, un conjunto cerrado e invariante A C R del
espacio de fases se denomina un conjunto atrayente si se verifica que existe
algtin entorno U del conjunto A tal que:

(1) Paracadaxz € U ytodot>0es ¢(t,xz) €Uy tlim o(t,z) = A,

es decir, la trayectoria que pasa por cualquier punto de U “acaba” en

el conjunto A ya no lo abandona.

(2) Paracadax € U ytodon >0es g"(x) €Uy lim ¢"(z)=A
n—oo

La base de atraccién de A es el conjunto definido del siguiente modo:
Uet.tye g
t<0 n<0

Finalmente, un conjunto A se denomina atractor si verifica las dos con-
diciones siguientes:

(1) es atrayente,
(2) es topologicamente transitivo.

El siguiente ejemplo tomado del libro de Guckenheimer-Holmes [GH]| per-
mite distinguir entre estas nociones:

{:'c::p—ajg
y=-y

En este ejemplo, existen tres puntos fijos (0,0),(+1,0) y (—1,0). El pri-
mero es un punto de silla y los otros dos son puntos sumidero, (ésto se decide
calculando la diferencial de la funciéon que define el sistema en los tres puntos
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y luego ver el signo que toman en los mismos los valores propios de dicha
diferencial).

Se puede comprobar facilmente usando las ecuaciones del sistema, que
cualquier elipse que contenga a los citados tres puntos es un “conjunto que
atrapa” a todas las orbitas que comiencen en puntos de la misma. El intervalo
[—1,1] es una regidn atrayente y tinicamente los puntos (—1,0) y (+1,0) son
atractores.

Denominaremos atractor extrano a un atractor donde el sistema se
comporte como cadtico, es decir, donde en el mismo exista sensibilidad a las
condiciones iniciales.

Comprobar que un determinado sistema dindmico posee un atractor ex-
trano es complicado y son conocidos pocos ejemplos donde de una forma
rigurosa se haya probado que poseen dicho atractor. Los que hemos llama-
do atractores de Lorenz y de Rossler son un buen ejemplo de lo dicho, ya
que su existencia ha sido sugerida de una forma computacional o heuristica,
pero no rigurosa. De momento, el problema de probar la existencia de atrac-
tores extranos en sistemas dinamicos, es un problema matematico de primera
magnitud en esta teoria.

Citaremos a continuacién unos pocos ejemplos donde la prueba de su
existencia ha sido posible.

1. El sistema dindmico discreto dado por la curva logistica
g(x) =ax(l —z) para 0 <a <4

poses para ciertos valores del parametro a atractores extranos. Esta ha
sido probado por Jacobson (1981), Misiurewicz (1981), Johnson (1987),
Guckenheimer-Johnson (1989) y Benedicks-Carleson (1991).

2. Plykin (1974), Nemytskii-Stepanov (1989) y Newhouse (1980) han cons-
truido ejemplos de sistemas de tres ecuaciones auténomas poseyendo
conjuntos atrayentes hiperbdlicos que son cadticos. Sin embargo, se trata
de conjuntos que no son atractores extranos y ademds dichos ejemplos
son artificiales.

3. Sistemas similares al presentado por Lorenz han sido propuestos por
Sinai-Vul (1981), Afraimovich-Bykov-Silnikov (1983), Rychlik (1987),
Robinson (1988). En todos los casos no se ha conseguido demostrar la
presencia de los atractores extranos.

4. En 1976, generalizando un modelo de la Mecanica Celeste, el modelo de
Hénon-Heiles, ([He]), el astrénomo francés M. Hénon propuso el siguiente
sistema dindmico discreto bidimensional

Ha,b(xvy) = (1 - CL.’BQ + y7b$)
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donde a y b son dos pardametros. Para los valores a = 1.4 y b = 0.3 obtuvo
la imagen, en el ordenador, en el conjunto de fases del sistema, con la
extrana forma que se puede apreciar en las figura 4 al que denominé un
atractor extrafio que tiene el sistema dado. Dicha figura ha sido obtenida
para el punto inicial (0,0), usando Runge-Kutta de cuarto orden y una
iteracién de unos 10.000 puntos.

Figura 4. Atractor de Henon.

Posteriormente, dicho atractor se ha conocido por el atractor de Hénon.
Hasta el momento actual y para los valores citados de los parametros,
no se ha demostrado rigurosamente que dicho atractor exista. En 1992,
los matemaéticos suecos, Benedicks y Carleson lo han hecho pero para
valores a = 0.4 y b préximo a cero.

. En el mundo de la Electrénica, existe un circuito que se conoce como el

circuito de Chua que ha proporcionado todo un arsenal de interesantes
sistemas de tres ecuaciones diferenciales con varios parametros donde
los fenémenos no lineales son muy fuertes y donde se ha conjeturado la
existencia de muchos atractores extranos de diferentes geometrias. Este
sistema viene dado por

( dx
X kafy -z~ h(x)
dy
i k(z —y+ 2)
dz
i k(—pBy —vz)

donde «, B y v son parametros fisicos del circuito,

b — 1, sil/a>0
1 -1, sil/a<o0
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1
h(z) =miz + S(mo —mi){| e+ 1]~z —11}
es la ecuacion del diodo que forma parte del circuito

La Figura 5 y sucesivas es una representacion de alguno de los atractores
extranos obtenidos computacionalmente a partir de las ecuaciones del
circuito de Chua.

Figura 5. Atractores extranos de Chua.

Como un comentario final hay que destacar un articulo publicado en 1971
por los fisico-matematicos Ruelle y Takens: On the nature of turbulence [RT],
que aunque contiene algunas ideas desarrolladas previamente por Poincaré
y Lorenz (ya analizadas anteriormente en este mismo articulo) sobre la Me-
tereologia, pretendia arrojar luz sobre el problema general de la turbulencia
hidrodindmica. En este articulo se afirmaba que los flujos turbulentos no se
pueden describir mediante la superposiciéon de infinitos modos de movimiento
(como proponian Landau y Hopf) sino mediante la aparicién de atractores
extranos.

Esto ha constituido un modo nuevo y original de enfrentarse al duro pro-
blema de intentar entender en qué consiste la turbulencia y estd presente en
todos los libros actuales de Hidrodindmica.

Otro detalle interesante se refiere a la geometria de los atractores extranos.
Desde luego no son curvas o superficies lisas en el sentido de la existencia de
la derivabilidad, sino que se suele tratar de objetos de dimension de Hausdorff
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no entera, a los que Beno6it Mandelbrot bautizé con el nombre de fractales.
Pero ésto constituye un asunto de suficiente complicacién para merecer un
tratamiento aparte.
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