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actualizacion y adaptacion de los mismos para este catalogo ha sido realizada por A. Bagazgoitia,
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¢Por qué las Matematicas?

Una exposici6n internacional realizada por iniciativa de la UNESCO

Inscribiéndose plenamente en su compromiso de promover la cooperacidn internacional, la UNESCO articu-
16 los trabajos de matematicos de primer plano en torno a una exposicién que ha recorrido numerosas ciudades de todo el
mundo. En el caso de Jap6n, el grupo estuvo dirigido por el Profesor Jin Akiyama, Director General Adjunto del Instituto de
Investigacion para el Desarrollo de la Educacion en la Universidad de Tokai (Jap6n). Sus trabajos rinden homenaje a la belle-
za y al poder de las matematicas a través de objetos artisticos que ilustran los conceptos y las férmulas matematicas, asi
como a través de modelos y dispositivos que ofrecen al publico la oportunidad de realizar experiencias, descubrimientos, y
hacerse una idea diferente de las verdades matematicas. En el caso de Francia, la fuente de inspiracién fue el Comité del Afio
Internacional de las Matematicas 2000, dirigido en ese momento por la Profesora Mireille Chaleyat-Maurel. En este contex-
to, se disefiaron y se realizaron dos series de carteles que se expusieron en las estaciones del metro parisino sobre los temas
“Las Matematicas en la vida cotidiana” y “Las Matematicas en la naturaleza”.

La exposicion internacional sobre las matematicas responde a la falta de sensibilizacién por parte del pabli-
co ante el hecho de que, en el siglo XXI, las matematicas estan en el centro de la vida cotidiana, y que tienen el poder de darle
forma. Los sistemas matematicos que hacen posibles las operaciones y la fabricacién de objetos que marcan nuestro dia a
dia no son visibles. Cuando alguien utiliza un teléfono o una tarjeta de crédito, escucha un CD, conduce un coche o coge un
avion, ies consciente de que lo que hace que esos aparatos funcionen son las mateméticas? Asimismo, cuando alguien
invierte en bolsa, consulta el boletin meteorolégico o contempla una obra de arte, no es consciente de la relacion existente
entre dichos actos y las matematicas. E incluso a menudo, los adultos afirman, con un cierto orgullo, que no tienen ni idea
de matematicas. La mayoria de la gente piensa que las matemaéticas son “aburridas y dificiles”. Las matemaéticas nunca han
sido tan impopulares como hoy en dia. Algunos paises reconocen la existencia de una crisis de las matematicas, que ha cris-
talizado en un dramatico descenso de los efectivos de estudiantes y en la penuria de profesores cualificados.

éPor qué las Matemadticas? fue concebida y realizada para sensibilizar mas al piblico sobre la importancia de
las matematicas, para mostrarle hasta qué punto las matematicas resultan esenciales para su existencia cotidiana — ya se
trate de realizar actividades econdmicas basicas o de gestionar estaciones o aeropuertos —, asi como para demostrar que son
divertidas, interesantes y estan al alcance de todo el mundo. La exposicién esta dirigida a jovenes de 10 a 18 afos, a sus
padres y a sus profesores.

éPor qué las Matemdticas? incluye carteles, modelos de experimentacion, dispositivos interactivos en torno
a diversos temas, entre los que podemos citar: Formas de la naturaleza — Puntos, lineas y colores — Nimeros y cdigos secre-
tos — Las casualidades de la vida — Orden y caos — Artes y Matematicas — Unas matematicas sorprendentes...

Su primera presentaciéon tuvo lugar en Copenhague, en julio de 2004, con ocasion del X Congreso
Internacional sobre el Aprendizaje y la Ensefianza de las matematicas (ICME10). Desde entonces la exposicion ha estado en
Paris, Orleans, Atenas, Pekin, Sudafrica, Mozambique y Namibia. Este afo 2006, la exposicién viaja a Madrid, Bangkok y
Lyon. Se estan planificando las exhibiciones de 2007 que podrian incluir Libano, otros paises de oriente Medio y el sur de
Asia.

Las futuras solicitudes para acoger la exposicion seran estudiadas por el grupo de trabajo del proyecto diri-
gido por la UNESCO. El grupo, al reforzar la cooperacién internacional y solicitar apoyo técnico y financiero, pretende que los
paises en via de desarrollo puedan tener acceso a la exposicion, que los profesores reciban la formacién necesaria para uti-
lizar los experimentos y que estas matematicas de “manos a la obra” se impartan en las escuelas.

Minella C. Alarcén

Division de Ciencias Basicas e Ingenieria
UNESCO, Paris, Francia
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¢Por qué las Matematicas?

...en el Congreso Internacional de Matematicos Madrid 2006.

Las Matematicas son una ciencia extremadamente valiosa, que ha acompafiado a la humanidad por milenios
y que ha permitido que veamos el mundo desde perspectivas nuevas. Mediante las matematicas comprendemos -y por lo
tanto domefiamos- el universo. Pero, desgraciadamente, son una ciencia invisible en sus aplicaciones. El inico contacto que
muchos ciudadanos tienen con ella se produce durante la ensefianza secundaria, y en numerosos casos, con poca fortuna.
En consecuencia, las Matemaéticas se han convertido en una ciencia mal conocida y escasamente apreciada. (Qué hacer para
cambiar esta tendencia? ¢éC6mo conseguir que los ciudadanos en general y los escolares en particular aprendan a valorar
adecuadamente esta disciplina y estén dispuestos a dedicarle los esfuerzos necesarios para su aprendizaje?

Desde hace unos afios, los matematicos hemos comenzado a interesarnos por las tareas de divulgacién, den-
tro de una corriente general en una Europa preocupada por mantener un alto estandar cientifico y tecnolégico que precisa
combatir la caida de vocaciones cientificas. En gran medida el bienestar europeo de las proximas décadas depende del éxito
en esta empresa.

Espafa también trata de poner en marcha acciones divulgativas en Matematicas. La celebracién del Afio
Mundial de las Matematicas en 2000 supuso el primer intento sistematico, animados por ser este tema uno de los grandes
objetivos de la Unién Matematica Internacional en la Declaracion de Rio de Janeiro para el 2000. Iniciativas posteriores como
Divulgamat o Ciencia en Accién son apuestas decididas por el tema. La celebracién en Madrid del Congreso Internacional de
Matematicos nos da ahora una nueva ocasién de impulsar la divulgacion, y asi se han disefiado varias actividades en torno
al mismo. No sélo la divulgacion tradicional, sino también la difusion de los avances matematicos recientes, pues tan impor-
tante es mostrar la relevancia de la disciplina como su vitalidad y pujanza.

éPor qué las Matemdticas? es una de estas iniciativas europeas, con origen francés, un pais que lidera el tema
de la divulgacién matematica. Se trata de una exposicion en la que se prohibe no tocar, en la que se pretende que los visi-
tantes palpen las matematicas con sus manos y no solo con sus mentes, cumpliendo la vieja maxima de “ensefar deleitan-
do”. Como en los grandes espectaculos, sélo nos queda decirles a los visitantes: “Pasen y vean”. No saldran defraudados.

Manuel de Le6n
Presidente del ICM2006 Madrid

Consejo Superior de Investigaciones Cientificas
Real Academia de Ciencias
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iUnas matematicas muy espaciales!

1 — Leer la naturaleza

Poner satélites en drbita alrededor de la Tierra o de un planeta, hacer que escapen de la atraccion
terrestre o guiar sondas durante su viaje interplanetario es un auténtico trabajo de orfebre que requiere un
gran namero de calculos y la utilizacion de matematicas avanzadas.

Los matematicos utilizan herramientas desarrolladas desde hace muchisimo tiempo —las leyes de
Newton (1687), el método de Lagrange (1755) o de Gauss (1801)...— y resultados obtenidos recientemente como
las teorias del control 6ptimo, de la relatividad o del caos determinista.

iAdios, Rosetta!

El lanzamiento de la sonda europea Rosetta el 2 de marzo de 2004 para alcanzar el cometa
Churyumov-Gerasimenko —Chury para los intimos— estd lejos de ser una vulgar excursion al espacio.

Su periplo, que durara 10 afios, promete ser uno de los mas complejos viajes jamds organizado por
expertos en tecnologia espacial. Su mision: acudir a su cita con Chury en mayo de 2014, seqguir al cometa
durante un afio y depositar su vehiculo de aterrizaje Philae en un suelo del que no se sabe absolutamente
nada. Evidentemente, esta odisea, todo un evento del siglo XXI, ha requerido todas las sutilidades de la meca-
nica celeste y de las matematicas mds avanzadas. Para hacerse una idea de su complejidad, basta con recor-
dar que un cometa es un objeto interestelar extremadamente movil y que Chury se encuentra a varios miles de
millones de kilometros de la Tierra.
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Coreografias celestes

El sector espacial acepta desafios técnicos y matemadticos auténtica-
mente endiablados.

Imaginaos que intentais, en un mar desatado, alcanzar
con vuestra balsa, y con la Gnica ayuda de vuestras manos, una
embarcacién a la deriva situada a varias decenas de kilometros. Este
es el reto al que deben enfrentarse los expertos espaciales para colo-
car, orientar y mantener un satélite en 6rbita o para guiar una sonda.
La precision que se requiere es impresionante, del orden de un centi-
metro para el control de un satélite situado a varios cientos de kiléme-
tros de la Tierra. Sin embargo, esta configuracién constituye el caso
mas comun. (Véase el articulo siguiente).

Asteroide © Nasa

La mayor parte de los problemas de orden matematico
que se encuentran los cientificos y los ingenieros tienen que ver con la
teoria del control 6ptimo. Asi, cuando una sonda “marca” su ruta en el
espacio, se busca “optimizar” y “controlar” su viaje. En general, en
matematicas, la palabra “optimizar” significa que se desea minimizar
0 maximizar una magnitud. Y la nocién de “control” significa que el sis-
tema posee un parametro con el que se puede jugar para alcanzar el
objetivo. En el caso de la sonda, los expertos tienen que definir el
encadenamiento de las operaciones que permiten pasar de un estado
inicial a un estado final predeterminado haciendo que los motores fun-
cionen lo menos posible. En efecto, la cantidad de carburante que
puede transportar es limitada.

Una técnica sutil consiste en utilizar la gravitacion de
diferentes astros para desviarla y acelerarla: se trata del efecto “asis-
tencia gravitacional”.

Uno de los éxitos mas espectaculares de la asistencia
gravitacional es probablemente el caso de la sonda Voyager, lanzada
en 1977 para un largo periplo de exploracién de los planetas Jdpiter,
Saturno, Urano y Neptuno. Este trayecto, sin utilizar la asistencia
gravitacional, hubiese podido durar, en el mejor de los casos, cerca
de 30 afnos. Sin embargo, la sonda Voyager sé6lo tard6 12 afios en lle-
gar a Neptuno. Asimismo, el Voyager se beneficié de una configura-
cién particularmente favorable de los planetas que permitié minimi-
zar el trayecto recorrido y que sélo se da una vez cada 176 afios apro-
ximadamente...

Rosetta

La sonda Rosetta (véase el texto 1 pagina 7) utilizara
su paso cerca de la Tierra y de Marte, hasta 2009, para acortar su tra-
yecto. Debera reservar carburante ya que lo necesitara en mayo de
2011 para ponerse en 6rbita alrededor de Chury y depositar su vehicu-
lo de aterrizaje Philae. Porque, al contrario que en el caso de las misio-
nes planetarias, la atraccién gravitacional no le sera de ayuda debido
al hecho de que el cometa es demasiado poco masivo.

Por otra parte, los ingenieros se ven a menudo enfren-
tados al problema de mantener a un satélite en su 6rbita. Una vez mas,
es necesario encontrar las maniobras que permitan lograrlo consu-
miendo la minima cantidad de energia posible. Los matematicos espe-
cializados en control 6ptimo han demostrado que, en términos de aho-
rro de carburante, resulta mas ventajoso utilizar motores de bajo
empuje pero capaces de funcionar de forma constante. Este tipo de
motores deberia generalizarse y sustituir los motores actuales que
funcionan mediante impulsos breves e intensos.

¢Por qué las matematicas? 7



La teorfa del control 6ptimo es una rama relativamen-
te joven de las matematicas aplicadas que esta en plena expansion.
Naci6 a mediados de los afios 1940, fundamentalmente como respues-
ta a las necesidades de la industria aeroespacial. Uno de los resulta-
dos mas impactantes es el “Principio del maximo de Pontryagin”,
obtenido por un grupo de investigadores soviéticos, en el que se
encontraba Lev Pontryagin, hacia 1960. Este teorema establece las
condiciones necesarias que debe cumplir toda solucién de un proble-
ma de control 6ptimo. Supone una ayuda preciosa a la hora de buscar
soluciones de forma efectiva.

Trayectoria retrégada de Marte © Nasa

Todos los métodos matematicos utilizados en el sector
espacial requieren calculos numéricos muy voluminosos. iY los mate-
maticos ya no saben a que santo ordenador encomendarse! Son cons-
cientes de que los errores son inevitables, ya sean humanos o debidos
al propio funcionamiento del ordenador.

Asi, la sonda Mars Climate Orbiter se estrellé6 en Marte
en septiembre de 1999 debido a un descuido asombroso: una parte de
los disenadores de software supusieron que la unidad de medida era
el metro, mientras que la otra parte pensé que era el pie (la unidad
inglesa). Por otro lado, incluso con un sistema informatico irreprocha-
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ble, la mayoria de los calculos conducen a errores inevitables. En efec-
to, el resultado de una operacién realizada en un ordenador no puede,
casi nunca, representarse exactamente: debe redondearse, es decir,
dar un nimero maquina préximo al resultado exacto. Los nlmeros
representables de forma exacta, que constituyen un subconjunto de
nlimeros racionales, se denominan ndimeros maquina. Una secuencia
de redondeos puede conducir a resultados extrafios. “La aritmética en
coma flotante”, la que utilizan los ordenadores, es actualmente un
tema de investigacion crucial.

Los expertos espaciales también recurren a la mecani-
ca celeste, una disciplina que aunque tenga ya mas de tres siglos sigue
siendo eficaz (véase texto nimero 2 pagina 7). Gracias a ella, sabemos
que vencer la atraccion terrestre constituye la fase mas delicada y mas
costosa en términos de energia. Para tener una oportunidad de escapar
del pozo de gravitacion de la Tierra, el satélite o la sonda deben alcan-
zar como minimo 40.000 km/h, la velocidad de liberacidn. Por debajo
de dicha velocidad, el objeto Ginicamente sera satelizado alrededor de
la Tierra, en una orbita que, segln las leyes de Kepler (véase texto
nimero 1 pagina 7), sera una elipse o un circulo. Sélo cuando supere
dicha velocidad, el satélite escapara a la esfera de influencia de la
Tierray se lanzara en una 6rbita hiperbélica, en el vacio interplanetario,
con el excedente de velocidad que haya podido conservar.

Las leyes de la mecanica celeste son facilmente opera-
torias tan solo en el caso de un “problema de dos cuerpos”, por ejem-
plo, para determinar el movimiento de la Tierra en presencia del Sol
despreciando la accién de los demés cuerpos del sistema solar. Este
caso de manual, bastante restrictivo, no corresponde al contexto real.
En cuanto existen tres cuerpos en interaccion gravitacional, el proble-
ma adquiere una dificultad considerable y siempre es objeto de inten-
sas investigaciones. Al atacar este problema a principios del siglo XX, el
matematico francés Henri Poincaré planteo las bases de lo que actual-
mente se denomina la teorfa del “caos determinista” y “de los sistemas
dindmicos”. Gracias a los ordenadores modernos, resulta posible apro-
ximarse a la solucion del sistema de ecuaciones de este problema,
siempre y cuando se conozcan la posicion y las velocidades de todos
los cuerpos en un instante determinado o las “condiciones iniciales”.
Por ejemplo, las soluciones se pueden buscar en forma de desarrollos
en series trigonométricas relativos a las leyes de Kepler.

De hecho, los métodos de la mecanica celeste tan sélo
proporcionan una trayectoria media que hay que afinar posteriormen-
te, es decir, deformar, para tener en cuenta los imprevistos del viaje
interplanetario o la puesta en 6rbita: frotamientos con la alta atmésfe-
ra o radiaciones electromagnéticas, por ejemplo. Por todo esto, el pre-
cio que han tenido que pagar los matematicos para convertirse en los
coredgrafos del espacio son los calculos endiablados y el uso de teo-
rias punteras.

1

iHistorias orbitales!

En el siglo XVI, Nicolas Copérnico demostrd que la concepcion
geoceéntrica del Universo, que prevalecia desde la Antigiiedad,
era falsa. La Tierra ya no es el centro del Mundo. En el sistema
de Copérnico, todos los planetas describen circulos alrededor
del Sol.

Pero, rapidamente, el sistema deja de funcionar bien: las
observaciones de Marte realizadas por Tycho Brahe, no con-
cuerdan con las 6rbitas circulares.

El matematico Johannes Kepler va a resolver este problema al
enunciar las tres leyes que llevan su nombre.

Primera ley (1609): los planetas describen drbitas elipticas
estando el Sol en uno de sus focos.

Segunda ley, la llamada ley de las areas (1609): las areas barri-
das por los radios vectores que unen el centro del Sol con el
centro de un planeta son proporcionales a los tiempos utiliza-
dos para describirlas.

Tercera ley (1619): los cuadrados de los periodos de revolucion
de los planetas son proporcionales a los cubos de los semiejes
mayores de las 6rbitas.

Las leyes de Kepler fueron confirmadas y explicadas posterior-
mente por numerosos cientificos. Se aplican a cualquier siste-
ma orbital de dos cuerpos, como los satélites artificiales que
orbitan alrededor de la Tierra. Asi, los planetas y un gran nime-
ro de satélites artificiales describen una elipse estando el Sol o
la Tierra en uno de sus focos. Los cometas, cuyos periodos son
extremadamente largos, describen trayectorias muy elipticas,
casi parabdlicas. Por dltimo, tras vencer la atraccién del siste-
ma solar, una sonda o un satélite sigue su ruta, sin esfuerzos,
siguiendo una trayectoria hiperbélica.

2

La prueba del satélite

Desde el mes de abril de 2004, la sonda estadounidense
Gravity Probe B realiza “sus grandes componendas” desde lo
alto de su érbita polar a 650 Km de altura. Su objetivo es con-
firmar la teorfa de la relatividad general de Einstein. Tras varios
decenios de espera, esta experiencia materializa uno de los
suenos de todos los cientificos del mundo. Porque, aunque
varias de las predicciones de esta teoria ya hayan sido compro-
badas con una precision increible, todavia tiene que demostrar
sus aptitudes.

Segln la relatividad general, la masa de los objetos celestes
deforma el espacio-tiempo que se vuelve “curvo”. De este
modo, los planetas y las estrellas se atraen mutuamente como
bolas situadas sobre una manta tendida que se deforma debi-
do a su masa. La luz no se libra de esta “maquinacién” gravita-
cional. Para medir la “curvatura” del espacio-tiempo, hay que
poder estudiar la trayectoria de un objeto hipersensible, como
los investigadores van a hacerlo con la sonda Gravity Probe B.
A bordo de ésta, los ejes de cuatro giroscopios de altisima tec-
nologia estan alineados con una estrella predeterminada en la
constelacion de Pegaso y constituyen el sistema de referencia
espacio-tiempo. Los investigadores van a medir durante varios
meses las variaciones mas infimas de la alineacion de los ejes
bajo el efecto gravitacional de la Tierra... si existen. No obstan-
te, estos efectos tan infimos para la Tierra tienen implicaciones
a gran escala sobre la naturaleza y la propia estructura del
Universo.
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Para saber mas

En Internet
www.ksc.nasa.gov/elvnew/gpb/vlcc.htm
[Gravity Probe B en directo]

www.esa.int/SPECIALS/Rosetta
sci.esa.int/missionsRosetta2004
[Paginas de la Agencia Espacial Europea sobre Rosetta]

www.sc.ehu.es/shweb/fisica/celeste/kepler/kepler.htm
[Una web interactiva sobre las 3 leyes]

www.astromia.com
[Astronomia e historia de la astronomia]

En los libros
David Galadi, Jordi Gutiérrez, Astronomia General, Ediciones Omega, 2001.

Angel Gomez, Historia de la Astronomia, Coleccion Flash Mas de Acento Editorial, 2002.

Juan Vernet, Astrologi:

wwAstronomia en el Renacimiento, Acantilado, 2000.
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éDonde estoy? éDonde voy?

2 — Teselaciones y Simetrias

Where Am |?

El sistema estadounidense Global Positionning System (GPS) v, a partir de 2010, el sistema euro-
peo Galileo van a cambiar vuestras vidas. Dentro de poco, apuntaréis en vuestras agendas la hora y las coor-
denadas de una cita, y un vehiculo os conducira automaticamente, ya no “a tiempo y puntuales” sino “a
tiempo y al lugar”. En un futuro préximo, se incorporaran chips mini-GPS, a buen precio en los teléfonos
celulares, ordenadores, relojes e incluso quizas, ien nuestro propio cuerpo!

Disponer de nuestra ubicacion exacta puede considerarse, en el lenguaje del historiador de las
ciencias, como una ruptura epistemolégica, ya que nada sera como antes.

El Cielo trabaja para la Tierra

No tener miedo a perderse en un bosque muy oscuro y profundo.

Ni dar vueltas antes de encontrar el camino serpenteante que nos llevara hacia un pequefo parai-
so desconocido por los turistas.

O memorizar 1.500 de las 5.334 calles de Paris para obtener la licencia de taxista.

Encontrar el lugar donde aparcamos el coche.

Para un detective, organizar sus vigilancias.

Para un piloto de avién, conocer su velocidad instantdnea y disponer de un plan de vuelo seguro.

Saber exactamente en que tropico, latitud y longitud, a que altitud deambulamos o escalamos...

Mirar detenidamente los nuevos mapas y darse cuenta de que el Mont Blanc ya no mide 4.807 m
Sino 4.810 my 40 cm...

Situados a unos 20.000 Km de altitud, los 24 satélites del Global Positionning System velan
sobre la Tierra y la lista de sus aplicaciones esta lejos de cerrarse.
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Nacido bajo el signo del GPS

El Global Positionning System (GPS) permite medir con precision
nuestra posicién en cualquier punto en la Tierra, tanto en el suelo
como en el aire. Una revolucion cotidiana y un reto estratégico
capital.

El Mont-Blanc: 4810 m. y 40 cm.

En el cielo, una nueva “constelacion” brilla desde
1990. Los 24 satélites estadounidenses del Global Positionning
System (GPS) emiten constantemente sefiales codificadas que se
puede recibir en la Tierra mediante un receptor adecuado. Todo el
mundo puede deducir su posicion exacta, tanto en el suelo como en el
aire, con una precision del orden de unas decenas de centimetros.

En sus origenes, este sistema era un dispositivo mili-
tar, disefiado por el ejército estadounidense para su uso exclusivo,
como el guiado de misiles o la asistencia a la navegacion de aviones y
vehiculos de reconocimiento.

Desde 1995, los ciudadanos de todos los paises del
mundo estan contentos, ya que tienen acceso al GPS y a sus aplicacio-
nes... O casi, ya que este acceso sigue siendo limitado en términos de
precision del posicionamiento y en casos de fuerza mayor, como una
guerra, esta cerrado.

La retahila de aplicaciones, civiles, militares, carto-
graficas... derivadas del simple hecho de saber la hora y la posicion
exacta no dejan de ampliarse (véase “El cielo trabaja para la Tierra”).
Detras de un sistema como el GPS se esconde un reto estratégico
capital. Por lo tanto, es l6gico que Europa haya decidido liberarse del
dominio del ejército estadounidense que puede limitar con toda
libertad las prestaciones del acceso al GPS. Esta independencia sera
efectiva en 2010 con la puesta en servicio del sistema Galileo y su
constelacion de 30 satélites.
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Empezaremos por describir la constelacién GPS. Los
24 satélites estan repartidos en 6 6rbitas circulares a una altura de
20.200 Km, en grupos de cuatro, con una inclinacién respecto al plano
de ecuador de 55° y una separacién entre 6rbitas de 60° en cuanto a
la longitud. Se dice que cada satélite se desplaza en “fase” con un
periodo de 12 horas. Dicho de otro modo, todos los satélites pasan
dos veces al dia por el mismo sitio. Esta distribucion permite cubrir
todo nuestro planeta y, al menos cuatro satélites son visibles simulta-
neamente desde cualquier punto del globo. Podemos constatar que
los satélites no pasan nunca por encima de paises que se encuentren
a una latitud superior a 55°, lo que no impide que sean visibles. Esta
cobertura es ampliamente suficiente para entrar al mismo nivel en el
universo GPS.

Para localizarse, un observador debe determinar las
distanciasd,, d,y d3 que le separan de tres satélites S;, S, y 53 del
sistema GPS. Estas distancias se calculan a partir de la medida de
los tiempos de recorrido de las sefiales emitidas por los satélites en
una frecuencia Gnica y comin a todos de 1575,42 MHz. Estas sefia-
les permiten conocer exactamente la posicion del satélite. El recep-
tor se pone a la escucha de la frecuencia de los satélites activos, es
decir, de los que estan en su campo de cobertura, y recoge la mayor
informacién posible sobre sus trayectorias y el estado de la ionos-
fera. En concreto, los satélites generan un cédigo pseudoaleatorio
que se transmite cifrado en la modulacién de las ondas portadoras.
Asimismo, los receptores GPS generan un mismo cédigo, sincroni-
zado con los de los satélites. Para determinar la distancia que sepa-
ra a un satélite de un receptor, se mide el tiempo de propagacion de
un cdédigo que se desplaza a la velocidad de la luz. Cuando el recep-
tor lo recibe, es capaz de determinar el retardo debido al trayecto
recorrido. La medida se realiza retrasando el c6digo del receptor
hasta que esté alineado con el c6digo del satélite. De este modo, se
halla una diferencia de tiempo que se puede multiplicar por la velo-
cidad de la luz para obtener la distancia que se busca. iGracias,
Einstein!

El parametro d; permite situarse en una esfera de
radio d, y de centro S;; d,, en una esfera de radio d, y de centro S, es
decir, en el circulo de interseccion de esas dos esferas: por Gltimo, d3
en una esfera de radio d3 y de centro S. Estos tres parametros sitdan
al observador en la interseccion de las 3 esferas. Entonces son posi-
bles dos posiciones, P, y P,, simétricas respecto al plano de los saté-
lites; pero la ambigiiedad surge facilmente ya que, si uno de los pun-
tos, P, por ejemplo, esta situado cerca de la Tierra, P, estara a mas de
40.000 Km de la superficie de ésta.

Los satélites llevan a bordo un reloj de gran precision
porque para obtener una precisién del orden del metro, la exactitud
del reloj debe ser de 1 a 2.10"9 segundos. Los receptores de la sefal
GPS, por el contrario, suelen estar equipados con relojes de cuarzo de
menor calidad. Para paliar esta dificultad y mejorar la precision resul-
ta necesario hacer intervenir a un cuarto satélite. Con ello, los recep-
tores del sistema GPS se convierten, ademas, en relojes de altisima
precision.

Otra metodologia habitual en el uso del GPS es el posi-
cionamiento diferencial; es decir, la determinacién del vector entre dos
receptores. Este método permite obtener precisiones centimétricas y,
con periodos de observacion extendidos a una decena de horas, hasta
milimétricas. Asi, el 8 de septiembre de 2001, a las 07:00 horas (tiem-
po universal), el Mont Blanc creci6 gracias al GPS. En esa fecha, pasd
de medir 4.807 m a 4.810,40 m con un margen de error de aproxima-
damente 10 cm.

Los mapas del Instituto Geografico Nacional (IGN)
incluiran este nuevo dato a medida que se vayan renovando. Gracias
al procedimiento GPS, también sabemos hoy en dia que el techo del
mundo, el Everest, ha tenido que revisar sus pretensiones a la baja. Su
altitud es ahora de 8.846,4 my no de 8.848 m. Por otro lado, las nocio-
nes de altitud y de profundidad se acercan en los abismos oceénicos.
Gracias una vez mas al GPS, a otros satélites y a otros instrumentos,
se estan realizando actualmente mapas de los fondos marinos, lo que
parecia imposible hace tan sdlo algunos afios.

El receptor GPS también puede calcular su velocidad
instantanea de desplazamiento jugando con un efecto fisico, el efecto
Doppler. En efecto, cuando el receptor se desplaza, incluso lentamen-
te, se produce un ligero desfase entre la sefial calculada y la sefal reci-
bida. Este efecto, que se superpone a la velocidad de los satélites,
superior a 3,89 Km/s, es muy débil. Pero es suficiente para el calculo
de la velocidad instantanea del receptor respecto a la Tierra.

Por lo tanto, el GPS requiere muchas matematicas,
una buena dosis de calculos (no, no es lo mismo) y se basa en princi-
pios punteros de fisica como la mecdnica cuantica y la teoria de la rela-
tividad. Ademas, se puede considerar que el GPS es una aplicacién
concreta del concepto de espacio-tiempo introducido por Einstein. El
sistema se basa en el segundo postulado de Einstein, es decir, la cons-
tancia de la velocidad de la luz en el vacio.

Los fisicos encuentran en el GPS un fabuloso banco de
pruebasy de comprobacidn de la relatividad general. En efecto, el GPS
requiere instrumentos muy precisos que se desplazan a gran veloci-
dad. Y entonces, las influencias relativistas y de mecanica cuantica
son observables. Por ello se aplica una gran parte del arsenal de con-
ceptos de la teorfa de la relatividad, como la dilatacién del tiempo
(debida a la velocidad de los relojes de a bordo) o el efecto Sagnac
(efecto de la rotacion de la Tierra sobre los relojes terrestres).

&Y los matematicos? Por una parte, en fisica cuantica o
relativista, no se sabe si el fisico es matematico o al revés. Pero, sea lo
que sea, un receptor GPS tiene que resolver muy rdpidamente proble-
mas numéricos complejos y utiliza complicados algoritmos de cifrado
y de sincronizacién. Por lo tanto, los matematicos s6lo pueden exta-
siarse ante este compendio de tecnologia... iDel que son unos de los
iniciadores!
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El proyecto europeo Galileo

Galileo sera comparable con el sistema estadounidense GPS,
pero con una vocacion exclusivamente civil (por ahora), y mas
eficaz, especialmente en términos de precision de posiciona-
miento. Sera operativo en 2010, y estara basado en una cons-
telacion de 30 satélites situados a una distancia de 24.000
Km de la Tierra. Concebido para que las senales del sistema
Galileo sean distintas de las del GPS, desgraciadamente sera
necesario comprar nuevos receptores. El proyecto Galileo, al
romper el monopolio estadounidense, obligd al GPS a mejo-
rar la oferta dirigida a los civiles a partir del ano 2000. (De
hecho, oblig6 a desconectar la denominada disponibilidad
selectiva o degradacion intencionada de la precisién del reloj
de los satélites para los usuarios civiles.) Por ejemplo, la pre-
cision de navegacion —o posicionamiento instantaneo— habi-
tualmente ofrecida por GPS pasé de 20 m a 3 m y no deja de
mejorar. iViva la competencia!

mars 97 décembre 97 mars 98

Mapas altimétricos

El Nifio / La Nifia bajo la mirada de Topex/Poseid6n. (Yves Menard — Cnes)

Al este del Pacifico Ecuatorial: se observa una anomalia positiva del nivel del
mar de mas de 20 cm en 1997 (El Nifio alcanza su méximo) y una anomalia
negativa de 20 cm en 2000 (La Nifia alcanza su maximo).
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2

iYa llega el autobis!

Gracias al GPS, los usuarios de ciertas lineas de autobus
parisinas y madrilefas esperan, felices, que pase el préximo
vehiculo. Desde hace pocos afos, dirigen sus miradas hacia
unas pantallas luminosas colocadas en las paradas en las
que pueden visualizar, en tiempo real, los minutos que tie-
nen que esperar antes de que pase el proximo autobds. En
2004, en Paris se habian probado 41 lineas de las 59 exis-
tentes, es decir, 2.400 paradas. Una localizacién mediante
satélites de GPS calcula la velocidad del autobdis y la hora
de llegada tanto a la parada como a la terminal. Un “regula-
dor” o una “reguladora” observa, desde cada terminal, el
desplazamiento de los vehiculos de la linea. En caso de mal
funcionamiento, los conductores estan obligados a ralenti-
zar o acelerar para cumplir los horarios previstos, incluso de
desviarse de su trayecto para evitar un embotellamiento.
Pero la vigilancia mediante la utilizacion de satélites no ha
hecho desaparecer los radioteléfonos... ini su voz humana!

Vista artistica de la constelacién GALILEO © ESA — ). Huart

Para saber mas

\ En Internet
R __http://WW\_N.cplorado.edu/geography/gcraft/notes/gps/gps_f.html

http://www.esa.int/navigation
http://www.galileoju.com
http://www.gpsworld.com
http://www.insidegnss.com
http://www.mundogps.com
http://www.navcen.uscg.gov/gps
http://tycho.usno.navy.mil/gpsinfo.html

http://www.phys.lsu.edu/mog/mogg/nodeg.html
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Las naranjas del frutero

3 — Llenar el espacio

Apilar naranjas: Resulta evidente para el frutero, pero es un auténtico rompecabezas para los
matematicos. La forma mas densa posible de apilar esferas idénticas es en realidad la mas simple. Este
problema ya lo planted Kepler en 1610. Aparentemente anodino, tiene aplicaciones en el estudio de los
cristales o en la teoria de la codificacion de los datos informaticos. Los matematicos han tardado cuatro
siglos en demostrarlo.

éPor qué perder sus curvas?

¢Habéis observado que actualmente cada vez hay mds tomates con forma de esfera aplanada?

Si los agronomos encargados de mejorarlos se interesan tanto por su forma es, simplemente,
para dar respuesta a las exigencias de los transportistas. Porque, al perder sus curvas, resulta mads fdcil
colocarlos de forma mds compacta en las cajas.

Y, ésabéis? Los ferroviarios ejercen una profesion tan (til como desconocida: iafilan piedras! En
efecto, los trenes de alta velocidad pulen las piedras apiladas en el balasto cada vez que pasan. Al ir redon-
dedndose las piedras, la densidad de su apilamiento disminuye. Lo cual, por cierto, puede hacer que la via
se debilite.
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La conjetura de Kepler al fin demostrada

¢Como llenar una caja con el mayor niimero posible de
naranjas? ¢Como apilar naranjas (o cualquier otro objeto esférico)
para obtener una pila lo mas compacta posible? iElemental!, respon-
deréis. Y de forma casi mecanica empezaréis a colocarlas en la mesa,
de forma que cada una de ellas esté rodeada por otras seis y formen
un hexagono regular. Salvo en los bordes, evidentemente. A continua-
cién, repetis la operacion en la capa superior, colocando las naranjas
en los “agujeros” dejados por las naranjas de la capa anterior. Tenéis
la impresion de que las naranjas se colocan solas. Pero si sois buenos
observadores, habréis constatado que uno de cada tres agujeros
queda libre. Por lo tanto, la tercera capa puede tener dos posibles con-
figuraciones, dependiendo de si se superpone a la primera o no. Para
los puristas, el empaquetamiento recibe en el primer caso la denomi-
nacion de hexagonal compacto y en el segundo de clbico centrado en
las caras (o clbico compacto). Pero la densidad del empaquetamien-
to, 0 sea, el porcentaje de espacio ocupado por las naranjas, es el
mismo en ambos casos: el 74,05%. A modo de comparacion, el empa-
quetamiento “clibico simple” (el de los a&tomos de la sal comdn) con-
sigue ocupar s6lo el 52,36% del espacio.

Intuitivamente, resulta dificil pensar en otro método
para apilar naranjas (o cualesquiera objetos esféricos idénticos)
dejando menos espacio vacio. Y con razén, ya que efectivamente se
trata del mejor método. Pero para un matematico eso hay que demos-
trarlo y, en este punto, el asunto se complica.

Ya en 1610, el célebre matematico y astronomo Kepler,
en su correspondencia con su colega Harriot, formuldé una conjetura
sobre esta cuestion. Afirmé que si se procedia de este modo, “el
ensamblaje serd el mas prieto posible, de modo que ninguna otra dis-
posicién permitira apilar un mayor nimero de glébulos en el mismo
recipiente.” Aseveracién anodina para un problema que no lo es tanto.
Durante casi cuatro siglos, numerosos matematicos fracasaron en sus

intentos de demostrarlo. En 1901, el matematico David Hilbert incluye
esta cuestion, al igual que la conjetura de Fermat o la hip6tesis de
Riemann, entre su célebre lista de grandes cuestiones por resolvery a
las que los matematicos se consagraran durante el siglo XX. Hasta tal
punto lleg6 la cosa que en 1976 John Milnor, uno de los mayores ge6-
metras del siglo XX, que recibi6 la prestigiosa Medalla Fields en 1962,
escribi6: “Es una situacién escandalosa, puesto que la solucién (pre-
sumiblemente) correcta se conoce desde hace siglos. Lo Gnico que
falta es una demostracion”. Habra que esperar hasta el afio 1998, para
que los trabajos de Thomas Hales proporcionen por fin una demostra-
cion rigurosa. Pero, épor qué resulta tan dificil demostrar matematica-
mente algo que parece ser de puro sentido comidn? En realidad, si ana-
lizamos la manera de plantear matematicamente el problema, acerta-
remos a vislumbrar donde se encuentran algunas de las dificultades.

En primer lugar, hemos pensado en apilar las naranjas
en una caja. iEs mucho mas practico, ya que asi el montén no se
derrumba como un castillo de naipes cuando un listillo decide probar
una naranja situada en la capa de abajo! Pero, {qué sabemos de la
forma y del tamafio de la caja? La densidad del empaquetamiento
depende de cual sea la caja. Por ejemplo, si queremos apilar naranjas
de diametro unidad en una caja clbica de lado dos, lo mejor es colo-
car cuatro en el fondo y cuatro encima, de modo que los centros de las
naranjas estén situados en los vértices de
un cubo. Esta es la Gnica manera de meter
ocho naranjas en esta caja concreta, pero
con ella s6lo se obtiene la densidad del
empaquetamiento clbico simple.
Advertencia a los aficionados: la cuestion
del empaquetamiento 6ptimo en una caja
con una forma cualquiera sigue sin resol-
ver. Pero lo que pregunta Kepler no hace
referencia a una caja concreta, sino a un
empaquetamiento de un ndmero “suficien-
temente grande” de naranjas. Dicho mate-
maticamente, nos preguntamos por la
“densidad asintética” de un “empaqueta-
miento de infinitas naranjas”.

Por otra parte, incluso olvidandonos de la caja, en el
caso de una cantidad muy pequefia de naranjas, por ejemplo cuatro,
todos sabemos realizar un empaquetamiento mas denso que el de la
conjetura de Kepler. Si colocamos tres naranjas en la mesa tocandose
entre siy la cuarta sobre el hueco que dejan las tres primeras, apoya-
da sobre las tres, los centros de las naranjas estan en los vértices de
un tetraedro regular. El porcentaje del volumen del tetraedro que
resulta ocupado por naranja es del 77,96%, ligeramente mayor que el
del empaquetamiento compacto. Por tanto, un empaquetamiento rea-
lizado, totalmente o en gran parte, de este modo, desmentiria la con-
jetura de Kepler. Una de las piedras angulares del trabajo de Thomas
Hales fue, de hecho, demostrar que este tipo de empaquetamientos
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no existe. En cuanto se aumenta el nimero de esferas, éstas se
“molestan” entre siy el ahorro de espacio desaparece. Dicho de otro
modo, el espacio no se puede teselar con tetraedros regulares, ni
“muy parecidos a regulares”.

Thomas Hales, profesor de matematicas en la univer-
sidad de Michigan trabajé durante diez afios para conseguir la prueba
de la conjetura de Kepler, reduciendo el problema al analisis de “tan
s6l0” 5.094 tipos de empaquetamientos (en vez de un ndmero infini-
to, ése es el mérito de Hales). Con tal cantidad no es sorprendente que
los calculos generados sean titanicos, habiendo sido necesario recu-
rrir @ ordenadores extraordinariamente potentes y programas alta-
mente sofisticados. No esperéis poder “reproducir” la prueba comple-
ta en vuestro ordenador personal. Los cddigos informaticos junto con
los datos necesarios ocupan cerca de tres gigabytes de memoria. La
redaccion formal, omitiendo los calculos por ordenador, consta de
aproximadamente 300 paginas, algunas de las cuales las escribi6 con
su alumno de doctorado Samuel Ferguson.

Aunque hay que conceder también a Laszl6 Fejes T6th
el mérito que le corresponde. El propio Hales lo hace, al dedicarle su
articulo que da cuenta definitiva de la demostracién, publicado en
Noviembre de 2005 en la prestigiosa revista Annals of Mathematics de
la Universidad de Princeton. En 1940, este matemaético hingaro resol-
vi6 el mismo problema en el plano. La solucién, es que el mejor empa-
quetamiento consiste en colocar monedas formando una red triangu-
lar, similar a la que forma cada capa del empaquetamiento compacto.
Aungue es alin mas obvia que la de dimensidn tres, su demostracion
rigurosa no habia sido posible hasta esa fecha. En 1953 Laszlo Fejes
Toth da un paso méas y se adentra en la tercera dimension, consiguien-
do demostrar, por primera vez, que el problema de Kepler se reduce a
estudiar un ndmero finito de tipos de empaquetamientos. Mediante
astutas construcciones geométricas, plantea el problema como una
cuestién de optimizacién de una funcién no lineal de cerca de ciento
cincuenta variables, pero tropieza con un muro de calculos imposibles.
Thomas Hales se inspiré sin duda alguna en Téth y utiliz6 construccio-
nes geomeétricas similares. Pero su mérito no esta sélo en el célculo
por ordenador, sino también en una simplificacion del método. De
hecho, la funcién de Fejes Toth, en su forma original, es insoluble atn
con los ordenadores de hoy en dia.

En el empaquetamiento clbico compacto, el espacio
esta cubierto con tetraedros regulares contiguos a octaedros regula-
res (sélidos de ocho caras equiléateras), sin dejar huecos y de modo
que cada tetraedro es adyacente a cuatro octaedros y cada octaedro a
cuatro tetraedros. El tetraedro regular esta formado por los centros de
tres esferas contiguas y en la misma capa formando un triangulo equi-
latero + una en el plano superior, sobre el hueco. El octaedro esta for-
mado por los centros de seis esferas: tres en un plano, igual que las
anteriores, + tres en el plano inmediatamente superior, formado un
segundo triangulo equilatero girado 60 grados con respecto al prime-
ro y de modo que su hueco queda justo encima del primero.
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Al analizar sus 5.094 casos, Thomas Hales demostrd
que en la teselacion 6ptima del espacio con esferas hay efectivamen-
te ocho tetraedros junto a un octaedro, como en el empaquetamiento
de Kepler.

Uno de los conceptos utilizados en la demostracién
de Hales es el de “celda de Voronoi”. La celda de Voronoi asociada
a una esfera del empaquetamiento esta constituida por el conjun-
to de puntos situados mas cerca del centro de esa esfera que del
centro de cualquier otra esfera. La celda de Voronoi incluye, por
supuesto, a la propia esfera, pero incluye también parte del espa-
cio no ocupado por ninguna esfera, que queda de ese modo repar-
tido entre las distintas esferas.

En el empaquetamiento de Kepler, la celda de Voronoi
de cada esfera es un sélido limitado por doce rombos, un rombodode-
caedro, con el que la teselacion del espacio se puede realizar sin dejar
huecos. Una celda de Voronoi en forma de dodecaedro regular (forma-
do por doce pentagonos regulares) seria mas reducida y mas densa. El
problema es que, al igual que pasaba con el tetraedro regular, no per-
mite teselar el espacio sin dejar huecos. Thomas Hales también estu-
di6 los poliedros formados por los centros de esferas cercanas.

Mediante complejos métodos combinatorios, Thomas
Hales consigui6 convertir el problema no lineal de Téth en una cues-
tion de optimizacién lineal, mucho mas manejable en el ordenador.
Eso, a pesar de que se trata de resolver unos 100.000 problemas, cada
uno con unas 1.000 6 2.000 ecuaciones y 100 6 200 variables.

1

Empaquetamiento cibico simple

Consideremos un cubo elemental de lado a.

Cada esfera de radio r = a/2, esta a caballo en ocho cubos. Por
lo tanto, cada cubo contiene ocho octavos de esferas, es decir
el equivalente de una esfera de volumen 4 m r3/3 = m a3/6, lo
que corresponde a una densidad de empaquetamiento de 1/6
= 0,5236.

Empaquetamiento cibico centrado en el cuerpo (1)

La densidad anterior mejora al espaciar las esferas de forma
que se pueda afiadir una esfera mas en el centro de cada cubo.
La diagonal grande del cubo, de longitud av3, es igual a 4r. Por
lo tanto, r = av3 / 4. El cubo contiene 8 octavos de esferas +
una esfera completa situada en su centro, es decir, 2 esferas de
radio r, con volumen total 2 x 4 mr3/3 =v3 ma3/ 8. De ahi, la
densidad del empaquetamiento es igual a, V3m / 8 = 0,6802.

Empaquetamiento ciibico de caras centradas (2)

En este caso, el cubo elemental contiene 6 medias esferas, cen-
tradas en el centro de cada cara, y 8 octavos de esferas centra-
das en los vértices, es decir, 4 esferas en total. El radio r de
cada esfera, es decir, la distancia media entre un vértice y el
centro de una superficie adyacente, es igual a av2 /4. La densi-
dad, igual a m/v18 = 0,7405, es maxima y corresponde al empa-
qguetamiento de Kepler.

Empaquetamiento hexagonal compacto

Se apilan capas de esferas colocadas hexagonalmente, presen-
tando cada una de las capas un desfase respecto a sus capas
adyacentes. Una vez mas, la densidad es maxima, siendo ésta
igual a m/V18 = 0,7405.

2

De la pila de naranjas a las codificaciones informaticas

Los empaquetamientos de esferas también sirven para elabo-
rar codigos eficaces de transmision y reproduccién de datos
informaticos. Un cadigo informatico es una sucesion de ceros
y unos, de longitud n, que permite detectar, e incluso a veces
corregir, un error de transmisién. Cuando se produce un error,
un cddigo valido se vuelve invalido, lo que permite localizar el
error. Si, con un poco de suerte, sélo existe un Gnico codigo
valido lo suficientemente similar al c6digo invalido recibido,
se puede encontrar su valor correcto sin necesidad de volver
a transmitir los datos. Por lo tanto, estas codificaciones infor-
maticas resultan altamente (tiles en el sector de las teleco-
municaciones.

Si nos situamos en un espacio de n dimensiones [0,1]", escri-
bir el c6digo informatico correcto equivale a encontrar puntos
en este espacio lo suficientemente alejados entre si. Es en
este punto cuando los empaquetamientos de esferas son de
gran ayuda.

De hecho, una sucesion de puntos en un espacio de n dimen-
siones cuyas coordenadas son siempre o 0 1, se puede asociar
a una familia infinita de puntos alejados entre si mediante el
procedimiento de periodizacién. Consiste en asociarles todos
los puntos cuyas coordenadas difieren en un factor 2.
Colocando esferas lo mas grandes posible en el centro de todos
estos puntos, se obtiene un empaquetamiento. Por norma
general, el empaquetamiento de las esferas sera mas denso,
cuanto mas eficaz sea la codificacion.
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Para saber mas

b En Internet
'ﬁ" at.ucm.es/deptos/am/guzman/griffithsgaceta/griffithsgac.html

o

.l_,‘lf;;,. www.esi2.us.es/~mbilbao/mathmill.htm

_ 1 [Ensayo de P. Griffiths “Las Matematicas ante el cambio de milenio”]

)

www.elpais.es/articulo/elpfutpor/20060104elpepifut_1/Tes
www.divulgamat.net/berriak/berriakdetailea.asp?ld=35

www.iescarrus.com/edumat/prensa/art2003/art2003_o04.htm

ore la demostracion de la conjetura de Kepler, publicadas en "El Pais" y "ABC"]
www.math.pitt.edu/~thales/keplerg8/

[la web de Thomas Hales dedicada a la conjetura]
plus.maths.org/issue23/features/kissing/
[Articulo de G. Szpiro sobre la conjetura de Kepler y problemas relacionados]
mathworld.wolfram.com/KeplerConjecture.html

www.ams.org/notices/200004/fea-hales.pdf
[Articulo divulgativo de Hales en "Notices of the AMS"]

www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ ~history/Biographies/Harriot.html
[Biografia de Thomas Harriot. Explica como se interesé Kepler en el problema]

www.sciencenews.org/articles/20040214/fob7z.asp [Empaquetamiento de lacasitos]

En libros y revistas
Empaquetamiento de Esferas, N. J. A. Sloane, en Investigacion y Ciencia, Marzo 1984, 88-99.

Johannes Kepler, Empaquetamientos de esferas y el concepto matematico de demostracion,
T. Recio y F. Santos, Fotografiando las matematicas. Ed. Carroggio. Barcelona. 2000.

Kepler's Conjecture, George G. Szpiro, John Wiley & Sons, 2003.

Cannonballs and Honeycombs, T. Hales, Notices Amer. Math. Soc. 47, 440-449, 2000.

El teléfono fijo: la red es lo que importa

4 — Unir mediante una linea

Lo realmente importante es la red. Por muy fantastica que sea, la invencién del teléfono fijo habria
caido en el olvido si no hubiera sido posible conectar los terminales entre si, de un extremo al otro del mundo.
Las redes telefénicas se han convertido en laberintos de aspecto inextricable y, sin embargo, operativos. La
teoria de grafos, las probabilidades, la geometria y el calculo informatico, todos ellos diferentes campos de las
matematicas, se unen para construir y desenmaranar el laberinto.

Si, édigame?

Las matemadticas juegan a ser Ariadna para tejer y descifrar la telarana de la enorme red que conec-
ta todos los teléfonos fijos del planeta.

éTan sencillo como un telefonazo? No tanto. El uso del teléfono fijo se ha vuelto tan habitual que
encubre la complejidad de la red que conecta a todos los usuarios del planeta. Y ya no sorprende a nadie que
inmediatamente después de haber tecleado algunas cifras en su terminal, pueda oir contestar a su interlocu-
tor o el mensaje de un contestador. Practicamente, nos hemos olvidado que, hasta finales de los afos seten-

ta, en algunos lugares de Espana, las operadoras conectaban manualmente las llamadas de las personas que
deseaban hablar a través de microteléfonos. Es a partir de esta fecha cuando la red telefénica espanola pasa
a ser totalmente automadtica... y que el uso del teléfono se democratiza y, por fin, entra en la mayoria de los
hogares. Las centralitas telefonicas de los hoteles, con sus pequernos cuadros conmutadores, o los actuales
interfonos nos dan una idea de lo que eran las primeras redes de telefonia.
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Las matematicas dividen los cables

Al principio, el nimero de usuarios era lo suficiente-
mente pequefio como para poder conectarles entre si fisicamente,
mediante cables. Pero, cada nuevo usuario requiere instalar lineas
hacia todos los demés. Y muy rapidamente, este procedimiento resul-
té impracticable.

La solucién que se halld consiste en conectar a cada
usuario, mediante una linea (nica, con un centro de conmutacion, en
el que las operadoras, escogidas en aquel entonces por su intachable
moralidad, establecian las conexiones entre usuarios de una misma
zona, o entre el usuario y la operadora de la zona de la que dependia
la persona a la que se llamaba. Las diferentes centralitas estaban
conectadas con cables, tal y como lo estan actualmente, por otra
parte. A modo de anécdota, cabe mencionar que en algunos paises se
organizaban concursos de eficacia para mejorar la calidad del servicio.
El record se acercaba a 400 conexiones por hora, lo que supone una
comunicacién cada diez segundos... Afortunadamente, este trabajo
tan repetitivo ya no existe. Las etapas de conexién son ahora automa-
ticas, y se efectian mediante conmutadores electronicos, pero el prin-
cipio es practicamente el mismo.

(fig. 1) Diagrama de Voronoi

® Conmutadores
® Usuarios
~ Cables

-------- Fronteras de las zonas de conexion

Hoy en dia, cuando realizamos una llamada, nuestra
solicitud se transmite a través de cables al conmutador telefénico
mas cercano a nuestro domicilio. Todos los conmutadores de la
zona estan conectados entre siy se transmiten la informacién de
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conmutador en conmutador hasta llegar al mas cercano al domicilio
de nuestro interlocutor. Este Gltimo relevo va a “dar la orden” para
que suene su teléfono.

Sin embargo, los operadores telefdnicos se enfrentan a
varios problemas. En primer lugar, un conmutador no puede procesar
un ndmero demasiado alto de llamadas simultaneas y resulta dificil
determinar el nmero de hilos que contienen los cables interurbanos
que conectan los centros de conmutacién. La modelizacién matematica
de lared y la utilizacién de estadisticas y previsiones del trafico permi-
ten a los operadores de telecomunicaciones llevar a cabo su mision...
aunque, de vez en cuando, una voz suave repite sin cesar, “por sobre-
carga en la red, no es posible realizar su llamada”.

A la hora de construir la red y determinar el nimero
de hilos de los cables, se da prioridad a las comunicaciones locales.
De hecho, los usuarios llaman sobre todo a usuarios geograficamen-
te préximos, y a usuarios de otra localidad del mismo pais. En Gltimo
lugar, se encuentran las llamadas internacionales. El sistema que
consiste en conectar dos terminales mediante un circuito compues-
to por varias porciones de hilos se denomina conmutacion de circui-
tos. Y durante una conversacién, aunque permanezcamos callados
como un muerto, movilizamos un circuito entero. El operador debe
hacer previsiones para que sus circuitos se gestionen de forma 6pti-
ma y que la red disponga de una geometria variable, con el fin de
poder hacer frente a las futuras necesidades. Si fuese necesario afa-
dir conmutadores, écuantos y dénde los colocaria? El campo mate-
matico que permite construir una red asi se llama la teoria de grafos
(véase el texto pagina 22).

Tomemos el caso de una ciudad, ya que las llamadas
locales son mas numerosas y consideremos un modelo realista de
la misma, en este caso su plano. Se decide situar al azar los conmu-
tadores telefénicos en el mapa. De hecho, si hubiéramos optado por
colocarlos de un modo determinado, respetando la topologia pree-
xistente de las calles, nos encontrariamos ante un niimero tan ele-
vado de parametros que no podriamos realizar ningtn célculo en el
modelo obtenido. Paradéjicamente, en matematicas, resulta a
veces mas facil realizar calculos con un conjunto de puntos reparti-
dos aleatoriamente, siempre y cuando impongamos determinadas
reglas. Las que aparecen a continuacion permiten determinar el
”modelo matematico” de la red en la que los operadores telefénicos
van a poder operar.

¢Cuales son estas reglas? Se supone que todos los
usuarios pueden llamar a cualquier otro usuario, en cualquier momen-
to. Por lo tanto, independientemente de su localizacién en la ciudad,
todos los usuarios deberian tener las mismas posibilidades de tener
un conmutador en un radio de 100 metros, por ejemplo. En una calle
cualquiera, el nimero medio de conmutadores es proporcional a la
longitud de la misma. Por dltimo, vivir cerca de un conmutador no sig-
nifica que un amigo que viva cerca tenga menos posibilidades de tener
también un conmutador junto a su casa.

Ahora, pasemos a repartir a los usuarios de las lineas.
En un momento t, no podemos saber donde se encuentran todas las
personas que estan llamando. Por lo tanto, vamos a colocarlas a ellas
también al azar en el mapa de la ciudad, imponiéndoles las mismas
condiciones, a nivel aleatorio, que a los conmutadores. Ademas, supo-
nemos que las posiciones de las personas son independientes de las
posiciones de los conmutadores.

(fig. 2) Triangulacién de Delaunay

® Conmutadores
Red de conmutadores

------ Fronteras de las zonas de conexion

El reparto anterior de conmutadores y usuarios
genera dos subdivisiones geométricas diferentes del mapa de la
ciudad, y proporciona, en una primera aproximacion, la red teleféni-
ca de la aglomeracién.

Asi, cada conmutador da servicio a una zona deter-
minada de la ciudad en la que todos los usuarios se encuentran mas
cerca de ese conmutador que de cualquier otro. Esta zona, llamada
zona de “conexién”, esta delimitada por las mediatrices de los seg-
mentos que Interconectan dicho conmutador con los demas. Por
consiguiente, cada zona estd asociada a un poligono convexo. El
conjunto de los mismos proporciona una teselacion del plano de la
ciudad, denominada diagrama de Voronoi (fig. 1).

Por otro lado, si unimos todos los conmutadores
vecinos, la teselacion del plano que se obtiene es un mosaico dife-
rente que recibe el nombre de triangulacion de Delaunay (fig. 2).
Cuando realizamos una llamada, ésta se transmite al conmutador
que gestiona la zona de conexi6n en la que nos encontramos. Las
dos subdivisiones anteriores optimizan el recorrido que debe seguir
la llamada hasta llegar a su destinatario. La conexién de los conmu-
tadores se realiza a través de los cables representados por la trian-

gulacién de Delaunay hasta que el mensaje llegue a la zona en la
que se encuentre el destinatario de la llamada.

Actualmente, con el fin de satisfacer, entre otras
cosas, las necesidades de la telefonia movil, algunos matematicos
estan estudiando modelos de grafos mas complejos en los que las
teselaciones de Voronoi y la triangulacién de Delaunay varian alea-
toriamente. Las matematicas siguen jugando a ser Ariadna para que
llamar por teléfono resulte tan facil como apretar un botén.

Los 7 puentes de Konigsberg
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Siete puentes: el nacimiento de una teoria

Hacia el afo 1700, los habitantes de Konigsberg, ciudad por-
tuaria de Prusia oriental situada aproximadamente a 250 Km
al norte de Varsovia, se planteaban extranas cuestiones.

Se preguntaban si un paseante podia recorrer la ciudad, la
actual Kaliningrado, en Rusia, pasando una vez, y sélo una
vez, por cada uno de sus puentes, y volviendo al punto de
partida. Konigsberg tenia en aquella época siete puentes,
que unfan las cuatro zonas de la ciudad delimitadas por el
recorrido de su rio. Sus habitantes desgastaron las suelas
de sus zapatos en vano, hasta que el gran matematico suizo
Euler se aduend del acertijo.

¢Por qué las matematicas?
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La respuesta es negativa: es imposible realizar un circuito asi.
Este recorrido s6lo existe si a cada uno de los puntos llega un
nlimero par de caminos. Un paseante que llegue a un vértice
debera seguir por un puente que no sea el mismo por el que
haya llegado. En el grafo, esto se traduce en el hecho de que a
un vértice se debe asociar un nimero par de aristas. Sin embar-
go, la configuracion de los puentes de Konigsberg no cumplia
esta condicion. La resolucién de este problema dio origen a una
nueva disciplina matematica, la teoria de grafos cuya importan-
cia no ha dejado de crecer.

Esta teorfa no interesa Gnicamente a los matematicos puros.
Nuestra vida cotidiana esta inmersa en los grafos que permi-
ten, por ejemplo, representar circuitos electronicos, gestionar
de forma 6ptima el trafico rodado, las fases de un proceso de
fabricacion o la organizacién de la red telefonica o la de
Internet.

F Lancaster Bond Oxford
Queensway Gate gireet | Circus

3
¥ Notting Marble | 4 Tottenham

Chancery
Hill Gate

Arch ' Court Road Lane *

, Covent Garden ¥
Green Park % T == Cannon Str
@ Leicester F Cannof SS

Piccadilly W Square Mansion e
Circus ‘% House

High §treet Hyde Park
Kensington Comer

N

Knightsbridge Charing

Wl Cross ==

Gloucester Blackfriars

Road Sloane St. James's ) y =
Square i Park 4
: e — "
o e
South Victoria Westminster § Embankment &=

== -

== Charing Cross |

Kensington

= == Waterloo .r k

En internet
www.ucm.es/info/hcontemp/leoc/telefono.htm
[historia del teléfono]

www.telephonymuseum.com/history.htm
[Museo de telefonia]

En los libros
Introduccién a la Teoria de Grafos, Robin G. Wilson, Alianza, 1983.

Matematica discreta, Norman L. Biggs, Vicens Vives, 1994.

Computational Geometry - Algorithms and Applications,
Mark de Berg, Marc van Kreveld, Mark Overmars, and Otfried Schwarzkopf, Springer-Verlag, 1997.

Handbook of Regular Patterns: An Introduction to Symmetry in Two Dimensions,
Peter S. Stevens, MIT Press, 1992.
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Imagenes muy calculadas

5 — ¢Por qué calcular?

Vivimos en un mundo sumergido en imagenes digitales. Pero el recorrido entre la imagen real
y la imagen reproducida esta lleno de obstaculos. Las imagenes son objeto de numerosos tratamientos
matematicos antes de tener un buen aspecto, frecuentemente sin que el usuario lo perciba. El tratamien-
to digital de las imagenes y de la informacién en el sentido mas amplio (por ejemplo, los sonidos) es un
campo de investigacidon cuya importancia crece continuamente, con un amplio abanico de ecuaciones
matematicas, de habiles representaciones de la imagen en forma de lineas de nivel y de teorias recientes,
como la teoria de las ondiculas.

Eliminacion de ruido en Corfi

¢Quién hubiera podido imaginar que una imagen hiciera ruido? (Qué el mds minimo de sus peque-
fos defectos, manchas o desenfoques se elevara como si de un sonido se tratara?

Para volverla silenciosa, dicho de otra manera, dejarla suave como una imagen, la tratamos apli-
cando ecuaciones en derivadas parciales, como la ecuacion del calor.

Para una imagen en blanco y negro, esto se reduce a considerar que todos los puntos son interde-
pendientes. Entonces, el nivel de gris de cada punto es una media ponderada de los niveles de gris de los pun-
tos vecinos. Asimismo, este método se extiende fdacilmente a las imdgenes en color. Sin embargo, los bordes y
los contornos constituyen el talon de Aquiles de este método, ya que se desenfocan atin mds. Se remedia
mediante técnicas de suavizado que no utilizan todos los puntos vecinos.
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Del desenfoque al suavizado:
ecuaciones para un lifting

Vivimos bajo el dominio de las imagenes, del mundo
digital y de las telecomunicaciones. Pero sin un tratamiento matema-
tico apropiado, una gran parte de las imagenes reproducidas o trans-
mitidas seria de pésima calidad.

Una sonda envia imagenes perfectas y emocionantes
del planeta Marte, que se pueden seguir en tiempo real, desde la
Tierra, sentados frente a la pantalla de television. A través de webcams,
algunos actores de reality show con falta de inspiracién, comparten su
vida sohada, sublimada segundo a segundo en el ordenador. Un malva-
do paparazzi, como tiene que ser, armado con su microcamara digital
roba, a la velocidad del rayo, la foto de una estrella sorprendida en
buena compafiia en las islas Caiman o en Corfd.

Una imagen de Corfd sin ruido.

Se apresura a enviarla desde su teléfono mévil Gltimo
modelo a la redaccién de la revista para la que trabaja. Mafiana sera
portada de todos los periddicos. Y podremos distinguir, de forma
“muy nitida”, la intensidad de las miradas e incluso el color de la laca
de ufas...

Sin embargo, el recorrido entre la imagen “real” y la
imagen “reproducida” esta lleno de obstaculos. La mayoria de las
veces, las imagenes deben soportar condiciones perturbadoras antes
de alcanzar su aspecto final. Algunas viajan a través del espacio en
condiciones extremas, bajo el bombardeo de los rayos cdsmicos.
Siguen estando sujetas a una posible negligencia por parte del fot6-
grafo que podria dejar que se acumulase polvo en el objetivo, asi
como a la mala calidad de la transmision o recepcién de los datos digi-
tales que la componen a través de Internet...

A menudo se “comprimen”, es decir, se transforman
tras la digitalizacién para ocupar menos espacio antes de su transmi-
sién. Tan s6lo falta tratarlas tras su recepcién para que recuperen su
“frescura” inicial, e incluso mejorarlas.

Ademas de la compresion y la restitucion de image-
nes, el tratamiento atafie a la restauracion de fotos, de peliculas anti-
guas o de cualquier imagen en la que una parte de la informacion se
haya perdido o no esté disponible, al analisis de las fotos aéreas o por
satélite, a la vision de los robots, a las imagenes médicas, al reconoci-
miento automatico de la escritura, a la deteccion de defectos en los
componentes industriales, etc.

Imagen en nivel de gris

Volvamos ahora a nuestra “revista del coraz6n”. El edi-
tor gréfico recibe la foto de la estrella en su ordenador, con el logotipo
JPEG-2000. Histéricamente, estas iniciales designan a un grupo de
expertos internacionales, el Joint Photographic Expert Group, que
estudi6 las normas de intercambio de archivos de imagenes. Al mismo
tiempo, JPEG designa la norma de compresion de imagenes mas habi-
tual en Internet, sobre todo gracias a su dltima version, la JPEG-2000,
fruto de las investigaciones de matematicos.

Consideremos una imagen digitalizada. Se compone
de 512x512 puntos (pixeles), cuyos niveles de gris pueden variar entre
o (negro) y 255 (blanco). (En el caso de las imagenes en color, se aso-
cian tres valores a cada punto que corresponden al nivel de rojo, de
verde y de azul). Cada uno de los 256 niveles posibles de gris se puede
representar por un octeto, es decir, un nimero binario de 8 bits (0 6 1).
Codificar esta imagen requiere 512x512x8 = 2.097.152 bits, lo que es
enorme. Este nlmero se puede dividir por 8, con dos Gnicos valores
para el nivel de gris, blancos o negros, codificados en forma de 0 6 1.
La imagen resultante esta degradada en grado sumo. Sin embargo,
con JPEG-2000 (software integrado en el ordenador), la imagen se
codifica 32 veces menos, pero con un nivel de degradacién impercep-
tible. En lugar de reducir la precision, se trastoca el modo de “jerarqui-
zacion” de la informacién visual. La idea clave de este procedimiento
es que la informacion visual esta “jerarquizada mediante las escalas”.
Un ejemplo sencillo: partiendo de una imagen digital, se pueden dis-
tribuir los niveles de gris en cuadrados de 2x2 pixeles, luego de 4x4
pixeles, luego de 8x8 pixeles y asi sucesivamente. Para cada imagen
“aproximada” obtenida de ese modo, la de nivel dos veces mas fino se
deduce del nivel inmediatamente inferior. Por lo tanto, se puede
reconstruir la imagen “paso a paso” hasta llegar total o practicamente
a la imagen inicial.

iPor qué las matematicas?| 27



En los afos 70, las necesidades de la prospeccion
petrolifera francesa desembocaron en descomposiciones de este
tipo. Un ingeniero geofisico muy ingenioso, Jean Morlet, desarroll
un método matematico, “la transformada de ondiculas” para estu-
diar el subsuelo. En los afios 80, Yves Meyer se apropia de este
método y lo mejora para satisfacer las necesidades de la conforma-
cion de imagenes, aunque pronto se vio superado por una multitud
de investigadores, entre los que se encuentran Stéphane Mallat e
Ingrid Daubechies.

Sus trabajos desembocaron en el estandar JPEG-2000.
Por lo tanto, detras de la mayoria de las iméagenes que viajan por
Internet, viaja un poco de la investigacion matematica.

El grafo de | en 3D y en lineas de nivel
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Volvamos, una vez mas, al editor gréfico de la “revis-
ta del coraz6n”. Ha recibido la foto en formato JPEG-2000, pero no se
puede utilizar porque esta borrosa localmente y llena de pequefas
manchas. Estas pequefas imperfecciones de una imagen digital reci-
ben el nombre de ruido. El fotégrafo tiene buenas excusas: hizo la
foto muy deprisa mientras el personaje famoso le lanzaba su vaso
(de agua) al objetivo. El editor gréfico no pierde los nervios. Pone en
marcha un software muy comin en el mercado y “elimina el ruido de
laimagen” en un instante, a lo sumo algunos segundos. Tras borrar
las imperfecciones y suavizar la imagen, ésta recupera su nitidez y se
puede utilizar. é¢C6mo ha sido posible?
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Varios métodos de filtrado de imagenes son posibles.
Por ejemplo, se puede modelizar la imagen que se vaya a tratar, es
decir, describirla de otro modo, de una forma propicia a su posterior
tratamiento. Es decir, en lugar de asociar a cada punto (x,y) de la ima-
gen, su nivel de gris I(x,y), se dibuja el grafico de la funcién de dos
variables (x,y). Esto supone asociar a cada punto “la altitud” de su
nivel de gris. De este modo, la imagen digital se transforma en un con-
junto de lineas de nivel y adopta el aspecto de una superficie parecida
a un relieve de montafas. Los cartdgrafos utilizan este tipo de repre-
sentaciones para realizar mapas topograficos. Esta representacion
permite obtener facilmente algoritmos de tratamiento eficaces.

La imagen digital a tratar, eventualmente transforma-
da en lineas de nivel, se considera como una funcion lg que asocia a
cada punto (x,y) de la imagen, la altura de su nivel de gris. Eliminar el
ruido consiste en encontrar una funcién | a partir de la funcién lg» que
represente una imagen mas nitida.

Por lo tanto, se supone que la funcion | depende de
tres variables, x e y (como |) y de una tercera variable que expresa el
nivel de suavizado t. En el caso de la imagen inicial t = o.

En una primera aproximacion, se puede considerar
que el nivel de gris de cada punto es una media ponderada de los
niveles de gris vecinos. Es el modo de suavizado mas sencillo, calca-
do sobre la ecuacion de difusion del calor. Del mismo modo que en
un material, el calor se difunde progresivamente de un punto a otro,
y tiende a repartirse uniformemente, se puede imaginar la “difusion”
gradual de los niveles de gris. De esta forma, se reducen las grandes
diferencias de niveles de gris y el nivel global de gris es mas unifor-
me, como si se hubiesen borrado las pequefas imperfecciones de la
imagen.

Pero, al igual que en el caso de la compresion de ima-
genes, (véase el texto en pagina 27), los bordes constituyen el proble-
ma principal. El método de suavizado anteriormente descrito hace que
los bordes y los contornos se difuminen. Por ello, los matematicos
modificaron uno de los términos de la ecuacién del calor para que no
se produzca la difusion a nivel de los contornos. Sustituyeron uno de
sus términos por una expresion en la que interviene el gradiente de la
funcién I, que mide su nivel de variacion y su direccién (el gradiente es
un vector cuyas componentes son las derivadas parciales de | con res-
pecto a las variables x e y). El resultado que se busca es una difusién
anisétropa, es decir, que no se produce del mismo modo en todas las
direcciones. Las imagenes sometidas a este “lifting”, no tienen practi-
camente ningln “ruido”, y se han vuelto “matemagicas”.

1

De las “ondiculas” a las “bandiculas”

Cuatro jévenes matematicos procedentes del Centro de mate-
maticas aplicadas de la Ecole polytechnique francesa han elabo-
rado recientemente la “teoria de las bandiculas”, base del
nuevo formato de compresion Let It Wave. El método consiste en
comparar series de imagenes y utilizar estructuras geométricas
que se repiten, como por ejemplo, el contorno de los ojos.

Marte©Nasa-Esa

La mayor parte de la informacién se encuentra en estrechas
“bandiculas”, situadas alrededor de los contornos. Una fotogra-
fia de identidad codificada con sélo 500 octetos esta nitida con
el formato Let It Wave y borrosa con JPEG-2000. En un futuro cer-
cano, la foto de identidad podra guardarse en un chip o en un
cbdigo de barras. Proximamente, van a proliferar sus aplicacio-
nes: desde la comprobacion de los documentos de identidad
hasta las tarjetas de acceso a los aeropuertos.
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www letitwave.fr/ (Nuevos trabajos sobre las ondiculas, en inglés)

En los libros
STEPHANE MALLAT, Une exploration des signaux en ondelettes, Editions de I’Ecale polytechnique. Parfs, 2000.

Yves MEeYERr, Ondelettes et algorithmes récurrents, Ed. Hermann. Paris.1992.

Nonlinear subdivisions schemes: applications to image processing, A.Cohen y B. Mattei, Tutorial on multiresolution in geometric modelling, A.
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Iske, E.Quack and M. Floater Ed., Springer, 2002.

Total Variation Minimization for Scalar & Vector Image
Régularisation, F. Dibos, G. Koepfler y Pascal Mollasse, in Geometric Level Set Methods in Imaging,
Vision and Graphics, Ed. S. Osher et N. Paragios, Springer Verlag, 2003.

La curva de las autopistas

6 — Construir

Nadie se asombra de que cuando un tren de alta velocidad toma una curva no sintamos maripo-
sas en el estomago. No sentimos las sacudidas de un lado a otro del tren bajo el efecto de una aceleracion
intempestiva. Incluso, podemos leer este catalogo sin ningln problema. El tren se desliza sobre los railes
sin derrapar descontroladamente. No se deforma. No se estrella contra el suelo.

Del mismo modo, un conductor puede abandonar la autopista sin sobresaltos, con una fluidez
digna de un conductor profesional, sin aferrase al volante o luchar contra la fuerza centrifuga que logica-
mente deberia afectarle.

Estos desplazamientos se han convertido en “largos rios tranquilos” gracias a una hermosa espi-
ral: la espiral de Cornu o clotoide.

Entradas y salidas nada “estrafalarias”

Cuando un automovilista desea abandonar la autopista, debe reducir su velocidad progresivamen-
te y modificar su direccion. La solucion mds comoda para el piloto consiste en proponerle una curva que pueda
tomar a velocidad constante girando el volante a velocidad constante: describe asi una espiral incompleta. Al

contrario, cuando el automovil entra en la autopista, sale de una espiral cuya curvatura disminuye gradualmen-
te hasta seguir una trayectoria en linea recta. Entonces se incorpora “sin estrés” a la marea de coches.
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La Clotoide o la espiral de la tranquilidad

Para reducir los accidentes, ¢qué curvas utilizar en la
construccién de las autopistas, de los ramales de conexion, de las vias
de ferrocarril o de las pistas de algunos deportes sobre hielo?
Recientemente, la espiral de Cornu, también llamada clotoide, ha
dado con la soluci6n.

Contrariamente a las ideas preconcebidas, las cur-
vas utilizadas para construir las autopistas y las lineas de trenes de
alta velocidad no s6lo se componen de rectas y arcos de circulos.
Supongamos, en efecto, que la carretera esté mal disefiada, y que
tras un tramo en linea recta aparezca stibitamente un arco de circu-
lo de radio r. La aceleracién del vehiculo que se desplaza a una
velocidad constante v pasaria bruscamente de un valor nulo al
valor v2/r. Los pasajeros sufririan fuertes sacudidas, la carroceria
estaria sometida a peligrosos esfuerzos, y el nimero de accidentes
seria mayor.

En la forma ideal, cuando un vehiculo aborda una
curva, deberia poder seguir desplazandose a la misma velocidad sin
que el conductor tenga que luchar con el volante. Este gira el volante
a velocidad constante. La (nica trayectoria que proporciona esta tan
buscada “constancia” es una espiral, la clotoide.

Para vencer este obstaculo, los ingenieros realizan las
conexiones utilizando porciones de curvas, llamadas curvas de tran-
sicién, que permiten pasar progresivamente de una curva con curva-
tura nula, es decir, una recta, a una curva con curvatura constante
dada, un circulo, o a la inversa. Intuitivamente la curvatura es una
funcién que nos mide cémo se “curva” nuestra curva en cada punto.
La curvatura de una recta es, por supuesto, nula en todo punto, mien-
tras que la curvatura de un circulo es la misma para todos sus puntos
e igual a 1/r, siendo r el radio de la misma. Esta nocién se puede
ampliar a una curva lisa cualquiera: dado un punto P de una curva, se
consideran todos los circulos tangentes a la curva en dicho punto,
algunos, con radios muy grandes, son tangentes exteriormente, y
otros, con radios muy pequefios, son tangentes interiormente. Entre
estas dos familias, existe un circulo tangente que es el mas cercano a
la curva en el punto P (el circulo osculador). Si el radio del circulo
osculador en P es r, entonces la curvatura de la curva en ese punto es
1/r (o r es el radio de curvatura).
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Volvamos a la construccién de la curva ideal para el
conductor o el aficionado a deportes sobre hielo. La propiedad que
define a la curva de transicién como aquella que favorece la conduc-
cién, que nos permite circular de una recta a un circulo sin sufrir las
consecuencias de la fuerza centrifuga, se convierte en la propiedad
geométrica s-r=a2, donde s es la longitud de la curva, r el radio de
curvatura y a es un parametro de la clotoide. Esta propiedad, la cur-
vatura de la curva crece proporcionalmente a la distancia recorrida,
hace que la curva sea una doble espiral. Podemos observar su forma
en las fotografias aéreas de intersecciones de autopistas. Vemos
como describe una espiral de dos polos que se estrecha a medida
que nos alejamos del origen, al igual que los resortes de un reloj
mecanico. Otros ven la forma del hilo que se enrolla en una rueca. De
ahi procede su nombre, ya que clotoide se deriva del griego klothein
(hilar). Y con caracter anecdético, de las tres Parcas, Cloto era la que
hilaba el destino de los hombres con un hilo llamado tiempo. Aqui,
uno de los polos se enrolla en un sentido mientras que el segundo se
enrolla en sentido contrario... Toda una filosofia, la del tiempo que
avanza y el tiempo que retrocede.

Las Tres Parcas. Marco Bigio. Palacio Barberini. Roma.

Histéricamente, aparece con otros nombres, como la
radioide de los arcos, la espiral de Euler o la espiral de Fresnel. Sin
embargo, el primero que se dedicé de pleno a ella no le dio su nombre.
Ya en 1705, Jacques Bernoulli la estudia para sus trabajos de dptica.
Este gran amante de todo tipo de espirales declara su amor por estas
curvas hasta en su tumba, decorada con una espiral logaritmica.

El fisico francés Alfred Cornu (1841-1902) introduce la
curva que lleva su nombre para representar las integrales de Fresnel
con motivo de sus trabajos sobre la difraccion de la luz.

O

A principios del siglo XIX, Fresnel divide la onda lumi-
nosa incidente en ondas elementales. De este modo, logra evaluar, en
un punto tomado en la zona de difraccion, la suma de las contribucio-
nes de estas ondas parciales, es decir, la intensidad de la vibracién
resultante: son las famosas integrales de Fresnel. Alfred Cornu las
representa mediante su espiral. Tras trazarla, arco por arco, permitia
(antes de disponer de los medios actuales de célculo) obtener valores
aproximados de expresiones matematicas complejas, que intervienen
en los fenémenos de difraccion.

Aunque esta espiral se conoce desde hace muchisimo
tiempo, los ingenieros la utilizan desde hace s6lo cuatro décadas.
Han tenido que esperar el auge de los calculos por ordenador para
tener una aproximacién numérica lo suficientemente precisa, punto
por punto. Asi, esta espiral ha pasado a ser la curva preferida de los
ingenieros encargados de construir los caminos “de alta tecnologia”,
asf como la de los robots. La clotoide también interviene en el célcu-
lo del camino mas corto entre dos puntos. Un robot situado en un
punto A, debe dirigirse a un punto B. Si esta mirando en otra direc-
cién, no da media vuelta. Seria demasiado peligroso para él. Su cami-
no se construye mediante la yuxtaposicién de pequefias porciones de
clotoides. Cuando esta mirando hacia B, el asunto es mas sencillo ya
que hay tomar el segmento de recta AB. iLa clotoide también les
gusta a los robots...!
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Ecuacion para una curva admirable

Si se designa r el radio de curvatura en cada punto, esta curva
tiene la propiedad caracteristica de que su curvatura (1/r) es
proporcional a la longitud del arco(s) desde el origen O. Es
decir, el producto r ® s es constante, lo que conduce a una curva
parametrizada definida por las intégrales de Fresnel en el inter-
valo (o,t), siendo t > o: la clotoide (o espiral de Cornu):

(2]
T o
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5 — ) TS
z(t) =avm / cos(
Jo

g - —

Jo 2

&

Esta curva resulta muy dificil de trazar ya que se desconocen
las primitivas de las funciones cos(t?) y sen(t2).
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Tan sdlo hay que cruzar el puente...

El puente mas largo, el mas alto, el mas elegante, el mas esbel-
to... Todos los paises siempre han rivalizado por tener las obras
mas impresionantes. Pero, ino ha llovido desde los primeros
puentes de troncos!... Para construirlos, todo el mundo, desde
los primeros edificadores a los ingenieros de la época romana,
desde el Renacimiento a la época actual, se ha basado en las
curvas matematicas, parabolas, elipses, clotoides o espirales
de todo tipo. Actualmente, gracias al desarrollo de los materia-
les y métodos de andlisis matematicos, los puentes poseen
mayores dimensiones y mas belleza.

Entre ellos, podemos citar al Storebaelt East Bridge en
Dinamarca. De los 6790 m de este puente, lo que representa la
mayor travesia maritima por carretera y ferrocarril del mundo,
casi 2.7 km toman la forma de puente colgante, cuyo vano cen-
tral de 1624 m de luz es el segundo mayor del mundo. Ademas,
con 254 m sobre el nivel del mar, las dos pilas del Storebaelt
East Bridge son los puntos mas altos de Dinamarca. Una altura
espectacular que se ha visto superada por el Viaducto de Millau
en Francia, cuyos pilares alcanzan los 343 metros.

Disefiado por el arquitecto inglés Sir Norman Foster, este puen-
te multiarriostrado constituye el dltimo eslabon de la autopista
A7s5 Clermont-Ferrand - Béziers. Compuesto por finas pilastras,
de esbeltas lineas, y un tablero muy ligero, roza el valle en tan
sélo siete puntos. Una proeza técnica hecha realidad gracias a la
realizacion de mediciones sofisticadas, particularmente via
satélite GPS, y... a la utilizacion de curvas matematicas. Las siete
pilastras de hormigén presentan una variacion constante de su
geometria con una sucesion de areas oblicuas y angulos que
evolucionan de forma imperceptible, y adquieren un aspecto de
un diapason endiabladamente esbelto. Con una base de
200 m2, la seccién de cada una de las pilastras disminuye con la
altura y se divide en dos ramas finales con una superficie de
carga total de 30 m2 en la parte superior. En ellas descansa el
tablero, asi como los pilotes metalicos de 9o m de altura. Los
ingenieros han pensado en todo... Incluso en el hecho de que el
suelo no se vea para evitar que los conductores sientan panico
0 vértigo.

Para saber mas -\

En Internet
www.mathcurve.com
(informacion sobre curvas en castellano)

www.xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir/specialPlaneCurves.html _
(diccionario visual de curvas famosas, inglés) el Al m
a |

www.fosterandpartners.com 41 |
(pagina del arquitecto Norman Foster, inglés) / / i-

www.greatbuildings.com ; /
(exhaustiva pagina web sobre arquitectura, obras y arquitectos, inglés) . »
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En los libros y articulos
Curvas en la historia (vol. 1y 2), José Manuel Alvarez Pérez, Nivola, 2006.
[exhaustivo estudio de las curvas que se han hecho famosas a lo largo de la historia]

Gaudi. La busqueda de la forma, D. Giralt-Miracle (editor), Lunwerg Ed.; 2002.
[curvas y superficies en la obra de Gaudi; ver exposicion y catalogo en www.seacex.es]

El vientre del Arquitecto, Radl Ibafiez, Un Paseo por la Geometria, UPV, 2004.
[curvas y superficies en Arquitectura, ver en la seccién Textos-on-line de www.divulgamat.net]

Architects+Engineers=Structures, Margolis, Wiley-Academy, 2002.

El libro de las curvas, P. Olalquiaga, A. Olalquiaga, Fundacién Esteyco, 2006.

[libro visual sobre las curvas en las matematicas, la naturaleza, la mdsica, la ingenieria, la arquitectura, ver en www.esteyco.es]

Breve introduccion a las estructuras y sus mecanismos resistentes, Florencio Regalado, CYPE Ingenieros, 1999.
[sencillo libro sobre estructuras geométricas para la arquitectura de puentes, arcos, cubiertas,...]
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Matematicas: una buena inversion
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7 — Calculando

La fortuna de los banqueros, companias de seguros y otros operadores financieros no tiene nada
que ver con la suerte. Al contrario, se debe mas bien a su capacidad para dominar el azar y cubrir los riesgos
de pérdidas financieras. No lo consiguen con formulas magicas sino que recurren de manera cada vez mas
explicita a las matematicas punteras, como la teoria de procesos estocasticos y formulas sofisticadas. La for-
mula de Black-Scholes y Merton reina desde principios de los afios ochenta en el sector financiero y bancario.
Incluso, se podria considerar como el origen del auge notable alcanzado por varias plazas financieras. Lo que
demuestra, si aln es necesario hacerlo, el poder de las matematicas y, sobre todo, su caracter actual.

Una cobertura muy suave

El sector aeroespacial vende sus aviones en dolares, pero paga a sus empleados en euros.

Aunque una empresa sepa que va a percibir 1.000 millones de ddlares en octubre de 2005, no
tiene ninguna certeza sobre el importe correspondiente en euros en dicha fecha.

Debe obligatoriamente cubrirse frente a los tipos de cambio ddlar/euro.

Paraddjicamente, no recurrir a ningun producto financiero supondria un riesgo considerable
para la empresa...

Para protegerse, y gracias a determinadas formulas matematicas, puede utilizar una opcioén de
compra en euros que le garantiza un tipo de cambio minimo.
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La bolsa bajo la garantia de las matematicas

Parece que ha terminado la época en la que un buen
inversor podia contentarse con ser listo, tener buen olfato y sentido de
los negocios... El inversor actual suefia con una “especulacion asegu-
rada” y deja sus asuntos financieros en manos de formulas matemadti-
cas como la de Black-Scholes y Merton.

Cualquier inversor que se precie, hace malabarismos
con términos como opcidn negociable, volatilidad de una accion, fluc-
tuacién del mercado o teoria del arbitraje, de forma que esta aplican-
do matematicas. Por lo que aplica matematicas dificiles, como si del
sefor Jourdain, aquel personaje de Moliere, se tratara, que escribia en
prosa sin saberlo... o casi.

De hecho, todos los programas informaticos financie-
ros utilizan desarrollos matematicos relativamente recientes, como la
formula de Black-Scholes y Merton, elaborada en 1973 por el ddo
Fisher Black y Myron Scholes, por una parte, y Robert Merton, por la
otra. Hoy en dia, es mas conocida en las plazas bursatiles que el pro-
pio teorema de Pitagoras, y supuso el premio Nobel de Economia de
1997 a Scholes y Merton (Black habia fallecido). Pero, écudntos enten-
didos saben que esta formula se deriva de un calculo con ecuaciones
diferenciales estocasticas? ¢Que la volatilidad, término que utilizan
varias veces al dia, designa el coeficiente que describe la amplitud y la
frecuencia de las oscilaciones de una cotizacién respecto a su valor
medio en esta misma ecuacion?

Esta ecuacion ha permitido a los financieros ofrecer
una serie de productos atractivos como, por ejemplo, las opciones de
compra o de venta, que han despertado la vena bursatil en mucha
gente. iComo resistirnos a la llamada de nuestro banquero cuando nos
promete el oro y el moro! Es decir, cuando nos ofrecen un fondo de
inversién garantizado con el que aparentemente, nunca se puede per-
der dinero.

Sin embargo, todo el mundo sabe que los banqueros
no son filantropos... Obviamente, esta garantia de ingresos no es gra-
tuita, pero écdmo determinar su precio? Es necesario tener en cuenta
los riesgos y las fluctuaciones de las cotizaciones, en un mercado cada
vez mas amplio e inextricable debido a la mundializacion. No es senci-
llo, y aqui es donde intervienen la formula de Black-Scholes y Merton
y sus derivadas, ya que son ellas las que fijan este precio.

En primer lugar, tomemos el ejemplo, algo prosaico, del
agricultor. Sus ingresos son aleatorios y estan sometidos a mltiples
imprevistos. El hecho de que la cosecha sea demasiado buena, no resul-
ta tan bueno para sus negocios: las cotizaciones se derrumban y tiene
que vender por debajo del precio de produccion. Esta a merced de las
variaciones climaticas, de diferentes disturbios socioeconémicos como
las huelgas o las crisis sanitarias imprevistas. La crisis de las vacas locas
demostré que la cotizacién de la carne de vacuno puede caer un 80% en
algunos meses. Para no correr el riesgo de arruinarse, tiene interés en
firmar una opcion de venta con un operador del mercado.

Este (ltimo se compromete, con varios meses de ante-
lacién, a comprarle la produccién en un momento T, a un precio mini-
mo C, que se fija en el contrato de opci6n. Pero el agricultor es libre de
vender o no. ¢Puede imaginar un sistema mejor?

Llegado el momento T, dos casos son posibles.

Sea C el precio de mercado en el momento de la
venta. Evidentemente, el agricultor ejercera la opcién (inicamente si le
resulta favorable, es decir:

Si C« C, ejerce su opcion y vende al precio C fijado en
el contrato, realizando un beneficio, la plusvalia, que es igual a C-C’.

Si C« C, no ejerce su opcion y vende al precio de mer-
cado. Por lo tanto, la opcién de venta es una especie de contrato de
garantia frente a la caida de las cotizaciones.

Y al revés, la opcién de compra es una garantia frente
a la subida de las cotizaciones.

Es necesario precisar que el operador del mercado se
compromete a pagar los flujos de caja estipulados en la opcién, tanto
si se ejerce como si no en el instante T.

El principio de la opcidon es tan antiguo como el
“mundo”... del comercio. Aristoteles cuenta la historia de la fortuna
de Tales, si, el del famoso teorema... Los malpensados veian en su
pobreza la prueba de la inutilidad de la filosofia y de las matemati-
cas. Con el fin de refutar sus argumentos, se lanzd a los negocios v,
basandose en oscuras predicciones astrolégicas, declaré que la
siguiente cosecha seria buena. Nadie le creyé. Por lo tanto, alquil6
con antelacién, todas las prensas de la region, abonando una sefal
minima. La cosecha fue abundante y las subarrendé al precio que
quiso, por lo que se enriqueci6. Tales estaba en situacion, al igual
que el comprador de una opcién, de ganar mucho dinero sin correr el
riesgo de perder mucho. En cualquier caso, demostré que los mate-
maticos se pueden enriquecer facilmente si asi lo desean y no son
tan sélo espiritus puros.
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Ni que decir tiene que las opciones de hoy en dia se
encuentran en un contexto mucho mas sofisticado, pero su filosofia
sigue siendo la misma: “arriesgar poco para ganar a veces mucho”. Ya
que, como todo el mundo sabe, quien no se arriesga no pasa la mary
no se puede ganar dinero de forma segura sin invertir. En la jerga de
los matematicos especializados en finanzas, esta afirmacion de puro
sentido comin se denomina ausencia de oportunidades de arbitraje.
Histéricamente, la Bolsa siempre ha asignado una “ prima de riesgo”
a las acciones, un modo de inversion particularmente aleatorio, pero a
la larga muy rentable. Asi, 1 délar invertido en la Bolsa estadouniden-
se en 1802 hubiese tenido en 1997 un valor de 7,5 millones de délares
si se hubiese invertido en acciones; un valor de 10.744 délares, si se
hubiese invertido en obligaciones; 3.679 délares, si se hubiese inver-
tido en bonos del Tesoro, y tan sélo 11,17 délares, si se hubiese inver-
tido en oro. Este ejemplo demuestra que, a largo plazo, el rendimien-
to corresponde al riesgo que asume el inversor. Con las acciones, corre
mas riesgos que con las opciones. Una opcién, como ya hemos visto
anteriormente, “transfiere” el riesgo (a un banco o a otro inversor). En
cierto modo, la opcion pretende eliminar en parte los imprevistos y el
azar que, sin embargo, son inherentes a los mercados bursatiles y al
comercio en el sentido mas amplio de la palabra.

La evolucién en el tiempo del precio de una mercancia
y de la cotizacién de una accién depende de un niimero tan elevado de
factores que resulta imprevisible y “desordenada”, al igual que el
“movimiento browniano”. A modo anecdoético, al botanico escocés
Robert Brown le gustaba contemplar a través del microscopio, particu-
las de polen inmersas en agua. Estas incontables particulas chocan
entre sy con las moléculas del liquido en el que estan inmersas que,
a su vez, estan sometidas a agitacion térmica. En 1827, dio su nombre
a dicho movimiento totalmente aleatorio de las moléculas.

Debido a las innumerables transacciones efectuadas
por un elevado nimero de operadores, la cotizacién de una accién
negociada en Bolsa fluctda, en una primera aproximacién, analoga-
mente al movimiento browniano. En 1900, el matematico francés Louis
Bachelier tiene la idea de asociar las fluctuaciones de la Bolsa con el
movimiento browniano, mucho antes de que Einstein elabore su ecua-
cion del calor. En aquella época Louis Bachelier fue considerado como
un “loco encantador” y sus trabajos cayeron en el olvido: a veces
resulta dificil tener razén antes que los demas...

La férmula de Black-Scholes y Merton, tan habitual
hoy en dia en el sector financiero, se deriva de herramientas matema-
ticas recientes, en concreto, del calculo estocastico desarrollado hacia
1945 por el japonés Kiyosi Itd, desarrolladas para estudiar el movi-
miento browniano y la ecuacion del calor de Einstein.

A este nivel, cabe precisar, aln a riesgo de compli-
carlo mas, que la formula de Black-Scholes y Merton no proporcio-
na, de forma tan precisa, el precio de la opcion. Es el mercado el que
dicta su ley. Se aplica junto a otra formula matematica, llamada for-
mula de cobertura, que permite crear una cartera de acciones apro-
piada para disponer, al vencimiento, del importe correspondiente a
la prima a abonar.

Ademas, el movimiento browniano, por muy complejo
que sea, s6lo describe de manera aproximada las fluctuaciones del
mundo bursatil.

Los matematicos investigan, por lo tanto, otros mode-
los, menos simplificadores. En particular, el modelo Black-Scholes y
Merton parte de los supuestos de tipos de interés, de niveles de ries-
gos o de tasas medias de rendimiento, constantes en el tiempo.
Durante estos dltimos afios, dicho modelo se ha beneficiado de las
aportaciones de la teoria fractal o de nuevas herramientas como las
“ecuaciones diferenciales estocasticas retrégradas”. Y, sorprendente-

1

El modelo de Black-Scholes y Merton

Supongamos que queremos fijar el precio de una opcién relati-
va a una determinada mercancia o a una determinada accion
bursatil cuya cotizacion en el momento t es igual a St. El mode-
lo de Black-Scholes, utilizado para evaluar el precio de la
opcién, parte de la hip6tesis de que, entre el momento t y el
momento t + dt, la cotizacién S; experimenta una variacion rela-
tiva [S, gt - Stl/St igual a la suma de dos términos: pdt, que es
un incremento no aleatorio que representa la “tendencia”
general del mercado; vy, S[Bt, gt - Bt], gue corresponde a una
fluctuacion aleatoria e imprevisible de tipo browniano
(Bt representa un proceso browniano, es decir, una magnitud
analoga a la de la posicién, en el momento t, de una particula
que experimenta un movimiento browniano a lo largo de una
linea recta).

Siendo la ecuacion obtenida la siguiente:

donde, p y s son constantes. Si tomamos dt infinitamente
pequefo, esta expresion corresponde a una ecuacion diferen-
cial cuya “incégnita” es la cotizacién Sq. De hecho, se trata de
una “ecuacion diferencial estocastica”, ya que interviene un

proceso aleatorio o “estocastico”, el proceso browniano Bj.

Para saber mas

En los libros

Options, futures and other derivatives, John Hull, sexta edicién, 2006, Prentice Hall
[edici6n castellana: Introduccion a los mercados de futuros y opciones, P.H., 2002]

mente, estas herramientas desarrolladas para las necesidades del
sector financiero, aportan luz a complejas cuestiones de geometria
como las de las fronteras libres que, por ejemplo, aparecen en la
deformacién de un cubo de hielo cuando se funde. Ya no se sabe si las
matematicas son dinero o al revés.

Les marchés fractals, Jacques Lévy-Véhel, Christian Walter, PUF, Paris 2002.

Martingales et marchés financiers, Nicolas Bouleau, Ed. Odile Jacob, Paris 1998

Derivatives: The Theory and Practice of Financial Engineering, Paul Wilmott,
John Wiley & Sons Inc. 1998.
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¢Por qué nos mienten los mapas?

F

8 — Optimizacion T __ — O

A lo largo de la Historia de la Humanidad, esta ha sentido la necesidad de representar la Tierra (0
parte de ella) en una superficie plana, un mapa. Sin embargo, los cartégrafos se encontraron con un problema,
¢{Como dibujar correctamente un mapa de la Tierra? Tras varios siglos de historia, los matematicos encontra-
ron la respuesta (Euler 1775): no se puede representar la Tierra en una superficie plana de forma correcta, es
decir, no existe ningin mapa que nos permita medir distancias, areas, angulos, que nos muestre el camino mas
corto entre dos puntos y que preserve las formas de los territorios. Cuando disefiamos un mapa hay parte de
la informacion que se pierde y sélo parte de la informacién (angulos, areas, caminos mas cortos,...) puede man-
tenerse. Y cual es el mejor mapa? Ninguno...cada mapa preserva ciertas propiedades que lo hacen atil para
unas actividades y no para otras.

No utilicemos mapas sino globos terraqueos...

Mientras que no es posible disefiar mapas de la Tierra (o de parte de ella) de una forma fiable, el
globo terraqueo constituye el modelo reducido ideal. En €l se preservan, salvo el factor de tamario, es decir, la
escala, todas las propiedades métricas mencionadas (dngulos, dreas, caminos mds cortos, formas, distan-
cias,...). Entonces, épor qué no utilizamos los globos terrdqueos en las actividades de la vida cotidiana?
Importantes e insalvables desventajas descartan su utilizacion: 1) su produccién es muy compleja y cara, espe-
cialmente a grandes tamanos; Il) frdgil, abultado, de dificil manejo, transporte y almacenamiento; I1]) compli-
cado de manipular para tomar medidas y dngulos, y nada prdctico para mostrar detalles; V) completamente
impracticable para hacer reproducciones por medio de impresion o electronicamente...
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La verdad de los mapas

Los mapas son objetos familiares que forman parte de
nuestra vida cotidiana. Los encontramos a diario en peri6dicos, revis-
tas, libros, noticiarios, programas culturales o divulgativos de la tele-
visién, peliculas, anuncios publicitarios, medios de transporte y estan
también muy presentes en muchos de nuestros trabajos. Hay mapas
politicos, urbanos, topogréficos, morfolégicos, cientificos de diferen-
tes clases (botanicos, geoldgicos, climatolégicos, geogréficos,...), eco-
némicos y estadisticos, artisticos, catastrales, para la navegacion
maritima o aérea, de comunicaciones (ferrocarril, carretera,...), y
muchos mas. Sin embargo, se produce la paradoja de que son objetos
cotidianos pero desconocidos para la mayoria de las personas de
nuestra sociedad, incluidos los propios matematicos.

(fig. 1)

Tomemos un mapamundi, por ejemplo el mas conoci-
do (ver figura 1), que se obtiene con la proyeccion de Mercator. éQué
camino han de seguir los aviones transcontinentales para viajar de
Washington D.C. a Madrid (o Baku)?. Como todo el mundo sabe que el
camino mas corto entre dos puntos del plano es la recta, la respuesta
que obtendremos es viajar hacia el este a lo largo del paralelo 40, sin
embargo, en la esfera el camino méas corto entre dos puntos cuales-
quiera es el circulo maximo que pasa por dichos puntos (recordemos
que los circulos maximos de la esfera se obtienen como la interseccién
de esta con los planos que pasan por su centro) y en este caso, su ima-
gen en el plano no es el paralelo 40. Por este motivo, los aviones
suben hacia el norte y después descienden hacia el sur siguiendo el
circulo maximo.

Por otra parte, ¢Cudl es la distancia entre dos puntos
cualesquiera de la Tierra?. En estos casos, medimos la distancia en
el mapa y utilizamos la escala indicada en el mapa para obtener la
supuesta medida. Sin embargo, por lo comentado anteriormente,
tendriamos que medir en el plano la longitud de la curva imagen del
circulo maximo y no la de la recta. Aun asi, el resultado que se obten-

dria seguirfa siendo incorrecto, y esto se debe a que nuestro mapa
no preserva las longitudes de las curvas, no preserva las distancias,
y en realidad, no se puede hablar de la escala como algo uniforme a
lo largo de todo el mapa. Cuestionemos ahora si el area es preserva-
da en la proyeccion de Mercator. Como es bien conocido Groenlandia
aparece en este mapa demasiado grande, mostrandose incluso un
poco mas grande que Africa, sin embargo, la realidad es que
Groenlandia tiene una extensién de 2.175.600 km2 y Africa de
29.800.000 km?, luego se produce una distorsion muy fuerte en el
area. Finalmente, preguntemos si los mapas preservan los rumbos,
las direcciones, en definitiva, los angulos. Este mapa si lo hace, ese
es uno de sus valores, pero existen otros que no, como por ejemplo,
el que se obtiene con la proyeccion ortografica, es decir, la imagen
de la tierra desde el cielo infinito.

Como vemos los mapas son falaces, pero es mas,
existe un gran ndmero de representaciones planas diferentes.
J. Snyder en su libro “Flattening the Earth” menciona unas 265 pro-
yecciones distintas.

Mapas que preservan el area. En 1772 el matematico
J.H. Lambert disefa el mapa isoareal, que se obtiene al proyectar la
superficie de la Tierra sobre el cilindro tangente a esta en el ecuador
haciendo uso de la proyeccién de Arquimedes (ver figura 2), y luego se
despliega el cilindro en un plano. Este mapa tiene las siguientes pro-
piedades: I) es de forma rectangular, como todas las proyecciones
cilindricas; I1) los meridianos y los paralelos son rectas que se interse-
can ortogonalmente; Ill) preserva las areas, pero no preserva ni los

angulos ni las geodésicas (esto se debe a que

N la distorsion que produce esta proyeccion lo

/ ' la que hace es estirar los paralelos y de forma
| 5 inversa encoger los meridianos); 1V) la distor-

si6n en las formas, angulos y distancias, es

0 —1
muy pequefia cerca del ecuador, pero mayor
segln nos acercamos a los polos.
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(fig. 2)

La propiedad de preservacion de las areas es normal-
mente la propiedad prioritaria para mapas con informacion basada en
areas de territorios y también en mapas de interés general, ya que los
mapas son un instrumento para transmitir informacion “de un vista-
z0”, de forma mas rapida y precisa que una tabla de ndmeros, y en
este sentido es importante tener mapas que mantengan las proporcio-
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nes de las areas de los territorios. En general, nos encontramos este
tipo de mapas en divulgacién cientifica, en la educacién o en los
medios de comunicacién, aunque desafortunadamente en muchas
ocasiones se utilizan los mapas sin ningln criterio objetivo. También,
este tipo de mapas suelen ser utilizados en pdsteres de mapamundis
para colgar en las paredes. Otras proyecciones isoareales son la coni-
ca isoareal de Albers, la de Mollweide, la ortografica de Gall-Peters, la
de Eckert 1V, la proyeccion azimutal isoareal de Lambert o la proyec-
cién de Sanson-Flamsteed.

Mapas que preservan los caminos mas cortos, las
geodésicas. Haciendo uso de la proyeccién central que proyecta la
Tierra desde su centro y sobre el plano tangente a un punto de la
misma, por ejemplo el norte, se puede disefiar un mapa (ver figura 3)
cuyas caracteristicas son: ) su imagen es circular y solamente cubre
una parte de uno de los hemisferios; Il) esta proyeccion es la Gnica que
preserva las geodésicas, pero no distancias, angulos o areas; Ill) la
distorsion de areas, formas y angulos, aunque menor cerca del centro,
el punto de tangencia, es muy pronunciada segin nos alejamos de

dicho punto.
|7 Esta
%1 , proyeccién es claramente

/ Gtil en navegacion, aérea

0 maritima, y suele usar-
—] se en combinacion con la
proyeccién de Mercator.
También es (til en meteo-
rologia o cristalografia.
La proyeccion central ha
sido utilizada para dise-
fiar mapas tipo estrella y

\\"* también mapas sobre
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Mapas conformes. Para que una proyeccién preserve
los angulos la distorsion que se produce en la direccion de los meridia-
nos y de los paralelos debe de ser la misma. Por este motivo si estira-
mos el mapa de Lambert en la direccion norte-sur de forma que la dis-
torsion en la direccién de los meridianos sea la misma que tenia este
mapa en la direccion de los paralelos obtendremos un mapa conforme,
el mapa de Mercator (ver figura 1).

El mapa de Mercator es sin lugar a dudas el mapa mas
familiar para todos nosotros. Este fue disefiado por el cartégrafo fla-
menco Gerhard Kremer (Gerhardus Mercator es su nombre latinizado),
1512-1594, y publicado en 1569 bajo el titulo “Una nueva disposicion
de los meridianos con referencia a los paralelos”. El mérito de
Mercator fue construir un mapa Gtil en la navegacion maritima (en
parte heredero de los antiguos portulanos) donde los instrumentos
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utilizados eran el compas, el semicirculo graduado, la regla vy, por
supuesto, la brdjula. No hemos de olvidar que era una época de gran-
des viajes, de descubrimientos, y los navegantes y viajeros necesita-
ban mapas para sus desplazamientos. Los mapas medievales, realiza-
dos por los propios navegantes y por otras gentes sin formacion mate-
matica, ni cientifica, no eran fiables en lo que se refiere a la navegacion
y, en general, no se podia realizar ningln tipo de medici6n sobre ellos.
Como consecuencia, en muchas ocasiones los barcos llegaban a zonas
muy alejadas del destino marcado o incluso a lugares desconocidos.
Mercator disefid este mapa en una época en que las herramientas
matematicas que hoy necesitamos para entender esa proyeccién
(logaritmos, calculo, geometria diferencial) no eran conocidas.

Sus propiedades: I) es un mapa de forma rectangular;
I) los meridianos y los paralelos son rectas que se cortan en angulo
recto; Ill) es una aplicacién conforme, por su propia construccion, que
no preserva distancias, areas, geodésicas o formas; IV) las loxodrémi-
cas o lineas de rumbo fijo se transforman en rectas; V) la distorsion de
areas, formas y distancias es pequefia cerca del ecuador, pero muy
fuerte seg(in nos acercamos a los polos. Esta propiedad la hace muy
conveniente para regiones cercanas al ecuador.

Las loxodrémicas, o lineas de rumbo fijo, se trasfor-
man en rectas en el plano de Mercator. Por consiguiente, si un nave-
gante quiere ir de un punto A a un punto B de la Tierra, s6lo necesita
trazar en el plano la recta que une ambos puntos y tomar el rumbo
marcado por la misma. Sin embargo, las loxodrémicas no son geodé-
sicas y por lo tanto, no nos dan el camino mas corto entre esos dos
puntos, aunque si el mas sencillo de seguir, por ser de rumbo constan-
te (nos basta la brdjula). Cualquier otra curva entre esos puntos
requiere de continuos cambios de rumbo. Normalmente en la navega-
cién se toma una solucién intermedia. Para realizar su travesia del
Atlantico, en 1927, el aviador Charles Lindbergh decidié cambiar de
rumbo cada 1.000 kildmetros y seguir una sucesién de curvas loxodré-
micas que se aproxima al circulo maximo ideal.

4+
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Otras proyecciones conformes son la proyeccion este-
reografica, la aplicacion cénica conforme de Lambert o la aplicacién
conica conforme bipolar oblicua.

1

iNo existen mapas perfectos!

Aungue a lo largo de la historia los cartégrafos no pudieron cons-
truir mapas ideales de la tierra, tampoco pudieron demostrar que
no fuese posible, hasta que Leonhard Euler (1707-1783) lo prob6
en su trabajo De repraesentatione superficiei sphaericae super
plano. La demostracion es sencilla: supongamos que existiese
una proyeccion de la esfera en el plano que preserve todas las
propiedades métricas (isometria) y tomemos un triangulo geodé-
sico en la esfera formado por un arco de circulo maximo entre el
norte y el ecuador, otro arco similar formando un angulo de 9o°
con el anterior y el arco del ecuador que conecta los dos anterio-
res, que forma con cada uno de ellos un angulo de 9o°. Entonces,
laimagen de dicho tridngulo geodésico de la esfera sera un trian-
gulo sobre el plano (ya que se preservan las geodésicas) con
angulos de 90° (ya que se preservan los angulos), pero esto es
absurdo porque, como bien sabemos de la geometria clasica, la
suma de los angulos de un triangulo en el plano es de 180° y no
de 270°. Por lo tanto, no existen proyecciones de la esfera en el
plano que preserven a un mismo tiempo los angulos y las geodé-
sicas. Es decir, no existen mapas perfectos, todos los mapas son
falaces en algtin sentido.

Un par de experimentos que ponen de manifiesto el resultado
de Euler son los siguientes. Consideremos una pelota de plas-
tico, cortémosla por la mitad e intentemos colocarla comple-
tamente plana sobre la mesa. Podemos comprobar que en
nuestro intento de aplanar la pelota, esta se deformara o se
rasgara, modificandose asi las distancias entre los diferentes
puntos de la superficie. Incluso si realizamos algunos cortes
radiales para facilitar el aplanamiento seguiremos teniendo el
mismo problema. Lo mismo ocurre en sentido contrario: al
pegar un sello de grandes dimensiones en la naranja, se for-
mara un gran ndmero de pliegues.

El resultado de Euler pone de manifiesto que lo importante a la
hora de utilizar mapas, realizados con diferentes proyecciones,
de diferentes regiones de la tierra o también mapamundis, es
considerar para cada situacién concreta los mapas que se ajus-
ten lo mas posible a nuestras necesidades. A la hora de utilizar
un mapa en nuestro trabajo o en nuestra vida cotidiana no
debemos dejarnos guiar por la fama de un mapa, su nombre o
por ser el mapa oficial de alguna agencia internacional, sino
que la eleccion debe ser consecuencia de una reflexién inicial
sobre las propiedades que necesitamos que se preserven en el
mapa y una posterior eleccion dentro de la gran variedad de
mapas existentes.

2

UTM: la proyeccion Universal Transversal de Mercator

Si en lugar de considerar el ecuador como curva tangente al
cilindro en el disefio del mapa de Mercator, tomamos uno de
los meridianos de la Tierra, obtendremos la proyeccion de
Mercator transversal, centrada en ese meridiano. Las propie-
dades de esta proyeccion: 1) los meridianos y paralelos vy, en
general, las loxodrémicas, no son rectas; Il) es una aplicacion
conforme, preserva los angulos; Ill) la distorsion cerca del
meridiano de tangencia es muy pequefia y va aumentando
seglin nos alejamos de este. Esta propiedad hace que esta
proyeccion sea muy importante para mapas, no de todo el
globo terraqueo, sino de zonas mas pequenas.

La familia de proyecciones transversales de Mercator que se
obtienen al variar el meridiano de tangencia es la base de la
UTM (Universal Transversal Mercator) que, junto a la UPS
(Universal Polar Stereographic) para los polos, es la proyec-
cién universal utilizada para la realizacién de todo tipo de
mapas (tematicos, de carreteras, topograficos,...) de un cierto
tamafio. La UTM consiste en dividir el globo terraqueo en
zonas de 6 grados de longitud y utilizar en cada zona la pro-
yeccion transversal de Mercator de su meridiano central. Por
ejemplo, el Mapa Topografico Nacional utiliza la UTM, asi
como muchas de las agencias geograficas, topograficas, mili-
tares,... de muchisimos paises. Si usted trabaja disefiando
mapas seguro que, aunque no sea consciente de ello, esta
utilizando la UTM es su programa.

UTM Zone Numbers
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Para saber mas
} En internet
sl www.progonos.com/furuti/MapProj/Cartindex/cartindex.html

math.rice.edu/~polking/cartography
www.gis.psu.edu/projection

En libros y articulos
Portraits of the Earth, A Mathematician Looks at Maps, Timothy G. Feeman, Mathematical World 18, AMS, 2002.

Muerte de un cartografo, Radl Ibafiez, Un Paseo por la Geometria, UPV, 2002 (ver en la seccién Textos-on-line de www.divulgamat.net)
Lo que Euler le dijo al cartégrafo, Raiil Ibafiez, SIGMA Revista de Matematicas, no. 27, 2005.

Mapas Antiguos del Mundo, F. Romero, R. Benavides, Edimat Libros, 1998.

An Album of Map Projections, John P. Snyder, Philip M. Voxland, USGS Professional Paper 1453, 1989.

Flattening the Earth, Two Thousand Years of Map Projections, John P. Snyder, The University of Chicago Press, 1993.
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La prueba de la prueba

9 — Demostrando

En términos generales, una demostracion de un
enunciado es una prueba mediante la cual un matematico debe
convencer a sus homélogos de lo bien fundado de sus intuicio-
nes. Pero dicha prueba no puede descansar en la capacidad de
persuasion de su autor: precisa ser incontestable, en virtud de
un rigor légico completo en toda su argumentacién, en cada
uno de los pasos que partiendo de las hipdtesis conducen a las
conclusiones.

Un punto critico es que una prueba es escrita por y
para seres humanos. Por ello, la ciencia y la comunidad cientifi-
ca no s6lo suponen sino que de hecho exigen la total honesti-
dad y transparencia de aquellas personas cuyo trabajo y creati-
vidad aporta avances en matematicas. Podemos decir que, una vez sometidas a comprobacion y aceptadas por la
comunidad, las demostraciones matematicas se consideran garantia de validez de las afirmaciones, y, por ello certi-
ficados de calidad de las mismas.

Ahora bien, puesto que las matematicas son mucho mas que una manufactura de demostraciones, en la
practica ante la presentacion de una prueba se actia con racionalidad. En efecto, normalmente la prueba no puede
incluir todos los pasos del razonamiento, hasta el mas elemental, ya que entonces cada prueba pudiera resultar exage-
radamente enciclopédica. Las demostraciones, por otro lado, no son sélo una peculiaridad del método matematico, sino
un exponente cualificado que satisface todos los principios de la creatividad cientifica. La comunicacién de la prueba
consistira entonces, fundamentalmente, en proporcionar datos suficientes para la deduccion universal de su completo
rigor l6gico, poniendo de relieve todos aquellos elementos originales, creativos e imaginativos relacionados con ella.

En la actualidad esta extendida la idea de que la llamada prueba formal, cuando se puede desarrollar, es
la Gnica demostracion que recurre a la légica matematica, que excluye cualquier controversia y que proporciona su
validacion real. Sin embargo, las pruebas no formales que se apoyan rigurosamente en ciencia creada y validada con
anterioridad son tan certificables matematicamente como las formales. Frecuentemente sucede incluso que esta vali-
dacién sea simultanea o posterior a la presentacion de la prueba matematica no formal, permaneciendo ésta mien-
tras tanto pendiente de su certificacién. La comunicacion de este Gltimo tipo de pruebas no sélo es conveniente sino
alin mas estimulante para el buen desarrollo de la ciencia matematica y de sus aplicaciones.

La prueba era casi perfecta
Contrariamente a las ideas preconcebidas, demostrar no es un objetivo en si para el matemadtico. Su
trabajo consiste mds bien en “hacer conjeturas” e imaginar nuevas pistas. Por lo tanto, un buen matemadtico

posee, ante todo, una gran imaginacion.
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De Pitagoras a Wiles

Detras de la nocién de “prueba” se perfila una cues-
tién esencial, al menos para el matematico: ¢qué es hacer matema-
ticas? Algunos piensan, demasiado rapido, que el matematico se
dedica en cuerpo y alma a demostrar teoremas, es decir que, a par-
tir de axiomas, razona y encuentra teoremas. Pero, ¢quién enuncia
estos axiomas?

Consideremos el famoso Teorema de Pitagoras. Se
conocen mas de un centenar de demostraciones de este teorema, mas
0 menos largas o elegantes.

Sin embargo, la ausencia de demostracién no implica
que no se utilice. Asi, el teorema de Pitagoras era conocido mucho
antes de su estipulacion. Encontramos el rastro de lo que se podria
considerar como las primeras tablas trigonométricas, mas de 2.000
anos antes de J.C., bajo los Babilonios, en particular, la Tablilla de
Plimpton 322, que se encuentra en la Universidad de Columbia, en los
Estados Unidos. Este conmovedor objeto incluye 15 triangulos rectan-
gulos v, quizas, se utilizase para la parcelacion. Y demuestra, en parti-
cular, que en el origen de las matematicas estan presentes seres
humanos en sociedad.

Y cuando la sociedad evoluciona, las matematicas
también se transforman. Se puede constatar que la nocién de prueba
surge con la llegada de la Democracia, en Grecia. El matematico debe
entonces exponer suficientes argumentos como para convencer a sus
conciudadanos de lo bien fundado de sus enunciados. Dicho de otro
modo, tiene que aportar la prueba.

Pero encontrar una prueba no siempre es posible, a
veces incluso se ignora si ello podra ser posible alguna vez o espe-
rar mucho tiempo para obtenerla. Los matematicos formulan a
menudo conjeturas, es decir, enunciados que esperan sean ciertos,
sin poder demostrarlos. En 1998, Thomas Hales consiguié desentra-
fiar la conjetura de Kepler que, desde hacia ya casi 400 afios, venia
dando mucho que hacer a los matematicos. (Véase “Las naranjas del
frutero”).
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En el universo matematico, cuando se presenta una
demostracion, su verificacion corre a cargo de matematicos expertos.
Y casi nunca resulta facil. La prueba de Thomas Hales es tan larga
como complicada. El conjunto de datos y c6digos informaticos que se
requieren para la demostracién ocupan nada menos que tres gigaby-
tes de memoria. Thomas Hales tuvo que resolver mas de 100.000 pro-
blemas lineales en los que cada uno incluia entre 100 y 200 variables
y de 1.000 a 2.000 restricciones. A titulo indicativo, en los colegios e
institutos, los alumnos se limitan a estudiar la resolucién de dos o tres
ecuaciones lineales con dos o tres variables, como mucho. Con el fin
de comprobar la prueba de Hales, la famosa revista Annals of
Mathematics, encargd esta tarea a un equipo de 12 matematicos. Tras
mas de cuatro afos de trabajo, emitieron su veredicto: la prueba es
valida en un 99%... Los expertos se declararon incompetentes a la
hora de comprobar determinados detalles y calculos realizados con la
herramienta informatica. Herido en su amor propio, Thomas Hales
lanzé el proyecto Flyspeck. Hace un llamamiento a todos los matema-
ticos e informaticos interesados en este reto para que unan sus fuer-
zas... mentales, con el fin de encontrar una prueba formal de la conje-
tura de Kepler. Dicha prueba, establecida mediante proposiciones
légicas, seria entonces “inapelable”, eliminando de golpe cualquier
tergiversacion.

Antes de los avances de la l6gica, a principios del siglo
XX, existian graves discrepancias en torno a determinadas pruebas
cuya “veracidad” resultaba muy dificil de demostrar. Ese fue el caso
del descubrimiento del célculo diferencial, a finales del siglo XVII, ya
que la nocién de limite alin no estaba perfectamente asentada
(Cauchy, 1789-1857, y posteriormente Weierstrass, 1815-1897, precisa-
ron dicha nocién).

Imagen en 3D de un politopo autodual en 4D.
Fernando da Cunha

Mas recientemente, el miércoles 23 de junio de 1993,
en la dltima conferencia de un simposium de tres dias, Andrew Wiles
ofrecié al auditorio la demostracion de la famosa conjetura de Fermat.
Recordemos que este jurista francés anoté al margen de un libro de
matematicas, en la primera mitad del siglo XVII, las siguientes pala-
bras: “Es imposible descomponer un cubo en la suma de dos cubos,
una potencia cuarta en la suma de dos potencias cuartas, y en gene-
ral, cualquier potencia mas alta que el cuadrado en suma de dos
potencias de mismo exponente”. Esta breve anotacién se convirtié
enseguida en la “conjetura-rompecabezas” mas famosa entre los
matematicos, hasta dicho 23 de junio de 1993.

Volvamos a Andrew Wiles, enfrentandose a sus jueces
matematicos. En el mismo momento, nadie pudo comprobar su
demostracion, de la que sélo habia expuesto las grandes lineas. Un
comité compuesto por seis expertos tuvo que trabajar durante meses
para validar una demostracion de doscientas paginas. En varias oca-
siones, dudaron, e incluso detectaron un error en la demostracion,
procedente de la utilizacién de un procedimiento aplicado de manera
un tanto apresurada por Andrew Wiles. Fueron necesarios mas de dos
afos para corregir el error y llegar, finalmente, a una demostracién
completa y aceptada por los expertos. Con una prueba formal, estas
tergiversaciones no hubieran existido y su aceptacién no hubiese sido
mas que un tramite.

Sin embargo, quien aporta la prueba no se puede con-
siderar receptor de la verdad. Hasta principios del siglo XX, los mate-
maticos estaban convencidos de que se podian demostrar todas las
verdades matematicas por deduccién. En 1931, Kurt Godel, genio de la
légica, rompié el espejismo de la verdad matematica. Mediante su
famoso teorema de incompletitud, establece que existen verdades
matematicas imposibles de demostrar en el marco axiomatico en el
que se sitdan. Aquellos que vieron en el rigor formal del razonamiento
una garantia de su fiabilidad, tuvieron que reconocer que, incluso si
todas las afirmaciones de un razonamiento se deducen de las anterio-
res mediante reglas muy precisas, nada garantiza que dichas reglas
constituyan una teoria coherente y, por lo tanto, que las afirmaciones
demostradas sean ciertas. Por consiguiente, el razonamiento demos-
tr6 sus limitaciones. Por lo tanto, serd necesario olvidar el suefo de
unas matematicas totalmente deducibles de la veracidad de sus pri-
meros principios, un ideal que se remonta a Aristételes y que la mayo-
ria de los matematicos tiene en algtn rincén de su cabeza. Finalmente,
lo que sabemos hoy en dia es que no sabemos apenas nada. Pero
resulta que sélo los que mas saben pueden ser tan humildes...

La pizarra de los Shadocks y de Godel © Jacques Rouxel & Centre.Sciences
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Casi demostrado, o la intima conviccion de la prueba

Un ndmero perfecto es un entero que es igual a la suma de los
divisores propios menores que él mismo. Por ejemplo, el ente-
ro 6, que es divisible por 1, 2, 3, es un nimero perfecto, ya que
6 =1+ 2 + 3. Es el nimero perfecto mas pequeno, siendo los
tres siguientes 28, 496, 8128. Pero, ¢existen nlimeros perfectos
impares? La cuestion se plante6 hace dos milenios. Pero, aun-
que no se haya encontrado ninguno, nadie ha demostrado que
no existan. A pesar de la falta de demostracion, todo el mundo
esta actualmente convencido de que no existen nimeros per-
fectos impares, mas aln si tenemos en cuenta que, respetando
en este caso las buenas practicas de la prueba formal, se han
demostrado un gran nlmero de propiedades que deberfa tener
dicho ndmero perfecto impar N, en el caso de que existiese.

¢Imagen de matematicos en pleno trabajo?

2

Divertido pero muy desesperante:

El problema 3n + 1 o de Siracusa

iTodos a calcular! Se trata de una secuencia de operaciones con
enteros muy sencilla cuyo resultado siempre es igual a 1. Sea n
un entero, si es par, lo dividimos por 2, y si es impar lo multipli-
camos por 3y le sumamos 1 (3n+1). Repetimos la misma opera-
cién con los resultados obtenidos. El entero obtenido durante
las sucesivas operaciones varia, alcanzado a veces valores
insospechados, pero el resultado final siempre es 1. Aunque
aparentemente sencilla, esta conjetura alin no se ha demostra-
do. Sin embargo, se ha demostrado hastan = 1016,
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3

Los siete enigmas del milenio

El Clay Mathematics Institute ofrece un millon de délares a la

persona que resuelva uno de los siguientes siete enigmas

matematicos. Aunque su enunciado es sencillo, su contenido

resulta inaccesible para el alumno profano, que debera estu-

diar “muchas matematicas para poder optar al premio”.

La Hipotesis de Riemann
Trata de la distribucién de los ndmeros primos entre los
ndmeros enteros. Estos ndmeros, que s6lo son divisibles
por si mismos y por la unidad, son esenciales para la crip-
tografia.

La Conjetura de Poincaré
Si trazamos una curva cerrada que no se corte a si misma
en la superficie de un balén que se recorta siguiendo dicha
curva, obtenemos dos partes diferentes. Segtn la conjetu-
ra de Poincaré, esto sigue siendo cierto si pasamos de las
superficies de dos dimensiones a los espacios de tres
dimensiones.

La Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer
El problema consiste en encontrar soluciones a las ecua-
ciones de tipo

x2+y2=72

El Problema P versus NP
O por qué la bldsqueda de la solucién requiere mas tiempo
que la comprobacion de la exactitud de la misma.

Las Ecuaciones de Navier-Stokes
Estas ecuaciones, que rigen la mecanica de los fluidos y
datan del siglo XIX, alin no estan resueltas. Se trata de
demostrar que el problema esta bien planteado, es decir
que, si conocemos el movimiento del fluido en un momen-
to inicial, el problema posee una solucién tnica en todo
momento posterior.

La Conjeture de Hodge
Sugiere que determinados objetos matematicos se inter-
pretan como una combinacién de formas geométricas de
origen algebraico.

Las Ecuaciones de Yang-Mills
Las predicciones de sus ecuaciones, que datan de los afos
50, se comprueban diariamente en los aceleradores de
particulas. Pero no existe ninguna prueba matematica que
demuestre la existencia de los campos cuanticos que
estan regidos por estas ecuaciones.
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¢Por qué las Matematicas?

¢Una exposicion de matematicas?
Pero, équé podemos incluir? ¢Cémo hacerlo?

Este es el reto que se propuso el equipo formado por la UNESCO...

El merito corresponde a Minella Alarcon la cual, preocupada por el
compromiso con las ciencias de la UNESCO, reuni6é a matematicos y
matematicas de varios paises: Japon, Filipinas y Francia, con el fin de
compartir y armonizar las diferentes experiencias, en el ambito de la
popularizacioén de las matematicas.

La exposicion “ZPor qué las Matematicas? surgio de los debates reali-
zados conjuntamente con el Centro de Ciencias de Orleans (CCSTI de
la region Centro).

La realizacién concreta de la exposicién ha estado marcada por dina-
micas confrontaciones dentro del grupo de trabajo en las que se deci-
dieron los temas, el contenido y la estructura de la exposicién que se
presentd por primera vez en julio de 2004 en Dinamarca.

Esperamos que los visitantes perciban el entusiasmo que nos movia y
que la belleza de la exposicion despierte su sensibilidad.

Aprovechamos la ocasién para agradecer desde aqui a todos los mate-
maticos que han contribuido desinteresadamente redactando textos
en base a los cuales se ha montado la exposicion. Gracias a ellos, mos-
tramos al publico algunos recientes descubrimientos matematicos y
sus aplicaciones al mundo real.

Después de Copenhague, Paris y Orleans, la exposicion (dos copias)
ha visitado diferentes ciudades del Africa “Austral” (Sudafrica,
Mozambique, Namibia), de Atenas a Pekin, de Bangkok a Lyon. Le
seguira un periplo que incluye Oriente Medio (Libano primer trimestre
de 2007) y paises del sudeste asiatico.

Deseamos que la exposicion se enriquezca con las diferentes culturas
con las que se va a encontrar y que el publico disfrute tanto como nos-
otros a la hora de concebirla.

En nombre de todo el equipo
Mireille Chaleyat-Maurel

01 - Leer la naturaleza

Miguel Bello Mora — Ingenieria y Analisis de mision, GMV, Espaia

02 —Teselaciones y Simetrias
André Brack — Cbm - Cnrs — Orleans
Jin Akiyama — RIED, Universidad de Tokai — Japdn
O3 - Llenar el espacio

Marcel Berger — Ihes

04 - unir mediante una linea
Andreas Frommer — Universidad de Wuppertal — Alemania
Pierre Calka — Maps — Universidad de Paris 5

O5 - ¢Por qué calcular?

Jean-Frangois Colonna — Lactamme. Escuela Politécnica, Paris
Jean-Paul Delahaye — Universidad de Lille 1

Frangoise Dibos — Ceremade-Universidad de Paris 9

Georges Koepfler — Maps — Universidad de Paris 5

06 — Construir

Jin Akiyama — RIED, Universidad de Tokai — Japdn
Vagn Lundsgaard Hansen & Niels J.Gimsing, Universidad Técnica
de Dinamarca, Copenhague

07 - Calculando

Bernard Bru — Universidad de Paris 5
Bernard Lapeyre — ENPC-Escuela Politécnica de Paris
Gilles Pages — Universidad de Paris 6

08 - optimizacion

Michele Emmer. Universidad de Roma “La Sapienza”
Roger Trias Sanz — Instituto Geografico Nacional de Paris
Jin Akiyama - RIED, Universidad de Tokai — Japon

09 - Demostrando

Bernard R. Hodgson — Universidad de Laval — Québec
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