EN TODOS LOS NIVELES: ;GEOMETRIA!

Hans FREUDENTHAL

La reforma de los programas de matematicas de los afos sesenta y
setenta dio, en muchos paises, la oportunidad para deshacerse de esa
geometria tradicional pseudoaxiomatica, pretenciosamente deductiva, que
partiendo de definiciones engafiosas llega, a través de demostraciones
poco convincentes, a teoremas triviales o mal formulados; gcometria
detestada o temida tan fuertemente por los alumnos que tenian que
aprenderla, como por muchos profesores que estaban obligados a en-
sefiarla. Ha sido eliminada en tanto que materia dec enschanza y si de
algin modo se ha conservado, en ella se ha matado ¢l espiritu geo-
métrico.

El titulo de mi conferencia dice no soélo que se debe ensefar la geo-
metria en todos los niveles escolares, sino mas bien que en cada nivel
del desarrollo cognoscitivo —escolar 0 no—, hay una gcometria que
se aprende por si misma, siempre que se le dé la oportunidad de des-
plegarse, y que es una componente esencial de este desarrollo.

Esta tesis implica que yo comience mi exposicion en la edad pre-
escolar, en la que he tenido la suerte de hacer observaciones de lo que
me atrevo a llamar el nacimiento de la geomeiria. De cllas escojo el
tema que me parece el mas decisivo y el mas refinado: la comprension
geométrica de las razones, de la proporcion y de la escala —compren-
sion que tiene lugar a una edad muy temprana—. En efecto, el nifio ad-
auiere muy pronto la capacidad para identificar objetos de la misma
forma, aue no se distinguen mas que por sus dimensiones, de identifi-
car el mismo objeto a diferentes distancias, un objeto con su imagen a
cualauier escala, o dos iméagenes del mismo objecto en diferentes esca-

Esta conferencia fue pronunciada en francés. Ha sido traducida por F. Villa-
rrova.
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las. A muy temprana edad el nifio es capaz de decidir qué imagenes
—por ejemplo, la imagen de un hombre y la de un coche— pertenecen,
en cuanto a la escala, al mismo mundo o a dos mundos diferentes. Para
ilustrar lo que he observado, os muestro dos ejemplos: En la figura 1
le preguntamos al nifio «¢cudl sera tu estatura en esta foto?» (a la
izquierda en la figura 1) y después le ensefiamos la foto entera (a la
derecha en la figura 1). O (figura 2) «¢;qué personas son las duefias de
estos vestidos?».

Ficura 1

Por supuesto que estas ideas de proporcionalidad son intuitivas, in-
conscientes. ¢A qué edad franquean estas ideas el umbral de la cons-
ciencia? Puedo citar la experiencia realizada con un nino de cinco anos.
Sucedio en el mes de mayo, despuds de bastantes dias seguidos con sol.
Durante nuestro paseo observéd algunas nubes en el cielo y dijo: va a
llover. Le expliqué que las nubes cargadas de lluvia son bajas y oscu-
ras, micntras que ¢sas estaban altas. El pregunté: «¢Y a qué altura
estan las nubes de lluvia?» Yo: «A 1.000 metros». Luego continuo:
«Asi que si estamos aqui (senalandc el suelo) v las nubes de lluvia a
esta altura (sefalando unos 30 cm. por encima del suelo), entonces esas
nubes estan a esta altura (sefialando un metro por encima del asfalto)».

Otro paseo con el mismo nino cuando tenia siete anos y medio.
Al llegar a una iglesia quiere saber su altura, es decir, la de su torre.
Le pido que diga a ojo lo que mide. Dice: «100 metros». Le contesto:
«No, si la de la catedral apenas rebasa esa altura». Le pido que com-
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pare mi estatura —de pie cerca de la torre— con la altura de la torre,
pero sin éxito. Hago otro intento. Le llevo junto a una pequefa mura-
lla que rodea la explanada bastante amplia de la iglesia. Déjame tu
bastén —una rama de arbol con la punta afilada de unos 40 cm. que
habia recogido durante el paseo—. Coloco el bastén verticalmente sobre
la muralla, apoyo sobre ella mi mejilla derecha para enfilar la punta
de la torre. Sin ninguna explicacion, él comprende mis intenciones y
se pone a imitar mi accion correctamente. También comprende que
hay que medir algo, sin saber muy bien el qué. Con su palmo mide la
distancia entre el ojo y el pie del bastén: 3 decimetros. «Luego», dice,
«la altura de la torre son 3 metros». Yo: «Imposible». Le propongo
que mida la distancia entre la muralla y la torre. Quiere hacerlo a ojo.
Le sugiero que la mida con su paso. Cuenta 50 pasos. «Luego, 50 me-
tros». Le explico que su paso no es de un metro. «Si los mios no son
mas que de 80 centimetros». Tomo yo la medida resultando 35 metros.
De nuevo a manipular con el bastén. Espontaneamente averigua que
el bastén es un poco mas largo que la distancia entre el ojo y el pie
del bastén. «Entonces, ¢cuanto mide la torre?» Entiende que es algo
mas de 35 metros y le propongo considerarla de 40 metros.

A continuacion le pregunto por la altura del reloj. (Yo pensaba en
su tamano, pero él lo interpretaba como la altura del lugar en que
estaba el reloj, lo que acepté.) Enfila de nuevo y senala la altura de la
imagen del reloj en el bastén. Con alguna ayuda la localiza en las
3/4 partes del baston y espontaneamente da 30 metros como altura del
reloj.

El tenia, desde los cuatro afos, la costumbre de hacer informes di-
bujados o escritos de sus actividades. (Observad que el dibujo (figura 3)
no contiene todos los detalles esenciales.) Durante la medicién se da
cuenta que se hace mejor con un espejo. Se acuerda de los trozos de
un retrovisor de coche que ha visto durante el paseo. Explica lo que
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Figura 3
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ha previsto —mirad la figura 4—. Afade: «Asi es mas facil porque no
hay que apoyar la mejilla en la muralla, pero es también mas dificil
porque es mas dificil de encontrar». Le digo que si hace sol se puede
hacer lo mismo con la sombra. «No» contesta, «la sombra rebasa la
explanada». A la vuelta recoge un trozo del espejo para aplicar esta
técnica a la mediciéon de una farola, desgraciadamente sin éxito.
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Figura 4

Al dia siguiente por la tarde, me llama por teléfono, desesperado:
«cComo se llama el instrumento de nuestra medicidon?». Queria contéar-
selo a su maestra. Yo no me acordaba de los términos técnicos que
utilicé. Después me parecié que quiza le hubiese comparado su utiliza-
cion del espejo con la que se hace del sextante.

De todos es conocido que a los 16 afios la mayoria de los alumnos
no entienden el cdlculo de las razones, la proporcionalidad y las escalas.
Estoy convencido que se debe a la ensefianza mal organizada que han
recibido. A la edad en que uno es mas sensible a la geometria no se
le ensefia mas que calculo aritmético. Se ha ignorado la fuente geomé-
trica, el origen de la proporcionalidad y se ha perdido la ocasiéon de
hacer explicito y de verbalizar ese tesoro implicito e inconsciente de
las ideas geométricas.

En el curriculiim que nosotros hemos desarrollado se han creado
muchas situaciones, en todos los niveles, de comparaciones por propor-
cionalidad. A titulo de ejemplo, cito una historieta, material para el
tercer curso escolar, «<Los saludos del gigante». Su contenido esta bien
reflejado en las imdgenes que voy a describir.
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Una ventana de la clase estuvo abierta durante la noche. En la
pizarra se encontraba el dibujo de una gran mano. Evidentemente ha-
bia entrado un gigante. La maestra relata la historia del gigante. Se
plantean preguntas. ¢Cual es su tamano? Se compara la mano con la
de la maestra —es cuatro veces mayor— y se mide a la maestra con
una cuerda. Se la cuadriplica y se le escribe al gigante: «Es tu estatu-
ra». ¢Qué numero de zapato calza? Se compara con los zapatos de la
maestra. Se le quiere enviar un pastel al gigante —¢de qué tamano
tendra que ser? ¢Su periédico? Extranas huellas de nieve en el jardin
del panadero —evidentemente el gigante tiene un hijo—. ¢Cuanto mide?
¢Unos guantes para el gigante? ;Cuanta lana y cuanto tiempo son ne-
cesario para tejerlos?

Dejemos esta historia del gigante. Mostremos algunos ejemplos del
7.° curso que se explican por si mismos. Mirad (figura 5): ;qué pasa si

Figura 5

se cierra un ojo o el otro? Luz y sombra: ¢Cémo se explica la foto de
la figura 6? ¢es correcta?

Figura 6



La luz sobre esta brujula (figura 7) ¢qué nos indica? ¢es por la
mafiana o por la tarde? ¢(Doénde esta la lampara (en la figura 8)?, las
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sombras de los postes (figura 9) y estas cuestiones de luz y sombra se
repiten en diferentes perspectivas.

L1

Figura 9

Doy un gran salto para haceros ver ejemplos tomados de un cua-
derno de trabajo del undécimo curso, que se llama: Funciones de dos
variables.

Empieza con una foto (hgura 10) y un plano (figura 11) del Gran

Figura 10
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Figura 11

Cafion en el que se han afiadido las isohipsas (medidas en pies ingle-
ses). Una parte aumentada (figura 12) y la misma esquematizada (figu-

Figura 12
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ra 13). Después la tarea de reconstruir la imagen en tres dimensiones
(figura 14). Problemas analogos: Construir una casa sobre una colina,
y construir para ella un camino que satisfaga ciertas condiciones. ;Qué
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oura 15? Y lo mismo

—

superficie esta representada por los datos de la fi

na (higura 16) v luego, para con-

venceros de que esto son verdaderamente matematicas, una pagina que
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Figura 16
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os muestra (en holandés) cémo esta geometria de las funciones de dos
variables se traduce al 4lgebra (figura 17).

Elk punt van het vlak kan aangegeven worden door een getallenpaar
(x,y) €E R X R en h is op te vatten als funktie van R X R naar R :
(x,y) = hix,y)

De grafieken van de volledige originelen van de elementen uit het bereik,
worden niveaulijnen genoemd.

a. f: R xR * R : (x,y) * 2x + 3y

(of: z = 2x + 3y)

- Teken het gebied A =[1,3] x[2,5] in een XY¥-stelsel.
Teken de niveaulijn({en) behorend bij niveau 3.
Teken de niveaulijn(en) die door een hoekpunt van A gaan.
Wat is het bereik van f op A.

b.g: R XR * R : (x,y) * y=x

' Teken het gebied B = [=-2,2] x [ -1,3]

Teken de niveaulijnen behorend bij de niveaus 0, 1, 2 en 3.
Wat i= het maximum van g op B.

C. h: R XR * R : (x,y) *x + 2y
— Teken de niveauliijn behorend bij niveau 0.
- Kleur het halfvlak waarvoor geldt: x + 2y < 0.
Hoe weet je, dat je het goede halfvlak hebt?
Teken de niveaulijn behorend bij niveau 4.
Kleur het gebied: {(x,y) € R x R | 0 <x + 2y < 4}.

= {(x,¥) ER xR ]x>ony>0.\x+2y<8}
t: R XR * R : (x,5v) * x.¥ X,y €V.
Teken enkele niveaulijnen

Wat is het hoogste niveau op V?

Wat is het laagste niveau op V?

[+7)
mn <

: R XR * R : (x,9) @ y-x
= {(x,y) ER xR | x? > 2y}
=['2!31'x[0r2]

Teken A M B in het XOY-stelsel.
Wat is het bereik van £ op A N B?

I WP

f. Zie voorpeeld 13 op blz. 49.

Figura 17

En todos los niveles la geometria —es el titulo de mi conferencia—.
Pero lo que acabo de presentaros son distintas edades mas que dife-
rentes niveles cognoscitivos. Me he atrevido a hacerlo asi porque me
dirijo a personas que saben relacionar los niveles cognoscitivos con
las imagenes vistas.
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Pese a todo, lo uno no define univocamente a lo otro. El error de la
ensefianza tradicional de la geometria estaba en que la materia que
habfa que ensefar determinaba de una manera rigida el nivel de ense-
fianza. Al contrario, «En todos los niveles la geometria» quiere decir,
ademas, que muchos de los temas pueden ser entendidos por alumnos
de diferentes niveles y a niveles diferentes. Toda pedagogia de las mate-
maticas que aspire a lograr de cada uno el maximo de lo que sea capaz,
debe respetar este hecho y utilizarlo.

Pero para reconocer estos niveles no debemos contentarnos so6lo
con la observacién v el analisis de situaciones estaticas como las del
laboratorio del psicélogo. Mas bien, es preciso observar y analizar pro-
cesos de aprendizaje, en la ensefianza formal o, mejor aun, en la acti-
vidad libre del nifio. De todas formas, ésta fue para mi la fuente mas
fecunda.

Volvamos a los ejemplos del principio, la comparacién de las altu-
ras de las nubes y la medicién de la torre. Yo no le he pedido a este
muchacho ninguna explicacion —todo se explicaba por si mismo—. Podria
multiplicar esos ejemplos. Otro, a los seis afios y medio. Después de
que él me ha preguntado cual es el centro de los Paises Bajos, le pre-
gunto yo que doénde esta el centro de una baldosa en el pavimento.
Primero niega su existencia, después sefiala algiin punto aceptable. Le
pido que lo haga con mas precision. Sefiala la linea que estd punteada
en la figura 18 v calcula su punto medio. Le digo que se hace mejor
con lineas oblicuas e inmediatamente traza las diagonales, para deter-
minar su interseccién. Todo se explica por si mismo.

Figura 18
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Otro relato de cuando tenia 9 1/2 afos. Después de un paseo llega-
mos a un enorme arenal para los nifos, rodeado de una empalizada
circular formada por troncos de arbol cortos, pero densos. Pregunt¢ a
los chicos que me acompanaban cuantos troncos habia. El muchacho
tomé una decision firme. Se puso a caminar a lo largo de la empalizada
dando pasos que él suponia que era cada uno de sicte troncos. Cuando
terminé dijo 38 x 7 = 266.

Hm, diréis, ¢es esto geometria? No cabe duda —contesto—. Para
contar los troncos, ha medido la periferia del circulo con una unidad
de siete troncos y el resultado fue de 38 unidades. Medir inteligente-
mente, es lo que hace. Es una pena que no le hubiese preguntado:
«¢ Hay exactamente 266 troncos?». Probablemente habria contestado mas
o menos: «¢Por qué hav que saberlo exactamente?» He dicho mas o
menos, pues el hecho mismo de que haya procedido por medicion trai-
ciona la comprension de la insignificancia del niimero exacto.

Esperando, su hermana, dos afios menor que ¢l, habia resuelto el
problema a simple vista y sin ningan esfuerzo. Ella dijo: «60» v cuando
le pregunté «¢por qué?», contestd: «Se parece a la esfera de un reloj
v, como ésta tiene 60 minutos».

A riesgo de ser tomado por loco, debo confesar que considero su
respuesta, por equivocada que esté, mucho mejor y mas impregnada
de geometria que la de su hermano. Ella hacia, en su mundo de cuentos
de hadas, con sus ojos radiantes, lo que ¢l hacia, en su mundo de
realista, con sus pies. Estoy seguro que, en la misma situacion, dos
anos después, ella habria fijado su mirada sobre un arco correspon-
diente a cinco minutos, habria contado los troncos de ese arco con sus
ojos y multiplicado por doce dicho nimero.

El muchacho, ahora de 12 1/2 afos acaba de conseguir su primer
libro de matematicas (secundaria). Me lo ensefio, y el dibujo de un
cubo en una de las primeras paginas me inspiro la siguiente pregunta:
«¢Cudntas caras de un cubo puedes ver simultancamente?» El cubo
con el nimero de sus caras. aristas, vértices y diagonales le es muy
familiar, quizd demasiado familiar. Respondié «cinco» (¢consecuencia
de una excesiva imaginacién espacial?). Cuando le dije «no», redujo el
numero a cuatro y, finalmente, a tres, lo que constituia su altima pa-
labra.

Pero en absoluto la mia. Le pregunté «;por qué?» y me sorprendi
por su reaccion. No busco ni un cubo concreto, ni papel y lapiz, sino
que se puso a pensar. Claro esta, vo también. Yo me preguntaba de
qué manera se puede —no ver, sino— captar esto. Y cuando lo logré,
le hice lo que siempre hago en estas situaciones —mal pedagogo que
sov vo—. Le pregunté cuantos vértices podia ver simultaneamente.
Contesto «siete» y estaba claro que este nimero lo habia obtenido res-
tando 8 —1: sélo un vértice invisible.

Entonces, el razonamiento se desarrollé como una pelicula: Un vér-
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tice invisible; cuando no se ve un vértice, tampoco se ven las caras
que parten de dicho vértice; un vértice estd situado en tres caras;
estas tres caras son invisibles. (Se me reproché que con dos ojos se
podian ver mas. Si, cuando se esta boracho.)

Lo que mas sorprende es lo que yo llamaria la miniaxiomatica de
este razonamiento: la utilizacién econémica, incluso parsimoniosa hecha
de la intuicién geométrica por un lado, y la riqueza de la logica por el
otro. En efecto, ¢qué es lo que se supone?

Que un vértice es invisible —luego que hay poliedros en los que to-
dos los vértices son visibles simultaneamente—.

Que todos los vértices de una cara visible son ellos mismos visi-
bles, o, mejor dicho, el reciproco, que las caras que concurren en un
vértice invisible son también invisibles —lo que es cierto para todo
poliedro—.

Que cada vértice de un cubo estd contenido en tres caras.

Estas suposiciones, por asi decir, axiomaticas, estan logicamente en-
cadenadas para demostrar la proposicion enunciada.

Hay un largo camino desde la primera historia que os he contado
hasta la actual, camino caracterizado por las preguntas «¢por qué»? de
las que nos abstenemos, que se le formulan implicita o explicitamente
al aprendiz o que él mismo se plantea. Mereceria la pena investigar
este desarrollo, pero desgraciadamente la investigacién en psicologia,
llamada del desarrollo, todavia no ha abordado este problema. A las
preguntas «¢por qué?» mal planteadas desde el punto de vista peda-
gogico, el nifilo contesta, y con razén, «por esto». ¢Por qué 3 X 4 =
= 4 X 3? —nos gustaria obtener una respuesta geométrica (figura 19)—,
pero por nuestra culpa esta cuestién estd planteada en general, o de-
masiado pronto, o demasiado tarde. Debemos empezar muy pronto a
ver la conmutatividad de la multiplicacién en tanto que hecho geomé-
trico y perseverar en ello mucho tiempo, para que una pregunta «;por
qué?» nc sea castigada con una respuesta «por esto».

@ @ ] ‘_* . . ¢ o

Figura 19
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Pese a todo, continuemos nuestra serie de relatos. Al final de un
largo y agotador paseo, nos hemos sentado en un vagon de tren, mas
la mente del muchacho de 12 afios esta siempre lo suficientemente des-
pierta como para permitirme matar el rato con un poco de matema-
ticas.

Dibujo un tridngulo y le pregunto cudnto sumarian sus angulos.
Aunque no disponemos de ningtin transportador, no parece echarlo en
falta. Al momento comprende que para contestar a una pregunta tal
en una tal situacion, basta con reflexionar. La razén por la que subrayo
este hecho es porque es una actitud que bastantes adultos atin no han
adquirido después de afios de ensefianza matemética: interpretar co-
rrectamente una situaciéon —en el caso que nos ocupa, la de estar sen-
tados en un tren, sin transportador y, sin embargo, resolver un proble-
ma relativo a los dngulos— situacién no puramente matemdtica, sino
también humana.

Quiza mi pregunta era dificil. Quiza hubiera hecho mejor pregun-
tandole: ¢Hay algo que destacar referido a la suma de los angulos?
¢o habria hecho mejor dibujando algunos triangulos y preguntandole
cual de ellos tendria mayor la suma de los angulos? ¢0 haciéndole
comparar la suma de los dngulos de un tridngulo y de un cuadri-
latero?

En cualquier caso, él no sabia contestar. Le eché una mano. Ima-
ginate que recortamos este tridngulo —no teniamos tijeras— y que lo
multiplicamos. ¢Podriamos pavimentar el papel con estas copias?

Después de un fracaso inicial, consiguié hacer algo como lo que se
ve en la figura 20 —debo confesaros que ¢l habia encontrado ya tales
modelos—. Todavia le propongo cuestiones sobre las rectas que alli
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Figura 20
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aparecen y sobre el numero de tipos de tales rectas— cuestiones que
vo habria formulado de otro modo si hubiéramos tenido una regla—.
Continué con cuestiones sobre angulos iguales y podéis imaginaros que
comprendié pronto que la suma de los dngulos de un tridngulo era de
180°. Claro estd que tratamos también del triangulo equilatero y del
triangulo rectangulo isoésceles.

Luego le toco el turno al cuadrilatero (convexo), al que él esponta-
neamente anadia la diagonal necesaria para obtener la suma de 360°
de los angulos. Después de pasar brevemente por el cuadrado y el rec-
tangulo, continuamos con el pentagono. Aqui algo funcion6 mal, es
decir, no seguia el proceso de aprendizaje que vo habia previsto (trazar
todas las diagonales que concurren en un vértice). No trazaba mas que
una diagonal, es decir, que cortaba al pentagono no en tres triangulos,
sino en un triangulo v un cuadrilatero, y lo mismo sucedia con el exa-
gono: un triangulo y un pentagono. Esto no me permitia pasar al poli-
gono de mil lados. En lugar de adaptarme a una induccion, debia de
imponerle la mia. También le pregunté por el n-gono, aunque yo debia
saber que no lo comprenderia.

Entonces dibujé un paralelogramo con sus diagonales. «¢Ves cosas
que sean iguales?». Primero no veia mas que cosas desiguales que, en
efecto, atraen mas la atencion. Con ayuditas le llevé a reconocer que las
diagonales del paralelogramo se cortan en su punto medio. Por su-
puesto que esto se ve de un vistazo. Pero, ¢habéis considerado alguna
vez por qué se ve tan facilmente esto? Ni que decir tiene que sabéis
demostrarlo con tridangulos congruentes, etc., pero no es esto en lo que
vo estoy pensando, porque estoy seguro que esta propiedad del parale-
logramo os era conocida bastantes afios antes de que tuvieseis ningu-
na idea de la geometria. Pero, ¢cudl es el origen de este conocimiento?
Después de tantos afios de instruccién geométrica no podemos recune-
rar los origenes. ¢O es posible si no desdefiamos «hacernos como
nifios»? El nifio juega con paralelogramos y otras figuras geométricas
para pavimentar el plano con mosaicos y sabe que en un mosaico un
paralelogramo encaja de nuevo en su propio agujero, ddndole media
vuelta. Cuantas veces una figura se adapta a ella misma —en este caso
era un problema que el chico ya habia encontrado en la ensenanza de
la seometria—. En su imaginacién invertia el paralelogramo. ¢Qué pasa
con las diagonales, v con su interseccion? Contestar a esta pregunta es
demostrar el enunciado.

Espontdneamente explicaba él, segiin el mismo principio, por qué
los dangulos en la base de un triangulo isésceles son iguales.

En el papel sobre el que hacfamos nuestros dibujos habia circulos
impresos. El muchacho sabia lo que es un diametro. Hice un tridngulo
‘nscrito sobre un didmetro horizontal, ;qué piensas de este angulo de
arriba? Es muy natural que lo reconozca como un dngulo recto. ¢Sabes
qué es exactamente recto? Me quedé muy sorprendido porque lo ex-
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plicaba completando el tridngulo a un rectdngulo inscrito (y ademas
«oblicuo») —notable hecho—. Para pavimentar la via del razonamiento
yo habria podido empezar con un rectangulo inscrito y hacerlo partir
por una diagonal para llegar a un tridngulo rectangulo inscrito. El ca-
mino contrario es mas arriesgado, pero a veces tiene ventajas asumir
clertos riesgos.

Me arriesgué incluso mas. En uno de los circulos impresos dibujé
un cuadrilatero (para mas seguridad con el centro M del circulo en el
interior del cuadrilatero) y le hice unir M con los cuatro vértices e
indicar los pares de angulos iguales (figura 21). ;Qué piensas de los
angulos A y C? Inmediatamente se daba cuenta de que juntos eran
180°. ¢Y los angulos B y D? Lo mismo. Mi siguiente paso era susti-
tuir D por D’ en el mismo arco AC. Casi espontaneamente deducia de
<{B+4<D=180°, y < B+ < D' =180° la conclusién de que los an-
gulos < Dy < D’ en el mismo arco eran iguales.

Figura 21

Para terminar esta exposicion sobre los niveles de comprension geo-
meétrica, os cuento la ultima historia.

Conocéis la propiedad de la diagonal espacial AE del cubo de ser
perpendicular al plano del triangulo BCD, cuyos vértices B, C y D son
los contiguos de A (figura 22). Incluso tal vez hayais aprendido alguna

—
—
——

Figura 22
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horrible demostracién de esta proposicién. Si podemos acostumbrar-
nos a imaginar el cubo de pie sobre un vértice (figura 23), es decir,
con su diagonal espacial perpendicular a la mesa, es una proposicion
banal. En efecto, entonces se ve inmediatamente que el cubo admite -
una rotacién de 120° alrededor de la diagonal espacial que necesaria-
mente cambia los puntos B, C y D entre si. Una chica de 10 afios en-
tendi6 de este modo esta proposicién. A los 17 afios lo hacia con el
dlgebra lineal. En algunos afios la escuela ha logrado hacer desapare-
cer en ella el espiritu de la comprension geométrica.

A
Figura 23

Después de haber escrito estas lineas he tenido una experiencia que
que ha sorprendido de tal manera que me siento obligado a afadirla
a la ultima historia. Ha sido de nuevo con el chico del que ya os he
hablado.

Imaginate un cubo encima de la mesa. ¢La recta que une este punto
(a la izquierda - delante - arriba) con el punto medio de la cara derecha,
donde intercepta a la mesa? (figura 23). (Un problema bien conocido
—diriamos— con soluciones fastidiosas.)

Primero sefnalaba algiin punto sobre la prolongacién de la arista de
delante y debajo, luego, él mismo se corregia —«es oblicua»— con un
movimiento de «entrar en el espacio», eligiendo entonces un punto «so-
bre una recta media» de las aristas de delante y detras, corrigiéndose
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de nuevo, «aiin mas oblicua». Y después dijo: «voy a pegar aqui otro
cubo igual (figura 24)», e inmediatamente indicé el punto exacto. Por
ultimo hace ver cémo una recta variable que pasa por el punto medio
de la cara derecha del primer cubo aplica la cara izquierda del primero
sobre la cara derecha del segundo.

~
»

Figura 24

Sin ninguna figura le hago unir el centro de un cubo imaginado
con los vértices. ¢Cudles son las partes, y cual es su ntimero? Imagi-
nate estas partes pegadas por fuera a las caras del cubo (figura 25),
¢qué clase de superficie daria? No entiende la palabra «superficie», pero
después de una explicacién dice «12 rombos». (En efecto, es un rombo-
dodecaedro.)

Figura 25

Espero que cuando este muchacho sca hombre, se habra abolido en
la escuela el dlgebra lineal.

Estos son los niveles geométricos caracterizados por el empleo de
la palabra «¢por qué?»: Nos abstenemos de ella, le preguntamos im-
plicitamente, le preguntamos explicitamente y, finalmente, es el propio
aprendiz el que se plantea la cuestién.
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