LA VERDAD EN LAS MATEMATICAS

José Luis RuBIio DE FRANCIA

1. INTRODUCCION

Tradicionalmente se ha tenido a la Matematica como la mas exacta
de las ciencias. La Biologia, la Fisica y las demdas ramas cientificas
afirman sus métodos, afiaden a la experimentacion desarrollos tedricos
sofisticados (frecuentemente matematizados) que conducen a una cre-
ciente certeza y fiabilidad de los resultados que se obtienen. Incluso,
como ocurre en la Mecdnica Cuéntica y el Principio de Incertidumbre
de Heisenberg, el inevitable margen de imprecisién llega a precisarse
y acotarse en términos de probabilidades. Pese a ello, subsiste a todos
los niveles —hombre de la calle, cientifico, matematico— la idea de que
hay una diferencia esencial (y no sélo un mayor grado de certeza) entre
la verdad de una afirmacién matematica y la de cualquier ciencia ex-
perimental.

Mientras que las teorias cientificas tienen una validez relativa, por
cuanto que son modificadas o literalmente contradichas con el tiempo,
e incluso en un mismo instante, una teoria es aceptada o no por dis-
tintas escuelas, las verdaderas matematicas como el teorema de Pita-
goras, la infinitud de los nimeros primos, etc., parecen trascender del
tiempo, de la geografia y de cualquier tipo de credo politico, religioso
o cientifico. Incluso, si nos dejamos llevar por un platonismo instintivo,
dirifamos que los conceptos y las afirmaciones matematicas son inde-
pendientes del propio universo fisico y de la existencia de una mente
racional. La verdad matematica apareceria asi como absoluta, extra-
espacial y extra-temporal, imposible de negar por cualquier persona
juiciosa.

Esta concepcion de la matematica ha prevalecido hasta comienzos
de este siglo de manera casi undnime, y es asi como uno ve la mate-
mética de nifio y quizas es éste uno de los motivos por los que se afi-
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ciona a ella. Mi modesto propésito en esta charla es presentar un (in-
completo) mosaico de realidades mas o menos aisladas que pueden
entrar en conflicto con cuanto acabo de exponer sobre la naturaleza
absoluta de la verdad matematica, pero en modo alguno pretendo for-
zar una conclusién o convenceros de algo, ya que dentro de la comu-
nidad matematica existen visiones muy distintas sobre esta cuestién y
sobre la naturaleza de la realidad matematica, de la que tan poco sa-
bemos pese a ser nuestro material de trabajo diario.
Queda asi planteada la pregunta:

¢ES ABSOLUTA LA VERDAD MATEMATICA?

Para aproximarnos a una respuesta, pensemos en como se llega a
un teorema matematico. Se parte de unos postulados basicos, v por
un proceso deductivo que utiliza las normas de la Logica, se llega a
establecer la conclusién. Las criticas a la verdad matematica pueden
apuntar por tanto en dos direcciones: el principio adoptado o el ca-
mino seguido, es decir, los axiomas que fundamentan la matemética o
la demostracion. Presentaré algunos elementos del mosaico en cada una
de ambas direcciones.

2. SOBRE LA FUNDAMENTACION

El encadenamiento légico que garantiza la veracidad de las afirma-
ciones matematicas se sostiene sobre un grupo de axiomas cuya vera-
cidad no se cuestiona ni se pretende demostrar. Desde la aparicion de
las Geometrias no euclideas con Lobatchevsky, Bolyai, Gauss y Rie-
mann, ha resultado obvio que distintas verdades matematicas pueden
obtenerse si se parte de postulados diferentes, y todas ellas son igual-
mente vélidas y susceptibles de adecuarse eventualmente a la realidad
material. A la fundamentacién de la Geometria se afiadié a comienzos
de siglo el proyecto mas ambicioso de fundamentar toda la Matema-
tica sobre la nocién de conjunto, lo que requiere:

i) Establecer un sistema preciso de axiomas que regule a qué cosa
se le puede llamar conjunto (evitando las célebres paradojas de B. Rus-
sell y otros) y a qué manipulaciones podemos someter a nuestros con-
juntos para obtener nuevos conjuntos.

ii) Urdir un complejo entramado (artificioso desde el punto de
vista de la intuicion, eficaz desde el punto de vista légico) que permita
expresar en términos de conjuntos todos los conceptos matematicos.

a) La axiomdtica Z-F

Quizds no es de todo el mundo conocido lo que una axiomatica con-
juntista debe contener para cumplir el objetivo i) sefialado anterior-
mente, por lo que me atrevo a citar la axiomatica de Zermelo y Fraen-
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kel con una explicacién vulgarizada (espero que no demasiado) del
contenido de sus axiomas (ver cuadro 1). Estos axiomas responden a
nuestra intuicion sobre lo que es un conjunto, y puede decirse que son
universalmente aceptados por los matematicos, pero he excluido deli-
beradamente un dltimo postulado —el axioma de eleccion— mucho mas
controvertido y que aparece de hecho en el sistema de axiomas pro-
puesto por Zermelo y Fraenkel o en las axiomdticas posteriores (y
equivalentes) como la de Bernays, Godel y Von Neumann. De él me
ocuparé pronto.

Veamos antes como se cumple el objetivo ii) una vez que tenemos
la axiomaética. Los nimeros naturales se pueden definir:

0=w;. 1={¢) ..; mi+l=1In o}

: El par ordenado es: (x,y) = {x, {x,y}}, y a partir de aqui los nu-
meros enteros y racionales se construyen como conjuntos de pares orde-
nados, cada nimero real es una «semirrecta racional» (método de De-
dekind), cada funcién es un conjunto de un cierto producto cartesiano,
etc. Todas estas construcciones son bien conocidas por cualquier ma-
tematico (desgraciadamente, se pretende que lo sean por cualquier
nifio impuber), por lo que no insistiré en ello.

Cuabro 1: Aximdtica Z-F

,Al.— AXIOMA DE EXTENSION:
x = y <> tienen los mismos elementos.
A 2. — AXIOMA DEL VACIO:
Existe un conjunto, ¢, sin elementos.
A 3.— AXIOMA DE PARES NO ORDENADOS:
Si x, ¥ son conjuntos, también lo es {x, y}.
A 4. — AXIOMA DE LA UNION:
Si x es un conjunto, su unién es un conjunto.
A5.— AXIOMA DEL INFINITO:
Existe x tal que: ¢ € x y ademas z€ x > {z} € x.
A 6.— AXIOMA DEL CONJUNTO POTENCIA:
Si x es un conjunto, todos sus subconjuntos forman
otro conjunto P(x). ;
A7.— AXIOMA DE SUSTITUCION:
Regula qué «propiedades» sirven para definir con-
juntos.
A 8. — AXIOMA DE REGULARIDAD:
Prohibe cosas como x € x, etc.
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b) Axioma de eleccion

Una primera y comprometida opcion que un matematico debe de to-
mar, y que determinara qué verdades matematicas va a poder demos-
trar, es la aceptacion o no del axioma de eleccion, que puede formularse
asi:

(AC): «Si {Ai}. . Son conjuntos no vacios, puede formarse
1
un conjunto C = {(i, x)}. ; tal que xi € A; para todo
1€

1€1.»

La idea de que puede elegirse un elemento de cada conjunto y for-
mar asi un nuevo conjunto es tan natural e intuitiva que uno dificil-
mente cuestiona la validez de este axioma la primera vez que se en-
frenta a ¢l. La diferencia con los restantes axiomas es que, en los con-
juntos formados de acuerdo con (A1)-(A7) uno sabe perfectamente
qué elementos pertenecen al conjunto, mientras que en (AC) no existe
una regla que defina C y nos encontramos con que, si nos dan un ele-
mento x € U A; fijo, no podemos decir si pertenece o no a C. Una pa-
rodia, debida a B. Russell, que ilustra acertadamente el contenido de
este axioma es la siguiente:

«Un lord ingiés infinitamente rico tenia infinitos trajes, zapatos, som-
breros, etc. Como era tremendamente caprichoso, un dia ordené a su
mayordomo:

— Walter, quiero que pongas una fila de zapatos en el pasillo,
de forma que haya un zapato de cada uno de mis pares.

Naturalmente, el pasillo era infinitamente largo. Walter quedoé pen-
sativo, y en seguida ordend a los infinitos criados que tomaran dc cada
par de zapatos el correspondiente al pie izquierdo, y que los pusieran
en fila en el pasillo. Asi cumplié Walter la orden, pero al dia siguicnte,
el lord se lo puso mas dificil:

— Walter, quiero que pongas en el pasillo un calcetin de cada uno
de mis pares de calcetines.

Después de reflexionar, Walter respondié cabizbajo:

— My lord, para hacer eso neccsito el axioma de eleccion.»

El axioma de eleccion tliene consecuencias importantes que no pue-
den derivarse de los axiomas (Z-F), algunas de las cuales son utiles

—Ilo que hace «conveniente» aceptar (AC)—, mientras que otras resul-
tan sorprendentes y anti-intuitivas —lo que abona el terreno de los cons-
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lructivistas, que aceptan unicamente (Z -F) sin (AC)—. He aqui un pe-
queno muestrario de tales consecuencias:

1. — Todo conjunto admite un buen orden (esto resulta mucho mas
duro de creer que (AC), pese a ser equivalente a él).

2. — Paradoja de Banach-Tarski: Dos esferas A —muy grande— y
B —muy pequefia— pucden dividirse en N partes disjuntas

A=A UAU .. UA, : B:BIUBzU...UB_v

de modo que A, es congruente con B; (ie., hay un movimiento que
transforma A, en B,), A, es congruente con B, etc.

3.— Puede definirse 1(A) = 'ongitud de A para todo ACR, de for-
ma que 1 sea finitamente aditiva v I([a, b]) = b—a. Lo analogo en R?
es falso, pues en Ia paradoja de Banach-Tarski, si pudiéramos definir
el volumen de A, B; para todo i — 1, 2, ..., N, deduciriamos que volu-

men (A) = volumen (B), lo que es absurdo.

4.— Existen subconjuntos de R no medibles en el sentido de Le-
besgue. El primero de tales ejemplos (siempre no constructivos) fue
dado por Vitali. :

5.— Por ultimo, teoremas muy utilizados como ¢l de Tychonoff en
Topologia, el de Hahn-Banach Vv sus variantes en Analisis Funcional, etc.,
asi como la fundamentacién del Andlisis No-Standard, requieren (AC).

He de aclarar que algunos de los enunciados de esta muestra son
de hecho equivalentes al axioma de eleccion, mientras que otros son
estrictamente mas débiles, pero todos son esencialmente no construc-
tivos, es decir, no derivables de (Z-F).

¢Debe o no aceptarse el axioma de eleccion, v con él todas sus
consecuencias? Como ya he indicado, la opcion es personal, pero es
justo sefnalar que la inmensa mayoria de la comunidad matematica To
acepta y utiliza en la actualidad, no s¢ s por intimo convencimiento
¢ porque su negacion arrastraria a la ruina una importante parte
del edificio matematico que nos resistimos a perder. En todo caso, es
¢ste un axioma que no se mantiene en pie de igualdad con los postu-
lados de (Z - F): Primeramente, porque sigue enfrentado a una pequena
pero activa minoria constructivista (incluyendo a los secuidores de
Brower, intuicionistas, cuyva actividad es aun mas radical), VvV en se-
gundo lugar, porque subsiste entre los «usuarios» de (AC) un cierto com-
plejo de culpabilidad que les hace limitar su aplicacion todo lo posi-
ble. Asi, no es extrafio que un teorema interesante cuva demostracion
original utilizaba (AC) vuelva a ser probado por métodos estrictamente
constructivos (por lo general mucho mas complejos), v ello es siempre
aplaudido por la comunidad matematica, que celebra que tal teorema
pase definitivamente al terreno de lo constructivo e incuestionado.
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¢) Lo indecidible

¢Puede ocurrir que la axiomatica (Z - F) sea contradictoria? No co-
nozco a ningun matematico profesional que crea seriamente en tal posi-
bilidad. Este es un argumento sociolégico para defender la consisten-
cia interna de (Z-F), pero debo admitir que no es muy solido, pucs
nadie acostumbra a creer que el edificio en el que vive vaya a derrum-
barse, pese a que tales derrumbamientos ocurren de hecho. Si he ex-
puesto un argumento tan endeble, es porque no puedo ofrecer otro:
Se desprende del teorema de Godel (1931), que nunca podremos garan-
tizar la consistencia interna de (Z - F) ni de cualquier otro sistema que
contenga al menos la axiomatica del nimero natural. He aqui la espada
de Damocles que pende sobre nosotros. Alguien, algan dia, podria des-
pertarnos diciendo que de (Z - F) se deduce que una cierta proposicion
(p) es cierta y que su negacion (— p) es cierta también, y que en con-
secuencia, (Z - F) es absurda y toda la matematica construida sobre ella
no es menos absurda. El matematico debe acostumbrarse a vivir (y a
dormir) con esta realidad, y ante tal estado de cosas, el argumento
sociologico se torna fuerte y coherente, y uno se abraza a ¢l como a
su osito de peluche.

En el mismo trabajo de 1931, Godel nos obsequiéo con otro con-
cepto preocupante, el de proposicion indecidible. Supongamos que
creemos firmemente en (Z-F) con (AC) y en la consistencia de este
sistema axiomatico, y nos planteamos la validez o no de una propo-
sicion determinada que pueda formularse en este sistema axiomatico,
como, por ejemplo, la hipdtesis del continuo de Cantor:

(CH): «Todo subconjunto infinito de R es numerable
(tiene el cardinal de N) o tiene la potencia del
continuo (el cardinal de R).»

Con la concepcion tradicional (platénica) de la matematica, diria-
mos que (CH) es verdadera o falsa, aunque la demostraciéon de una u
otra cosa haya escapado a nuestros intentos. Asi lo creyeron Cantor,
al enunciar su conjetura, y Hilbert, al proponerla como uno de los
problemas de su célebre lista en 1900. Pero Godel observé que procedia
contemplar otra posibilidad (que mas tarde resulté ser la adecuada al
caso concreto de (CH) (ver cuadro 2) al probar que «En todo sistema
axiomdtico ~/ que contenga la axiomdtica del niimero natural, pueden
formularse infinitas proposiciones (p) que son indecidibles, es decir,
tales que, si -7 es consistente, lo sigue siendo después de anadirle (p) asi
como después de arniadirle (— p) =negacion de (p)». Si (p) es indecidi-
ble, nunca podremos probar a partir de la axiomatica que (p) es falso
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—porque seria contradictorio con la axiomatica consistente «=# € (p)»—
ni tampoco que (p) es verdadero —pues también «# € (— p)» es con-
sistente—. El hecho de que en un esquema tan simple como el del
numero natural N con los axiomas de Peano quepa una infinitud de
proposiciones indecidibles, abre la posibilidad de que algunas de las
conjeturas clasicas de la teoria de numeros, que han sido refractarias
a los esfuerzos de generaciones de mateméticos, resulte indecidible.

Algunos ejemplos concretos de proposiciones indecidibles notables
dentro de la axiomatica (Z-F) se recogen en el cuadro 2. En cada
uno de tales ejemplos, el teorema que afirma la indecidibilidad de (p)
consta de dos partes:

i) Si (Z-F) es consistente, también lo es (Z - F) € (p).

ii) Si (Z-F) es consistente, también lo es (Z-F) € (— p). El hecho
de que, asumiendo sélo (Z-F), que es la parte no controvertida de la
axiomatica conjuntista, el axioma de elecciéon resulte indecidible, deja

Cuabro 2: Algunos indecidibles

INDECIDIBLES EN (Z - F)

Ej. 1: (AC) es indecidible.
(Z - F) € (AC) es consistente (Godel, 1938).
(Z -F) € (— AC) es consistente (Cohen, 1963).

Ej. 2: (CH) es indecidible.
(Z-F) € (CH) es consistente (Godel, 1938).
(Z-F) € (—CH) es consistente (Cohen, 1963).
Ej. 3: (S): «Todo ACR es medible Lebesgue.»

(Z-F) € (S) es consistente (Soloway, 1965).
(Z-F) € (— S) es consistente,

en posicion de equilibrio (desde el punto de vista l6gico) a quienes ar-
gumentan a favor o en contra de (AC), por lo que, como ya adverti an-
tes, cada matematico puede optar libremente. En lugar de negar (AC),
pueden adoptarse axiomas concretos que estén en contradiccién con
él, como el axioma (S) propuesto por Soloway, que impone que todo
subconjunto de R sea medible en el sentido de Lebesgue. (El ejemplo
de Vitali prueba que (AC) € (S) es absurdo). Una vez mads, es una deci-
sion personal si (S) responde a la intuiciéon o a alguna realidad mate-
rial, pero es légicamente licito partir de (Z-F) € (S) para construir
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una matematica que encuentra resultados tan chocantes para un ana-
lista funcional convencional como qué espacios de dimension infinita
puedan tener todas sus formas lineales continuas. Naturalmente, no es
(S) el tnico axioma contradictorio con (AC) que puede fijarse, y como
ocurrié con el postulado de las paralelas de Euclides, nos encontramos
ante un punto de ramificacion del que surgen universos matematicos
incompatibles unos con otros y cuya posibilidad de adecuacién al uni-
verso fisico s6lo su exploracién podra confirmar o descartar.

Espero que cuanto llevo dicho haya abierto el camino a la preocu-
pacién fructifera, que no al desanimo. Si los fundamentos no son inamo-
vibles, habra que convenir que la matematica pretende tinicamente dar
demostraciones absolutas de verdades relativas. La validez y seguridad
de las conclusiones no podra superar a la de los principios, y es en la
demostracion inapelable donde debemos recurrir para sostener el ca-
racter de una verdad matemaética esencialmente distinta de la certeza
experimental.

3. SOBRE LA DEMOSTRACION

En rigor, un teorema deberia considerarse demostrado y aceptado
como tal si su enunciado se obtiene a partir de los axiomas mediante
una manipulacién légicamente correcta de los simbolos. Esta exigencia
convierte de hecho la matematica en algo casi ilegible, como la expe-
riencia de B. Russell y A. N. Whitehead con su libro «Principia Mathe-
matica» (Cambridge Univ. Press, 1910) muestra de forma elocuente. En
la practica, se hace necesario aceptar como demostracion todo aquello
que claramente podria escribirse en esa forma si se tomase suficiente
tiempo y paciencia.

El determinar si una demostracién podria o no escribirse en tales
términos introduce un elemento de subjetividad en la aceptacion de
tal demostracién como valida.

Esto nos lleva a considerar que todo teorema aceptado como cierto
lo serda excepto por una pequefia probabilidad: La de que cuantos re-
visaron la demostracion hayan pasado por alto un error de razona-
miento. Tal posibilidad de error parece dificil de contemplar cuando
uno piensa en enunciados sencillos, como la irracionalidad de v2, cuva
demostracion hemos asimilado globalmente de manera tan profunda
que dirfamos que esta impresa en nuestro espiritu individual. Pero las
Matematicas del ultimo cuarto de siglo contienen demostraciones de
enorme longitud y complejidad, con saltos nada triviales en el razona-
miento y con afirmaciones o definiciones imprecisas que sélo dentro
de un argot especializado cobran un significado ajustado. En Topologia
de baja dimensién y en Analisis de Fourier podrian citarse ejemplos
recientes de esta circunstancia. Sin tener que acudir a los teoremas
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mas dificiles, la cantidad de rvesultados publicados anualmente (ver
cuadro 3) v la especializacion excesiva de las areas de investigacion,
conducen a la situacion que acertadamente describen P. J. Davis y R.
Hersh en su libro «The Mathematical Experience» (Birkhauser, 1981):

«Los matematicos de cualquier area se basan en el trabajo de otros,
se citan unos a otros; la confianza mutua que les permite hacer esto,
estd basada en la confianza en el sistema social del que forman parte.
No se limitan a utilizar resultados que ellos mismos pueden probar
a partir de los principios de partida. Si un teorema ha sido publicado
en una revista respetable, si el nombre del autor es familiar, si el teore-
ma ha sido citado v utilizado por otros matematicos, se considera
establecido. Cualquiera que tenga necesidad de utilizarlo sera libre de
hacerlo. Esta confianza mutua cs perfectamente razonable y apropiada.
Pero desde luego, viola la nocion de verdad matematica como algo in-
dudable.»

El creciente volumen de «matematica nueva» producida queda me-
dido groseramente en el cuadro 3 por el grosor de los correspondientes
volimenes de «Mathematical Reviews», revista que dedica una breve
recension descriptiva y/o critica a cada uno de los articulos de inves-
tigacion aparecidos en la practica totalidad de las publicaciones mate-
maticas periodicas. Incidentalmente, uno puede encontrar, aunque es
poco frecuente, recensiones del tipo siguiente: «En este trabajo, el
autor pretende probar que..., lo que es manifiestamente falso, ya que...»

Como complemento a esta exposicion de caracter general, revisare-
mos ahora algunas demostraciones especialmente conflictivas de teo-
remas relevantes obtenidos durante los tltimos afos:

Cuapro 3: Medida de volumen de publicaciones

MATHEMATICAL REVIEWS
Periodo Grosor M. R.
194044 ... ... ... ... 19 cm.
1945:40 - b G et e 24,5 cm.
1950554 i b bse i o v o 36 cm.
195589 o o i o N e oy ik 48,5 cm.
19606 oo N i iz e e e e 81 cm.
106589 .. v N vve niiais wtlians mss Yl s~ 108 e
197074 ... ... vcv von wne o 122 cm.
1975579 ... civ osn ose weiiene 184 cm.
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a) Teorema de los cuatro colores

Se desea colorear un mapa politico en el plano, de forma que cuales-
quiera dos paises con una linea (no reducida a un punto) de frontera
comun tengan distinto color. ¢(Cuél es el minimo numero de colores
necesario? En las figura F1 y F3, basta con tres colores, mientras que
F2 yv F4 requieren cuatro. La experiencia acumulada por pruebas en
mapas mucho mas complicados parecia confirmar que cuatro colores
bastaban en cualquier caso, y en 1878, A. Cayley propuso como pro-
blema el demostrar rigurosamente que tal conjetura era cierta. Un
afio después, se publicaba en la London Mathematical Society una so-
lucién afirmativa a tal conjetura debida a A. B. Kempe, lo que dio el
problema por resuelto durante once afios, hasta que en 1890 se descu-
brié un error en el argumento que volvio a dejar abierto el problema
casi un siglo. Antes de proseguir, examinemos el esquema de la «de-
mostracién» de Kempe:

i) Todo mapa puede colorearse con no mds de cinco colores. Esta
primera aproximacién al problema fue observada pronto, y su demos-
tracion es reminiscente del teorema de Euler sobre las caras, aristas
y vértices de un poliedro. Si un mapa necesita justamente cinco co-
lores, se llama S5-cromadtico. La conjetura consiste en probar que no
existen mapas 5-cromaticos.

ii) Todo mapa «normal» (este adjetivo excluye los mapas con cua-
tro o mas paises en un vértice o con un pais rodeado por otro) contie-
ne un pais con menos de seis vecinos. En la terminologia creada al
efecto, esto significa que {F1, F2, F3, F4} es un conjunto inevitable de
configuraciones, es decir, una de tales configuraciones aparece necesa-
riamente en cualquier mapa normal.

Figura 1
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Figura 2
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iii) Si F1 estd en un mapa 5-cromatico normal, dicho mapa puede
reducirse a otro con menos paises que sigue siendo normal y 5-croma-
tico. En la terminologia ad hoc: FI es reducible. También F2 y F3 son
reducibles, y hasta aqui, la demostracion de Kempe es correcta. Final-
mente, pretendié probar que F4 es reducible, pero es en este punto
en el que la demostracién es incorrecta.

La estrategia general de Kempe es valida, v ha sido mantenida por
investigadores posteriores: Si se obtiene un conjunto inevitable de
configuraciones reducibles, la conjetura de los cuatro colores queda
probada por reduccion al absurdo. Este fue el método seguido por
K. Appel y W. Haken para dar una solucién (¢definitiva?) al problema
de los cuatro colores, que pasa a llamarse teorema de los cuatro colores,
pero las diferencias con la «prueba» de Kempe son algo mas que anecdo-
ticas: Appel v Haken construyeron un conjunto inevitable de mas de mil
configuraciones reducibles, alguna de las cuales es tan complicada que
su reducibilidad no puede verificarse «a mano», sino que requiere el
uso de un computador.

El complicado proceso que prueba que tan tremendo conjunto de
configuraciones es inevitable puede ser llevado a cabo por una persona
en unos dos meses, aunque Appel y Haken usaron también el compu-
tador en esta parte. Sin embargo, las computaciones requeridas para
verificar la reducibilidad de algunas de las configuraciones no pueden
realizarse en el tiempo de una vida humana, por lo que es imprescin-
dible la ayuda del computador. Por supuesto, el programa de computa-
dor ha sido realizado satisfactoriamente desde 1976 por varios equipos
diferentes de personas y con distintos computadores, lo que casi eli-
mina la posibilidad de error, y aumenta la certeza del resultado, pero
la pregunta basica subsiste: ¢Es esto una demostracion matematica?

Para algunos filésofos y logico-matematicos, el aceptar el teorema
de Appel y Haken supondria cambiar (debilitaindolo) el concepto de
demostracién, puesto que habria elementos de duda razonable sobre
si la conclusién se sigue de forma inapelable de las hipotesis. En
efecto, el camino hacia dicha conclusién- pasa por circuitos eléctricos,
y se apoya en el buen estado interno de una maquina, sobre el cual
nunca hay garantias absolutas.

En defensa de su demostracion, Appel y Haken emplean los si-
guientes argumentos:

i) El plan completo de la demostracion queda expuesto ante todo
el mundo. Cualquiera puede detenerse en el punto concreto que desee
v comprobarlo personalmente (aunque nadie tendra tiempo de com-
probar todos los puntos).

ii) Un computador de alta velocidad verifica mas detalles en una
hora que un hombre en toda su vida, pero ello no cambia el concepto
de demostracién matemaética, sino sélo su practica.
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iii) Si el plan general de la demostracién pudiera simplificarse un
tanto, haciendo que los detalles computacionales fueran verificables
por un equipo de personas en unos tres afios, los objetores filésofos
y légicos se sentirian satisfechos ante tal demostracion, pero la pro-
babilidad de error humano en ese proceso seria mucho mayor que la
de error por el computador.

Lejos de abundar en esta polémica, prefiero dejar el veredicto al
oyente, que podra encontrar mas elementos de juicio en la obra edi-
tada por L. A. Steen: «Mathematics Today» (Springer-Verlag, 1978),
la cual contiene un articulo de los propios Appel y Haken.

b) Clasificacion de Grupos Finitos Simples

El concepto de grupo, familiar para todos vosotros, es uno de los
pocos conceptos abstractos cuya motivacién no plantea problemas: Su
definicion es sencilla y natural, diversos ejemplos de grupos conocidos
por cualquier matemético aparecen sin necesidad de forzar la imagi-
nacion, y, por otra parte, la Teoria de Grupos encuentra aplicaciéon en
casi todas las ramas de la Matematica, en Fisica Teérica, en Cristalo-
grafia, etc. Una de las ideas que hicieron nacer esta teoria fue la de
estudiar un objeto a partir de sus simetrias (las cuales forman un
grupo). Este punto de vista esta presente ya en la Teoria de Galois,
y al igual que en otros casos interesantes, los grupos que aparecen alli
son finitos.

Cuapro 4: Clasificacion de grupos finitos simples

£ \ Grupos alternados: An (n > 5).
(% Grupos tipo Lie: 16 series.
Grupos de Mathieu (1860): My My,
MJ! M?J Ml-l
e Grupos esporddicos «nievos»:
S ( Ji (Janko-Ward, 1966; | J,| = 175.560)
= Janko :
= (" Tz dy Iy
§ . (otros 13 grupos)
A Fs, F;
Fisher-Griess { F:: «baby monster»
z Fi: «monster» fF:’ e= 10>
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Cuando un grupo finito G tiene un subgrupo normal H, el estudio
de G puede reducirse al de dos grupos menores, y previsiblemente mas
sencillos, que son H y el grupo cociente G/H. De ahi que los grupos
finitos llamados que para n = 5, 6, 7, ... son grupos simples. Los grupos
de tipo Lie se llaman asi porque corresponden a algunos grupos de
Lie cldsicos cuando se sustituye el cuerpo R o C por un cuerpo finito.
Pero uno de los aspectos mas excitantes del problema de la clasifica-
cion ha sido la aparicion sucesiva de hasta 26 grupos esporddicos, que
no entran en ninguna serie de grupos finitos simples. Los cinco prime-
ros de tales grupos fueron descubiertos ya en el siglo pasado por Ma-
thieu, y hubieron de pasar mas de cien anos antes de que Janko descu-
briera el siguiente grupo esporadico, Ji, que habia pasado sorprenden-
temente desapercibido pese a su tamaifio relativamente pequeno (175.560
elementos, unas 1.400 veces mas pequefio que el mayor de los grupos
de Mathieu). A partir de alli, y a un ritmo de dos nuevos grupos por
ano, la lista de esporadicos fue aumentando, haciendo temer que pu-
diera haber una infinidad de tales grupos, lo que habria hecho inal-
canzable la clasificacion completa. Afortunadamente, la lista se cierra
con el espectacular grupo F,, conocido como mionstruo («monster») de
Fisher-Griess, que tiene, aproximadamente, 10® elementos.

Otro aspecto curioso de los grupos esporadicos es la manera como
son hallados, que recuerda el descubrimiento de particulas elementales
en Fisica Atomica. Contemplando y desechando posibilidades de cara
a la clasificacion de grupos simples, uno llega a enunciar cosas como
ésta: «Si un grupo tiene una involucion con centralizador de tal o
cual forma, y ademas contiene subconjuntos con tales propiedades, en-
tonces es un grupo con tantos elementos, sus caracteres veriflican esto
v lo otro, etc.». A partir de aqui, las sofisticadas técnicas (teoria de
caracteres, analisis local, ...) de Teoria de Grupos permiten deducir
propiedades internas que tal grupo, si existiera, deberia cumplir, v si
todo ello no da lugar a ninguna contradiccion, se da casi por hecho
que el grupo existe v se le bautiza: J, (primer grupo de Janko), F:
(«baby monster» o «monstruito» de Fisher), etc. Queda por probar,
efectivamente, que tal grupo existe y es unico, lo cual ha sido posible
en todos los grupos esporadicos no mucho después de su «descubri-
miento». El dltimo de ellos, F,, fue construido por Griess en 1980 como
un grupo de matrices complejas de unas 200.000 filas v columnas, v su
unicidad fue probada por Northon y Thompson en febrero de 1981,
dandose por concluida «oficialmente» la clasificacién de grupos finitos
simples. Digamos para terminar esta descripcion somera, que el mayor
conocimiento de F, permite apuntar la posibilidad de una aproximacién
mas sensata a la clasificacion, puesto que él sélo contiene de una u otra
forma a la mayoria de los grupos esporadicos. Ello junto a la aparente
conexiéon que el «monstruo» podria tener con ramas tan lejanas como
la teoria de funciones elipticas, ha constribuido a rehabilitar la imagen
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de F,, para quien se sugiere ahora el nombre de «nuestro amigo el
gigante».

Volviendo a nuestra preocupacion inicial, la dificultad en aceptar
como demostrado el teorema sobre la clasificacién de grupos finitos
simples —dicho teorema afirma que todo grupo finito simple es iso-
morfo a alguno de los de la (incompleta) tabla del cuadro 4— radica
en que la demostracion completa ocupa unos 500 articulos con casi
10.000 paginas en total. El reciente libro de D. Gorenstein: «Finite
Simple Groups. An Introduction to their Classification» (Plenum Press,
1982) al que seguirdn dos mas prometidos por el autor, no pretende
demostrar el teorema, sino dar una introduccién al mismo y mostrar
esquematicamente los métodos y dificultades que aparecen. En el co-
mentario a este libro hecho por W. Feit en el Bulletin de la AM.S.
(enero 1983) se leen las siguientes frases:

«Los grupos finitos simples han sido aparentemente clasificados...
Ninguna persona ha recorrido toda la demostraciéon y comprobado to-
dos los detalles. Esta no es una situacién totalmente satisfactoria. Sin
embargo, la mayoria de los expertos estan convencidos de que la de-
mostracion es esencialmente correcta..., no se espera que ningun error
cambie el resultado final, es decir, conduzca a nuevos grupos simples.»

«Excepto al nivel de fundamentos, las matematicas no son materia
de fe, por lo que no es sorprendente que el anuncio de la clasificacién
haya sido tratado con escepticismo entre los matematicos. Sin embar-
go, no tendria objeto (y seria probablemente imposible) que cualquiera
intentase ahora recorrer la demostracién completa, porque tal demos-
tracion se revisa, simplifica y acorta continuamente. A este proceso se
le ha calificado como revisionismo. No es irrazonable esperar que, en
algo asi como una década, quizds pueda escribirse un libro de longitud
normal que contenga una demostraciéon completa de la clasificacién...»

Palabras de cautela sobre el uso del término «demostracién» en este
contexto aparecen también en la Introduccién del libro citado de Go-
renstein, y él mismo dice: «¢Coémo puede uno garantizar que la "criba”
no ha dejado pasar una configuraciéon que conduzca a otro grupo finito
simple? Desgraciadamente, no hay garantias, uno debe de vivir con
esta realidad.»

De nuevo, el mateméatico se enfrenta aqui con un teorema cuya de-
mostraciéon rompe drasticamente los moldes que para tal concepto
tenia nuestra mente, y uno debe decidir si ampliar esos moldes para
dar cabida a tales «macroteoremas» o mantener una postura de es-
tricto rigor que limitaria las demostraciones validas a aquéllas que
una persona suficientemente entrenada puede entender globalmente por
si sola.
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c) Criterios de primalidad

Como contrapunto a los dos ejemplos anteriores, quiero presentar
ahora un caso que probablemente parecera mas frivolo e intrascen-
dente. El problema consiste en determinar si un numero u es primo,
y para ello, el método de ensayar su divisibilidad por todos los ntime-

ros menores que Vn resulta impracticable cuando n es bastante gran-
de. Los criterios de primalidad resultan, por lo general, mas efectivos,
aunque suelen dar tnicamente condiciones necesarias, Asi, el primero
de tales criterios, debido a Fermat, establece: «Si n es prinio, y a es
cualquier ntimero natural, entonces a" es congruente con a, modulo n»,
es decir

mn

(F) n primo > ¢" = a (mod. n)

Fijada una base a, el criterio (F) es facil de verificar incluso para n
grande. Si el criterio falla, sabemos que n es compuesto, pero desgra-
ciadamente, si el criterio da resultado positivo, no podemos asegurar
que n sea primo. Podemos probar con otra base b, y si ocurre que
a"=a (mod. n) y que b"=b (mod. n), lo mas probable es que n sea
primo, pero ¢como mejorar la prueba para conseguir garantias absolu-
tas de que n es primo? Existen ntimeros recalcitrantes —llamados de
Carmichael— para los que el criterio (F) da resultado positivo cualquie-
ra que sea la base elegida, y pese a ello, son compuestos.

En este punto, argumentos probabilisticos pueden ayudarnos a
aumentar nuestra certeza sobre el caracter primo de n. Supongamos
que n es muy grande, tomemos al azar sesenta ntimeros a;, @, ..., as
menores que #n, vy ensayemos con cada uno de ellos el criterio (F). Si
en todos los casos obtenemos resultado positivo, i.e.

a"=a; (mod. n), 1<;<<60

entonces, la probabilidad de que n sea compuesto es menor que 107%.
Podriamos asegurar que n es primo y la probabilidad de error al hacer
esta afirmacion seria de una entre un trillén. Desde luego, en estas cir-
cunstancias, yo apostaria todo mi dinero a que n es primo, pero ¢lo
habriamos demostrado?

Me imagino que una mayoria es reticente a aceptar esto como de-
mostracion, porque si este proceso se aplicase sistematicamente y ca-
lificiramos como primos a cuantos numeros verificasen satisfactoria-
mente la prueba de las sesenta bases, estariamos dando como demos-
tradas una infinidad de afirmaciones falsas (si bien, ciertamente, una
infinidad muy minoritaria). Sin intentar extrapolar el proceso, pense-
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mos, sin embargo, por un momento, en un solo numero n que, por
algtin motivo, es importante saber si es primo o compuesto. Le aplico
el criterio de las 60 bases aleatorias v da resultado positivo. ¢Puedo
considerar demostrado que n es primo vy utilizar esto en razonamien-
tos ulteriores? Sigo intuyendo vuestra negativa, pero pensad que si yo
afirmo que n es primo, la probabilidad de equivocarme es 107%, y os
puedo asegurar que la probabilidad de error en el teorema de los cua-
tro colores o en la clasificacion de grupos finitos simples es considera-
blemente superior.

Para quien acepte la demostracion de los dos teoremas menciona-
dos pero no el criterio probabilista de determinacién de numeros pri-
mos, sugiero que la aparente contradiccion que esta doble actitud com-
porta debiera superarse a la luz de una distincién nitida entre los tér-
minos demostracion y certeza.

4. EPILOGO

Como va adverti al comienzo de estas palabras, no estd en mi animo
el extraer conclusiones, pero quiero dejar patente que para mi, la ver-
dad sigue siendo un atributo esencial de la Matemadtica y la piedra
angular que la soporta y, junto a los méviles de la estética y la utilidad,
le da sentido. La cuestiéon sobre la que he querido haceros reflexionar
es: ¢qué tipo de verdad? Porque la VERDAD con mayusculas no es
sino una abstraccién inalcanzable —quimérica, como decia hace medio
siglo J. Barinaga en una conferencia con el mismo titulo que ésta—,
y la Matemadtica es, acaso, «el templo mas colosal que el espiritu hu-
mano ha erigido» a esta quimera.
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