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Este articulo es una versiéon extendida de la charla que imparti en la
Jornada Euler el 14 de febrero de 2007 en la Facultat de Matematiques
i Estadistica de la Universitat Politecnica de Catalunya. Agradezco a
los organizadores la invitacién asi como el permiso para difundir este
articulo.

Incluso limitdndose a la contribuciéon de Euler a la teoria de nimeros
fue necesaria una seleccién para ajustarse al tiempo fijado. Mi decisién
fue evitar algunos temas que podrian ser tratados por otros ponentes,
especialmente la combinatoria y el estudio de las funciones elipticas (que
en tiempos de Euler no tenfa el valor aritmético actual). Reconociendo
lo arbitrario de la seleccién, he preferido conservarla aqui para ser fiel al
material original.

Un ultimo caveat es que de ningin modo soy un especialista en historia de
las matematicas y que las aserciones originales que pueda verter en este
aspecto deben entenderse como meras opiniones. Me sentiria satisfecho si
consiguiera divulgar con acierto una pequena pero fundamental parte de
la teoria de ntimeros en la que trabajo este gran genio de las matemaéticas,
LEONHARD EULER, cuyo tricentenario cumpleanos celebramos ahora.

1. EN EL sicLo XVIII

Por mero instinto de supervivencia hay una tendencia entre los especia-
listas a sobredimensionar su propia disciplina, y no es raro que vaya desde el

1 . .2 . . .

Los interesados en colaborar con esta seccién pueden dirigir sus contribuciones a la
siguiente direccién: Jesus Herndndez Alonso; Departamento de Matematicas, Universidad
Auténoma de Madrid; 28049 — Madrid; Correo electrénico: jesus.hernandez@uam.es
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orgullo legitimo o el proselitismo militante a la depredaciéon despiadada o la
critica agresiva de lo ajeno. Es por ello que cuando examinamos las aporta-
ciones de alguien al que se ajusta tan bien el neologismo «multidisciplinars,
es facil caer en la tentaciéon de convertirle en uno de los nuestros. Las con-
tribuciones de Euler en teoria de niimeros son espectaculares pero seria una
afirmacion injustificable decir que ésta era el objeto de su principal interés. Es
muy reveladora la frase de H.M. Edwards [Ed]:

Una medida de la grandeza de Euler es que cuando uno estudia
teoria de numeros tiene la impresién de que Euler estaba princi-
palmente interesado en teoria de niimeros pero cuando estudia se-
ries divergentes siente que las las series divergentes eran su mayor
interés, cuando estudia ecuaciones diferenciales uno imagina que
realmente las ecuaciones diferenciales eran su materia favorita, y
asi sucesivamente. . .

Si queremos contrastar esta afirmacion de forma tangible podemos tratar
de contar el niimero de articulos dedicados por Euler a cada una de estas dreas
como muestra de la porcién del valioso tiempo que quiso ocupar con ellas a
lo largo de su vida. Hay varios errores de bulto en este intento, el mayor de
ellos ése que criticamos en muchas evaluaciones académicas: no es lo mismo
contar que leer; también es dificil dividir exhaustivamente la obra de Euler
en areas por las continuas relaciones entre ellas. Para no contagiar este burdo
recuento con los propios prejuicios tomemos como referencia la divisién de [Da]
y sustituyamos el término «series divergentes» por «series infinitas», entonces
el grafico que obtenemos es el siguiente:
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No hay una conclusién clara que se pueda extraer mas alla del hecho de que
su interés por la teoria de nimeros fue constante a lo largo de su vida, aunque
no fue cronolégicamente su primer amor (de acuerdo con [We| el detonante
fue la primera carta de C. Goldbach en 1729 y su insistencia posterior).

Parece pertinente entonces buscar entre los escritos de Euler una frase
elogiosa y lapidaria, como la famosa de C.F. Gauss?, para que los tedricos
de nimeros podamos justificar nuestras diversiones y adornar los libros. Pero
antes al contrario, los elogios son un poco tibios. Asi dedica la introduccién de
[E134] a justificar la investigacién en teoria de ntimeros, y después de senalar
que contiene «las verdades mas reconditas» leemos:

Por tanto, incluso si una proposicion ya sea cierta o falsa parece que
no redunda en ninguna utilidad para nosotros, todavia el método
mismo por el cual se establece la certeza o falsedad usualmente
abre el camino para que entendamos otras verdades mas ttiles. Por
esta razon, creo firmemente que no he desperdiciado mi trabajo y
mi esfuerzo en investigar estas propiedades que contienen notables
propiedades sobre los divisores de los nuimeros. Esta teoria de los
divisores no es de uso vano sino que alguna vez podria mostrar
alguna utilidad no despreciable en anlisis®.

Por otro lado, Euler dedica la segunda parte de sus Elementos de Algebm
[EuAl] a la teoria de nimeros y en la introduccién escribe:

Cuando el nimero de ecuaciones no se ajusta al de incdgnitas |. . .|
la materia es una rama particular del algebra llamada andlisis in-
determinado. [...] usualmente se anade la condicién de que los
numeros buscados sean enteros y positivos, o al menos racionales
[...]. Ocurre que esta parte del andlisis frecuentemente requiere
artificios ajustados a ella, los cuales hacen un gran servicio ejer-
citando el juicio de los principiantes y déandoles destreza en los
calculos.

., Debemos pensar que para Euler la teoria de niimeros era sélo un ejercicio
para abrir la mente de los principiantes? jun entretenimiento calculistico?
juna esperanza de aplicabilidad en otras areas? ;una disciplina subsidiaria del
algebra basica en su sentido originario de resolucién de ecuaciones? Es dificil
mantener que la entendiese como algo subordinado y tangencial teniendo en
cuenta el hecho, no muy conocido, de que escribié una monografia inconclusa
sobre el tema [E792].

Quizd la explicacion estd en la propia genealogia de la teoria de ntimeros:
muchas veces se atribuye a P. Fermat la sistematizacién de esta drea [To] o se
dice que las Disquisitiones Arithmeticae [Ga] de 1801 son como los Elementos

2«Las mateméticas son la reina de las ciencias y la aritmética la reina de las mateméticas».
3Véase [We], p. 121-122, para una realizacién de esta utilidad segin Euler.
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de Euclides para la geometria (no estd de més senalar que tres libros de los
Elementos ya se dedicaban a la aritmética). En la Europa de la Ilustracién
no habfa una gran tradicién en teorfa de ntimeros* que por otra parte estaba
alejada de las ideas pragmaticas imperantes entonces (nétese la insistencia en
la utilidad en las citas anteriores), segiin Euler [E134]:

No faltan entre los grandes matematicos quienes juzgan las verda-
des de este tipo como completamente estériles y por tanto indignas
para afanarse en su investigacién.

Por cierto, en contra de lo que normalmente se admite, la denominacién teoria
de nimeros ya aparece (quiza por primera vez) en uno de los trabajos de Euler
[E279]. Para completar el contexto nétese que, como seniala A. Weil [We], los
primeros matematicos profesionales comenzaban a aparecer entonces.

La herencia de Fermat es patente en Euler de la misma forma que Gauss
heredé problemas de Euler. Por completar el retrato de familia aritmética en
aquellos hay que anadir los nombres de J.-L. Lagrange y A.-M. Legendre.

Euler Gauss
(1601-1665) (1707-1783) (1777-1855)

Lagrange Legendre
(1736-1813) (1752-1833)

Podriamos continuar esta tabla hacia adelante hasta nuestros dias con
innumerables ramificaciones, pero hacia atras no hay tanto que resenar. Dos

4Segiin [Du] «Los matematicos estaban entusiasmados por el poder del cilculo y su am-
plio campo de aplicaciones. En lenguaje moderno se dirfa que este tema estaba caliente.
Por comparacién la teoria de niimeros apenas se consideraba un objeto matematico serio».
También en [Sa] (diciembre 2005) leemos «[Euler] escribié 96 [sic] articulos en el drea y es
una medida de la relativa baja estima en la que estaba la teoria de nimeros que la mitad de
esos trabajos se publicaron péstumamente».
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excepciones notables son los trabajos recopilados por Euclides y los grandes
logros de la matematica hindu en la ecuacién de Pell. Esta situacion relativiza
también el comentario de C. Truesdell en la introduccién, siempre muy lau-

datoria, a [EuAl] «[Euler] recreé la teorfa aritmética de nimeros [...] El dio
a esta materia una nueva vida y descubrié en ella mayor nimero de grandes
teoremas que todos los matematicos anteriores juntos». Mds apropiada pare-
ce la frase de Edwards citada en [Du] «Sélo sus contribuciones a la teoria de
los nimeros serian suficientes para establecer una reputacién duradera en los
anales de las matematicas».

Es intructivo analizar lo que puede encontrar el lector actual cuando com-
para a Fuler con su antecesor Fermat y su sucesor Gauss. En la comparacion
no hay mucho que decir sobre Fermat, ciertamente es genial y con seguridad
utiliz6 con maestria su método del descenso y otras técnicas originales para
probar muchas de sus afirmaciones, pero no hay una gran obra donde com-
pilase sus resultados. Conocemos muchas de sus investigaciones aritméticas a
través de su correspondencia y ni siquiera hay demostraciones que leer (segin
se dice, sdlo se conserva una), tampoco habia revistas matematicas donde pu-
blicarlas. Gauss, por su parte, es completamente satisfactorio para el lector
actual; los enunciados en [Ga] son claros y las demostraciones sintéticas e irre-
pochables, es notable que una obra juvenil sea tan madura, es como si hubiera
estado pensando en ella durante toda una vida. Euler es muy diferente, visita
recurrentemente los temas sin completarlos, las demostraciones a veces tienen
puntos oscuros con respecto al rigor, experimenta con los niimeros, parece co-
mo si a menudo escribiera a vuela pluma, tal como salen los temas de su mente
(lo cual no es ilégico habida cuenta de su extensa obra). Hay un aspecto posi-
tivo en ello desde el punto de vista didactico y es que es mas facil de entender
la manera de razonar de Euler, sus intentos y descuidos nos acercan a la com-
prension de la mente del genio mientras que Gauss se muestra impenetrable
porque sélo vemos el producto en su fase final, las miltiples demostraciones de
la ley de reciprocidad cuadrética no manifiestan diferentes estados, son com-
pletas por si mismas (véase la opinién de Yu. Manin [Le]). Por otro lado, la
forma de proceder de Euler ha dado lugar a una herencia matematica mas ge-
nerosa, abundantisima. Posiblemente nunca sepamos de cuantas matematicas
interesantes privé a las siguientes generaciones el lema «pauca sed matura»
(pocos pero maduros) de Gauss, mientras que Euler ofrece generosamente sus
resultados y conjeturas para beneficio inmediato de todos, incluido Gauss que
en [Ga] hace multiples referencias a Euler.

2 .  DIVISIBILIDAD

Fue Goldbach quien parece haber despertado el interés de Euler en teoria
de ntimeros al trasladarle la conjetura de Fermat acerca de la primalidad de los
nimeros F,, = 22" +1. De manera natural esto lleva a considerar la divisibilidad
de potencias lo cual condujo a Euler a redescubrir el pequeno teorema de
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Fermat y dar su primera prueba conocida. Euler publicé tres pruebas de este
resultado a lo largo de su vida, [E54], [E134] y [E271] ([Su] indica cuatro) pero
las dos primeras tienen sdlo diferencias formales y Gauss parece reconocer sélo
dos® en [Ga]. Volviendo a la comparacién entre ambos genios, nétese que [E54]
en el facsimile en [Da] se extiende a lo largo de seis paginas en cuarto, excesivo
para los ojos actuales, mientras que en la traduccién de [Ga] Gauss resume la
demostracién en apenas seis lineas.

La tercera demostracién [E271] es la que parece satisfacer més a Euler
(véase también el comentario de Gauss en la nota anterior) y le permitié una
generalizacién bien conocida en la que se basa el actual criptosistema RSA:

Congruencia de Euler-Fermat: Sea ¢(n) = #{1 <m <n : mecd(m,n) =
1}, entonces para a y n coprimos se cumple a®) =1 (mod n).

La demostracion de la congruencia de Euler-Fermat hoy en dia se reduce
a notar que el orden de cualquier elemento del grupo multiplicativo Z;, debe
dividir al orden del grupo, que es ¢(n). Por supuesto, Euler no podia apelar
a este resultado pero en cierta forma su demostracién se basa en la idea de la
particién en cogrupos [Su], [Di].

El pequeiio teorema de Fermat es el caso n = p primo, es decir plaP~1 — 1
si p 1 a. Incluso este humilde resultado lleva a interesantes preguntas. Eu-
ler ya se percaté de que era inusual que un nimero compuesto n verificase
nla"! — 1. Sin embargo existen algunos n llamados nimeros de Carmichael,
como n = 561, que satisfacen n\a”_l — 1 siempre que a y n sean coprimos. Se
conjetur6 que sélo existia un nimero finito de ellos pero en 1994 W.R.. Alford,
A. Granville y C. Pomerance [AGP] sorprendieron a la comunidad matemadtica
probando no sélo que hay infinitos sino que no estdn muy dispersos (el espa-
ciamiento estd acotado por una potencia no muy grande) lo cual choca con los
experimentos numéricos.

Mediante el estudio de la divisibilidad de potencias, Euler pudo refutar
la conjetura de Fermat probando explicitamente que F5 no es primo porque
22" 41 = 641 - 6700417. A pesar de que el resultado ya aparece en [E54], no
encontramos la explicacién hasta [E134] (prueba que los factores deben ser
de la forma 64n + 1 [Su]). En articulos posteriores continué su interés por el
problema numérico de la factorizacién y generacién de primos grandes (e.g.
[E283], [E369]. El progreso de las computadoras y los algoritmos de primalidad
nos permite conocer en la actualidad que F,, = 22" + 1 es compuesto para
5 < n < 32 y se conocen otros valores de n no consecutivos para los cuales
también F;, es compuesto. De hecho no se ha encontrado ningin n > 5 tal que
F,, sea primo. jLa conjetura de Fermat fue muy arriesgadal

5En el Art. 50 menciona: «Como el desarrollo de una potencia binomial parecfa bastante
ajena a la teoria de ntimeros, Euler dio otra demostracion».
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Otro de los temas relacionados con la divisi-
bilidad que traté Fuler fueron los nimeros ami-
gos y los numeros perfectos. La investigacién de
los segundos parece comenzar en [E798]. Recor-
demos que un numero N es perfecto si la suma
de todos sus divisores es 2N. Los dos primeros
numeros perfectos son 6 y 28:

12=14+2+3+6
56=1+24+44+7+144 28

Euclides habia probado en el Libro IX de sus
FElementos que si 2" — 1 es primo entonces
27(2"+1 — 1) es perfecto. La contribucién de Eu-
ler fue probar, unos 2000 anos después, que el
reciproco se cumple para los pares, es decir:

Un niimero par N es perfecto si y sélo si N = 272"+ — 1) con 27! — 1
primo.

Una de las propiedades fundamentales observada por Euler sobre la fun-
cién que asigna a N la suma de sus divisores, en notacién moderna o(N), es
la multiplicatividad [Sa]. Es decir, si n y m son coprimos o(mn) = o(m)o(n).
Con ella no es dificil probar que si N es perfecto y par, digamos N = 2"m
con 2 {1 m, entonces debe cumplirse o(m)/m = 2"*1/(2"*1 — 1), La segunda
fraccién es irreducible y si la primera también lo fuera se tendria o(m) = 2"+!
y m = 2" — 1 de donde se puede deducir que m es primo y el resultado
estaria probado. Para demostrar la irreducibilidad de o(m)/m se emplea que
o(m) = k2"t m = k(2" — 1) con k > 1 implicarfa que los cuatro divisores,
1,k,2"t1 — 1, m, asociados a esta descomposicién de m son incompatibles con
la condicién o(m) = k2" por una simple cuestién de tamafio (véase en [Di]
una simplificacion).

Hay una pregunta natural, y mas todavia a la luz del resultado de Euler:
jexisten los nimeros perfectos impares? Hasta la fecha el problema esta abier-
to. Euler juzgd en [E798] el problema como ‘muy dificil’, también limité las
posibilidades para la factorizacién de estos hipotéticos niimeros en la linea de
un resultado conjeturado por R. Descartes [To|. Actualmente la combinacién
de trabajo computacional y tedrico permite asegurar que si existieran niimeros
perfectos impares, el primero de ellos serfa gigantesco (al menos varios cientos
de cifras).

Las ecuaciones " = 1 (mod n) que guiaron una buena parte de las inves-
tigaciones de Euler en divisibilidad estan intimamente ligadas a la estructura
del grupo multiplicativo Z} y a pesar de que Euler no alcanzé la precision
de Gauss en el andlisis de estos grupos cuando todavia no existia la teoria de
grupos, llegb a probar (empleando el trabajo de Lagrange) que Z,, es ciclico,

es decir, la existencia de raices primitivas (véase en Art. 56 de [Ga] la opinién
de Gauss). El tema a pesar de ser cldsico, no estd acabado en la actualidad y
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hay una conjetura de Artin que implica que cada a € Z — {—1, cuadrados} es
generador de infinitos Z;. Un resultado de D.R. Heath-Brown [HeBr| estd in-
creiblemente cerca de probar la conjetura. El caso a = 10 estd relacionado con
la aritmética elemental: Si n no es divisible por 2 ni por 5 es bien conocido que
1/n tiene un desarrollo decimal periédico puro. Con la congruencia de Euler-
Fermat se puede probar que la longitud del periodo es a lo mas n — 1 y que si
se alcanza, n es primo (por ejemplo esto ocurre paran =7y n = 17). La con-
jetura de Artin implicaria que hay infinitos de esos primos y que incluso tienen
cierta densidad. Como pasatiempo para el lector se deja la justificacion de que
siempre para estos primos la segunda parte del periodo es el complemento a 9
de la primera parte:

1 o 1
— = (/142857 ... == 0'058823529411764T . ..
857 94117647
999 99999999

3 . ECUACIONES DIOFANTICAS

Como indica la cita mencionada en la seccion introductoria, Euler extiende
en [EuAl] la resolucién de ecuaciones algebraicas al caso en que las soluciones
estdn en Z o Q, por ello considera alli muchos tipos de ecuaciones diofanticas.

Hoy en dia podemos hacer una divisién en grandes bloques. Una buena
parte de los problemas que traté corresponde, en el lenguaje actual, a encontrar
puntos racionales en curvas proyectivas sobre Q. El caso de grado 2 es de género
0, lo que significa que (dando por supuesto que hay un punto racional) existe
una parametrizacién racional. Por ejemplo

2 -1 2t

2 2
=1 L - _
Ty . 241’ y t2+1

(1)

lo que permite hallar todas las soluciones racionales de 22 4+ y? = 1 (el punto
(1,0) se obtiene con t = oo). El caso de grado 3 tiene tipicamente género 1,
es decir, es una curva eliptica (suponiendo de nuevo un punto racional). No
se puede parametrizar pero el hecho de que sea isomorfa a su jacobiana se
traduce en que hay una ley de grupo que permite operar los puntos racionales
(un hecho anticipado por Fermat), en palabras de Euler:

[...] sélo podemos dar reglas para aquellos casos en los cuales par-
tamos de una solucién conocida para encontrar otra nueva, por
medio de la cual podemos entonces encontrar una tercera y proce-
der sucesivamente de la misma forma con las otras.

Para géneros superiores D. Mumford probé en 1965 [Mu] que los puntos
racionales deben estar muy espaciados y finalmente G. Faltings [Fa] en 1983
demostro la conjetura de Mordell: que son un numero finito.
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Deshomogeneizando, los puntos racionales en las curvas de grado 2 o 3
como antes, estan asociados a la representacion de 0 por formas cuadraticas
o cibicas ternarias. Por ejemplo, la parametrizaciéon (1) da lugar a la bien
conocida férmula para las ternas pitagéricas (coprimas) x2 + y? = 22

x:m2—n2, Yy = 2mn, z=m?+n?
Sin embargo si queremos hallar puntos enteros en curvas entramos en terrenos
bien distintos: en el caso cuadratico se tiene la teoria de formas cuadraticas, que
trataremos mas adelante, y el caso de curvas elipticas y de géneros superiores
esté relacionado con temas de aproximacion diofantica. Un teorema de C.L.
Siegel de 1929 [Si] que afirma que sélo puede haber un nimero finito de tales
puntos. Este resultado no es efectivo, no ofrece ningin algoritmo para hallarlos
ni para decidir si hay alguno. Euler se refiere a esta dificultad en el caso eliptico:

Busquemos entonces transformar la férmula a + bz + cx? + da® en
un cuadrado y hallar los valores de x con este propdsito expresa-
dos como numeros racionales. Como esta investigacién cuenta con
muchas mas dificultades que cualquiera de los casos precedentes,
se requieren més artificios para encontrar incluso valores fracciona-
rios y con ello estaremos satisfechos, sin pretender averiguar valores
enteros.

En vez de enumerar las ecuaciones diofanticas de las que se ocup6 Euler,
reservaremos la préxima seccién para las formas cuadraticas binarias y nos
centraremos aqui en una de ellas de especial relevancia: el caso n = 3 del
dltimo teorema de Fermat.

Evidentemente, el tultimo teorema de
Fermat no necesita presentacion, siendo uno
de los problemas matemédticos més difundi-
dos en los tdltimos afios debido a su curioso
origen y a su reciente solucién. Verdadera-
mente es una cita casi obligada para cual-
quier texto de divulgacion matemética. Co-
mo sintesis brevisima de su historia (véase
en [To|, y con mayor extensién en [He], una
discusién que abarca hasta nuestros dias) re-
cordemos que proviene de una anotacion de
Fermat (alrededor de 1630) en la que afirma-
ba que para cada n > 2 la ecuacion P.G.L. Dirichlet

2" 4yt =2 )

no tiene soluciones no triviales (xyz # 0) en enteros. El propio Fermat probé el
caso n = 4y, sin olvidar la contribuciéon de S. Germain, el mayor avance ge-
neral hasta el siglo XX lo hizo E. Kummer en 1847 [Ed] creando la teoria
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de ideales; ya en 1983 la prueba de la conjetura de Mordell por Faltings [Fa]
permitié concluir (mediante técnicas de geometria aritmética en variedades
abelianas) que para cada n sélo puede haber un nimero finito de soluciones
(primitivas) de (2); un resultado poco divulgado de L.M. Adleman y Heath-
Brown [AdHB], basado en un trabajo anterior de E. Fouvry, implica que para
infinitos exponentes no hay solucién en el llamado primer caso; finalmente
A. Wiles dio la prueba definitiva [Wi] estableciendo una sorprendente rela-
cién, conjeturada anos atras, entre la teoria de curvas elipticas y la de formas
modulares (mucho més importante que el ultimo teorema de Fermat en si, que
en gran medida es un resultado anecddtico catapultado por su valor histérico).

Euler prob6 de nuevo el caso n = 4 y su contribucién original fue el
caso n = 3. Su demostracién tiene una laguna sutil, que también aparece
ocasionalmente cuando estudia formas cuadraticas, pero que él podria haber
completado (por ello pricticamente nunca se le deja de atribuir este caso
del ultimo teorema de Fermat). La prueba y la propia laguna tienen gran
interés para la posterior evolucién de la teoria algebraica de ntmeros, por
ello respetaremos con cierta fidelidad los pasos principales dados por Euler tal
como aparecen en el capitulo XV de [EuAll.

En la Cuestiéon 1, plantea el problema: «Se requiere encontrar dos cubos,
x3 e y3, cuya suma sea un cubo». En primer lugar Euler intenta sin éxito
una especie de parametrizacién de la curva eliptica 2® + 1 = 3® obtenida al
deshomogeneizar (2) para n = 3 y como no puede hacerlo escribe: «por tanto
podemos inferir, con cierto grado de certeza, que es imposible encontrar dos
cubos cuya suma sea un cubo. Pero estaremos totalmente convencidos con
la siguiente demostracién». Ciertamente este comentario y el analisis que no
conduce a la solucién dificilmente aparecerian en un texto de matematicas
actual pero son indudablemente ilustrativos y didacticos.

La demostracion a la que se refiere trata de proceder como en el método del
descenso de Fermat: se parte de una hipotética solucién no trivial de z3 +y3 =
23 y se construye a partir de ella otra ‘menor’, como el proceso no se puede
continuar indefinidamente, se llega a una contradiccién. Lo primero que hace
Euler es escribir x = p+¢q, y =p — ¢, con 4|p y p y ¢q coprimos. Este cambio
de variable viene motivado por la factorizacién de 23 + 4> y con él la ecuacién
se transforma en

2p- (p° +3¢%) = 2°.

Suponiendo 3 1 p (el caso 3|p se trata aparte) se puede demostrar que 2p y
p? + 3¢? son coprimos. Por razones poco claras, Euler divide ambos miembros
por 8 (esto es irrelevante) y hace la afirmacién absolutamente irreprochable:

Para que el producto p/4 - (p> + 3¢?) pueda ser un cubo, cada uno
de estos factores, a no ser que tenga un factor comiin, deben ser
un cubo cada uno.

La genialidad de Euler es descomponer p?+3¢? como (p+qv/—3)(p—gv/—3), un
truco que empled en otros contextos, por supuesto los factores no son ntimeros
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enteros, ni siquiera reales pero, y aqui estd la laguna, Euler con visién profética
aplica la observacién anterior:

Para que p? + 3¢® sea un cubo, sélo tenemos que suponer, como
hemos visto antes p & ¢v/—3 = (t + uy/—3)3.

Con esta relacion se puede concluir:
2p = 2t(t + 3u)(t — 3u)

pero como 2p es un cubo y se puede probar que los factores son coprimos,
tendremos 2t = h3, t +3u = f3, t —3u = ¢ y esto da lugar a la nueva
solucién h3 = f3 + g% y se puede probar que es mds pequeia que la inicial
(intuitivamente, ¢ y u son como raices ciibicas de p).

El paso sospechoso en el argumento de Euler esta relacionada con la fac-
torizacién unica en anillos de enteros algebraicos (véase la siguiente seccién)
v lo que la salva es que Z[(1 + /=3)/2] es de factorizacién tnica. Esta no-
menclatura y esta orientaciéon quedan lejos de las Matematicas del siglo XVIII
pero con un lenguaje diferente se puede llegar al resultado es asequible con los
métodos de Euler (de hecho esta muy relacionado con [E272]).

4 . FORMAS CUADRATICAS

Dentro de las formas cuadraticas binarias, Fuler se preocupé especialmen-
te por 22+ ny?, las que hoy llamariamos del género principal. Leyendo [EuAl]
no es dificil imaginar el motivo para tal restriccién: completando cuadrados
ax? + bxy + cy? se escribe como ax? + By? y multiplicando por « o por 3 un
nuevo cambio de variable lleva a 22 + ny?. Por supuesto que estos cambios no
son invertibles en los enteros y esta simplificacién se pierde gran parte de la
teoria de formas cuadraticas, pero todavia alberga una riqueza inusitada.

El tipo de problemas de los que ocupd Euler a este respecto contintian los
intereses de Fermat y esencialmente se centran en la representacion de enteros
por z2 + ny? y sobre todo en las propiedades de divisibilidad de los ntimeros
representados. No es dificil imaginar a Fermat y a Euler jugando con estos
problemas de sencillo enunciado, ficiles de contrastar experimentalmente y
que escapaban a veces a sus geniales habilidades.

Por comenzar con uno de los ejemplos més sencillos que ambos supieron
abordar, al factorizar los ntimeros de la forma 22 + y? con x e y coprimos
resulta que siempre se obtienen primos de la forma p = 4n + 1 o p = 2, por
ejemplo 82 +12=5-13, 142 +52 =13 -17, 12+ 72 = 2. 52

De ello se puede deducir el hecho nada trivial de que hay infinitos primos
de la forma 4n + 1 porque dados p1,...,pg de este tipo, los factores primos
de (2p1pa ... px)? + 12 afiaden elementos nuevos a la lista. Ademéds, un primo
impar se puede escribir como suma de dos cuadrados si y sélo si es de la forma
4dn + 1 [E228].
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Otras propiedades similares y mas complejas se observan en otras formas
cuadréticas del mismo tipo, por ejemplo los nimeros z2 + 5y con z e y copri-
mos s6lo pueden tener como factores primos p = 2, p = 5 o en alguna de las
cuatro progresiones artiméticas 20n + 1, 20n + 3, 20n + 7, 20n + 9 (Teorema
10 de [E164]) pero un primo (p # 2,5) se puede escribir como 22 + 5y? si y
sOlo si pertenece a la primera o a la ultima progresién. Aunque este enunciado
involucre solo las operaciones de la aritmética elemental, de ninguna manera
es sencillo.

Euler hace de [E164] una declaracién de intenciones para sus investiga-
ciones futuras recopilando una lista de hasta 59 «teoremas» experimentales
(en una carta a Goldbach reconocié que no tenfa las pruebas) y diversos co-
mentarios al respecto. Alli estd por ejemplo una forma parcial de la ley de
reciprocidad cuadrdtica, el enunciado completo aparece en [E552] (véase el co-
mentario en [Le]), esta ley es uno de los resultados mds notables de la teorfa de
nuameros. Para enunciarla en su forma actual es conveniente definir el simbolo
de Legendre para cada p primoy pt N

(N) B {1 si 22 = N (mod p) tiene solucién

p —1 si 2?2 = N (mod p) no tiene solucién
En el primer caso se dice que N es un residuo cuadrdtico médulo p. La ley
de reciprocidad cuadratica afirma que si p y ¢ son primos impares distintos

entonces
(p> (q) = (—1)P~D(e-D/4
q p

y se completa con las leyes suplementarias

(‘pl):(_l)(pn/z v (;)Z(_l)@?n/&

Esto es totalmente inesperado y ademas profundo. Hubo que esperar muchos
anos hasta que Gauss diera una prueba.

Para ilustrar la aplicacién de la ley de reciprocidad cuadrética mediante
un ejemplo, consideremos la afirmacién de Euler en el Teorema 10 de [E164],
que ya hemos citado antes, diciendo que los divisores primos de 22 + 532 (con
x e y coprimos) estan en las progresiones 20n + 1, 20n + 3, 20n + 7, 20n + 9,
aparte de los casos p = 2 y p = 5. En notacién moderna lo que se requiere
es 22 + 5y?> = 0 (mod p). Multiplicando por el inverso de y? médulo p, se
tiene 22 4+5 = 0 (mod p), es decir, que —5 es un residuo cuadratico médulo p.
Como Euler sabia, el simbolo de Legendre es multiplicativo, con ello y la ley
de reciprocidad cuadratica tenemos que

(-G -
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Requiere un breve calculo comprobar que los tinicos residuos cuadraticos modu-
lo 5 son los elementos de las clases de 1 y —1 (son congruentes a 12 y a 22),
por consiguiente p debe cumplir o bien (=1)?~1/2 =1y p = 41 (mod 5), o
bien (—1)P~1/2 = —1 y p # £1 (mod 5), lo cual da lugar a las progresiones
de la afirmacién de Euler.

Una vez que uno conoce que Z, es ciclico, se deduce que los elementos de

orden par son justamente las soluciones de z®~1/2 = 1 en este grupo. Con
ello se llega al conocido criterio de Fuler que en notacién moderna se escribe

N
(p) = N-1)/2 para p primo impar p{ N.

Nétese que la primera de las leyes suplementarias es consecuencia inmediata.

Los problemas de representacion por formas cuadraticas son mas comple-

jos que los de divisibilidad. Euler tuvo éxito en los casos 2% + y2, 22 + 2% y

x? + 312, y curiosamente se acercé a otros con un propésito que podria decirse

computacional, en relacién con algoritmos de primalidad. Antes de entrar en
ello, veamos un escollo delicado incluso en un ejemplo sencillo.

La ecuacién 22 + 32 = 13 tiene una tnica

solucién en enteros, 32 + 22, salvo las simetrias

. de la ecuacién (x — =z, y — Ly, x < y).
b Podriamos explicar esto en la linea del punto
- J sospechoso de la prueba de Euler del ultimo

teorema de Fermat para n = 3, diciendo que
13 = (3 + 2i)(3 — 2i) y que (salvo signos) sélo
hay una forma de escribir esto como (z+iy)(z—
iy) que conduce a la solucién z + iy = 3 +
2i. Aqui 3 £ 2i son «primos» en el sentido de
que no se pueden descomponer de manera no
trivial como (a 4 bi)(c + di). Si tratamos de
aplicar el mismo razonamiento a z2 + 5y = 21
tenemos que 21 = (1 + 2v/=5)(1 — 2y/=5) con
1 4 2y/—5 «primos» en el sentido anterior, sin embargo ademas de la solucién
12 + 522 = 21 se tiene otra, 4> + 5 - 12 = 21, que no tiene nada que ver con
esta descomposicién. La razén de este comportamiento peculiar es que en la
segunda ecuacién la factorizacion en «primos» no es unica, por ejemplo 3-7 =
(1+2v/=5)(1 —2y/=5) y jtodos los factores son irreducibles! Con un lenguaje
actual, lo que ocurre es que Z[i] es un dominio de factorizacién tnica y Z[v/—5]
no lo es. La teoria de ideales nos permite reestablecer la analogia definiendo
ntumeros literalmente ideales que expresan por ejemplo lo que tienen en comin
3y 1+2y/=50 7y 1%2y/-5 para dar una descomposicién més fina que
siempre es tnica. El paso de los ntimeros «ideales» a los «reales» esta regulado
por cierto grupo abeliano finito, el grupo de clases, cuyos elementos estan
asociados a clases de formas cuadraticas y cuyo orden se expresa en términos

E. Kummer
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de los caracteres reales de cierto Z; a través de la formula del nimero de clases
probada por P.G.L. Dirichlet.

La limitacién en el tipo de formas cuadraticas que consideraba Euler y los
margenes de las Matematicas de su tiempo dejaron fuera de su alcance toda la
extension del problema de representacion. Sin embargo hay un tema de pro-
fundidad notoria en lo que se llama, siguiendo a Euler, nimeros convenientes
o numeros idoneos. El punto de partida es que un niimero N = 4n+1 es primo
si y sélo si se puede escribir de forma (esencialmente) tinica como N = 22 42,
esto conduce a un algoritmo efectivo de primalidad y de factorizacién. Euler
estudi6 los valores de n para los cuales na? + y? tiene una propiedad similar
[E498], textualmente:

Todos los ntmeros contenidos de una sola forma en z? + y? son
primos o dobles de primos donde x e y son primos entre si. He ob-
servado que otras expresiones similares de la forma nz? 4+ y? gozan
de la misma propiedad dando a la letra n valores convenientes.

(En realidad hay que leer entre lineas para tener una definicién coherente
[We]). Euler obtuvo un criterio para detectarlos (véase en [Ed] la curiosa his-
toria de su prueba) y dio una tabla de 65 de tales niimeros que empleé efecti-
vamente para fabricar algunos primos grandes. Hoy en dia podemos traducir
todo esto en términos de propiedades del grupo de clases (los nimeros conve-
nientes ocurren si cada género sélo tiene una clase) [Co]. Ademés W.E. Briggs
y S. Chowla [BrCh] probaron en 1954 que en la tabla de Euler falta a lo més
un nimero y que si tal nimero existiera deberia tener al menos varias decenas
de cifras.

Respecto a las formas cuadraticas binarias indeterminadas, el interés de
Euler por la ecuacién de Pell se manifiesta en varios de sus trabajos [E29],
[E279], [E323], [EuAl], etc. Uno de los més relevantes es [E323] donde aparece
la solucién en términos de fracciones continuas. Con la notacién actual, los
coeficientes de la fraccién continua de x son a, = [z,] con g = & y Tp41 =
(zn — [1,])”". Para v/N la sucesién de coeficientes es periédica. A partir de
los coeficientes se construyen las convergentes p,/q, con p, y ¢, definidos
recurrentemente por pn, = anpn—1 + Pn—2, P-1 = 1, Po = @0, Y Gn = AnGn-1 +
Gn—2, g—1 = 0, go = 1. La menor solucién en enteros positivos de la ecuacion
2?2 — Ny? =1 es (2,9) = (Pngy, qn,) donde ng tiene que ver con el periodo de
los a,, (no + 1 es el periodo o su doble). Por ejemplo, para N = 13 la sucesién
{an} es 3,1,1,1,1,6,1,1,1,1,6,... que lleva a la solucién (z,y) = (p9,q9) =
(649,180) de 2% — 13y2 = 1.

Antes de concluir esta seccién es justo mencionar que los intereses de
Euler se extendieron también a algunas formas cuadraticas no binarias por
ejemplo a través de la fascinacion por la conjetura de Fermat de que todo
numero se puede representar como suma de tres numeros triangulares (los
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de la forma n(n + 1)/2) y como suma de cuatro cuadrados. Lo primero fue
probado por Gauss y lo segundo por Lagrange (con una enorme simplificacién
inmediatamente posterior de Euler [Di]).

5. LOS ALBORES DE LA TEORIA ANALITICA DE NUMEROS

Euler, de quien F. Arago dijo «podria haber sido llamado, casi sin metafora
y ciertamente sin hipérbole, la encarnacion del analisis», conjugd su genialidad
en analisis y en teoria de niimeros para dar los primeros pasos en lo que més
tarde se llamaria teoria analitica de niimeros, una disciplina cuyo nacimiento
en toda regla se suele fechar en 1837 con un famoso trabajo de Dirichlet.

En 1737, en la segunda parte de [E72] Euler establece la férmula

......... R T R 3
2 4 p—1 172 3 15" )

2 3 5 D 1 1 1 1 1

1
donde p recorre los primos. Ciertamente esta igualdad desazona al lector actual
porque la serie del segundo miembro es divergente. Para nuestra tranquilidad
poco después escribe una identidad que utilizando la notacién de Riemann

C(s) =2 pzyn " es
¢s)=[[a-»" (4)

p

Esto es lo que se llama producto de Euler para ((s) o identidad de Euler (pero
hay tantas identidades de Euler...), formalmente (3) es el caso s = 1 de (4).
La demostracion es elemental e ingeniosa: ((s)(1—27%) = (2(s) donde (2(s) es
como ((s) pero restringiendo la sumacién a los impares, es decir, a med(n, 2) =
1. De la misma forma ((s)(1 —27°)(1 —37%) = (a(s) —37Ca(s) = (6(s) donde
la sumacién en (g(s) se restinge a los n con med(n, 6) = 1. Iterando se deduce,
para s > 1, que ((s)(1—27%)(1-379)...(1—p~ %) — 1 cuando p — oo porque
1 es el tinico nimero natural que no es divisible por ningin primo.

JPor qué (4) es algo méas que una identidad curiosa? ;qué la diferencia
por ejemplo de 7 = 4572 (—1)k¥T1/(2k — 1)? Para responder es pertinente
usar las palabras de Hardy cuando en §11 [Ha| justifica la seriedad y belle-
za de los teoremas matematicos: «Se puede decir aproximadamente que una
idea matematica es ‘significante’ si se puede conectar, de manera natural y
esclarecedora, con un gran complejo de otras ideas matemaéticas». Desde luego
que conectar 7 con los inversos de los impares es inesperado y se puede utili-
zar para deducir otros resultados pero esta conexion es débil en comparacion
con la que expresa la identidad de Euler (4): en un lado tenemos los primos
(aparentemente cadticos) y en el otro los naturales (el prototipo de orden), y
ademas hay una variable que se puede acercar a voluntad a la singularidad
para dar mayor importancia a los términos lejanos de la series. Con ello se
crea una relacién bésica entre la aritmética y el andlisis.
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El primer uso que dio Euler a (4) es una prueba de la infinitud de los
primos. Hoy en dfa tomarfamos s — 17 en (4) pero cualquiera que haya
disfrutado de la lectura de [Euln] sabrd que Euler no se arredraba ante los
infinitos y trabajé directamente con (3), como el segundo miembro es oo el
primero debe serlo y por tanto no puede haber un ndmero finito de primos.
i, Qué pensaria Euclides de esta prueba? En realidad Euler establece su resulta-
do de una forma més (;0 menos?) precisa y afirma que [J(1 —p~!)~! = log co
donde «log 0o es el minimo entre todas las potencias de infinito».

Otra conclusién que extrajo es que «Los primos son infinitamente mas
numerosos que los cuadrados» porque [J(1—n~2)~! = 2. Si los primos crecieran
tan deprisa o mas que los cuadrados, deberfamos tener oo = ((1) < 2. Con
la 16gica aplastante de logoo < oo y [[(1 —n~ 1)~ = oo, concluye también
que «Los primos son infinitamente menos numerosos que los naturales». Hoy
en dia probarfamos que [J(1 —n~!)~1/¢(s) — oo cuando s — 1%,

El resultado mas importante que alcanzo en esta linea es que la suma de los
inversos de los primos diverge aunque muy lentamente, para él la suma es sélo
de tamano loglogoo (véase en [Du] una prueba completamente satisfactoria
para el lector moderno).

La importante conclusién de todo esto es que gracias a (4) se puede esta-
blecer una relacién entre el crecimiento de los primos y el comportamiento de
una funcién, ¢(s). Euler también construyé variantes de los argumentos ante-
riores para tratar primos en algunas progresiones aritméticas, especialmente
los de la forma 4n + 1, pero hasta Dirichlet no se pudieron integrar dentro de
un mismo marco para probar un resultado general.

El tema de la distribucién de los primos permanecié durante todo el siglo
XIX y cabe citar los resultado de Chebychev [Sm] (quien por cierto participé en
la edicién en 1849 de los trabajos de Euler sobre teoria de niimeros) que se
acercaban al teorema de los nimeros primos que Gauss habia conjeturado tras
unos extensos calculos en la forma:

Todt
wo)~ [ conm(o) = #{p <a) o)
De hecho numéricamente esta aproximacién tiene un error relativo notable-
mente pequeno.

El gran salto vino con Riemann que en su celebérrima y brevisima memoria
de 1859 (véase [?] p. 79-86) ‘despejé’ m(z) de (4) en términos de los ceros de
la extensién meromorfa de ((s) al plano complejo. Es més sencillo escribir el
resultado poniendo algunos pesos al contar los primos:

Zlogp:x—@— >

e ) < p

donde p recorre los ceros de (la extensién meromorfa de) ¢ y por razones
técnicas x ¢ Z. Esta férmula no se puede aprovechar si no tenemos cierto
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control sobre p y sobre la convergencia de la serie, sobre cuando la podemos
truncar. Este es un tema delicado que Riemann no traté por completo por ello
la prueba de (5), en una forma un poco més precisa no llegé hasta 1896 con
los trabajos independientes de Hadamard y de la Vallée Poussin.

Cuanto menor sea Rp, menor es la con-
tribucién de la serie infinita anterior para x
grande, lo que se traduce en un menor error
en (5). Se sabe por cierta ecuacién funcional
(también relacionada con el trabajo de Eu-
ler) que si p es un cero con Rp > 0, entonces
1—p también lo es, por consiguiente la mejor
situacion se darfa bajo la llamada Hipdtesis
de Riemann: Todos los ceros p en Rp > 0
satisfacen Rp = 1/2. Este antiguo e impor-
tante problema permanece abierto. En caso
de que la afirmacion fuera correcta, se podria
deducir

vodt B. Ri
m(x) ~ / Ton? + O(v/zlogz). Riemann
5 logt

La relacién analitico-aritmética funciona en

los dos sentidos: la férmula anterior es cierta si y sélo si se cumple la hipétesis
de Riemann. Es decir, conocer la distribucién de los primos equivale a saber
si los ceros de cierta funcién meromorfa estan en fila india. Una relacién que,
con toda seguridad, hubiera hecho las delicias de Euler.
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