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EVOLUCIO DELS FONAMENTS DE
LA MATEMATICA I RELACIONS AMB LA FiSICA*

Excm. i Magfc. Sr. Rector, professors, alumnes, senyores i
Senyors.

El tema d’aquesta llig6 ha resultat de conjuminar dos fac-
tors: d’una part, que hi tingui certa competencia, de manera
que hi pugui dir quelcom que no sigui banal i sigui original, i
d’altra banda, que el puguin trobar interessant un bon nom-
bre d’universitaris. En concret, tractaré dels fonaments de la
matematica i ho faré, naturalment, des d’una perspectiva de
matematic. Dintre d’aquesta, apel-laré a la historia de las ma-
tematiques i de la filosofia de la ciéncia. També tindré parti-
cularment presents les relacions de la matematica amb la
fisica, com a ciéncia paradigmatica de les ciéncies de la na-
tura.

Dividiré ’exposicié en tres parts. La primera versara sobre
el naixement de la matematica moderna i de la filosofia de la
ciéncia durant els segles VI-IV aC a Grecia. La segona part,
més breu, tractara de la creacid de les geometries no eucli-
dianes, com una de les causes més influents en I’evolucié
dels fonaments de la matematica. La tercera i ultima part
estara dedicada a algunes consideracions sobre la situacio
actual.

* En virtut de causes poc previsibles soc el primer professor emeérit d’a-
questa Universitat. Aquesta és la raé per la qual el Sr. Rector i el seu equip
m’han fet ’honros encarrec de pronunciar aquesta llic6 inaugural.




1. Els Elements d’Euclides

S’accepta en general que el naixement de les matematiques
modernes té lloc a Grécia, i més concretament a Jonia, amb
Tales de Milet (625-545), i al sud d’Italia amb Pitagores
(segle VI aC). Per altra part, no hi ha dubte que el text Ele-
ments d’Euclides (aprox. 300 aC), I’obra cientifica més impor-
tant que jamai s’hagi escrit, és una obra magnifica de mate-
matiques modernes. Aquests dos fets son els que m’han de-
terminat a elegir aquest periode de tres segles per veure com
es planteja la concepcié de les matematiques, i en particular
com es relacionen amb la fisica.

No és que abans dels grecs no hi hagués hagut matemati-
ques profundes i bones. Nasqueren probablement a Egipte i
a Babilonia, de les necessitats d’un calendari i de I’agricultura;
perd gairebé segur que hi hagué també matematics abans
dels grecs, que les cultivaren i trobaren resultats, motivats
exclusivament per la curiositat. Pensem, per exemple, que
els babilonis coneixien un sistema de numeracié posicional i.
de base seixanta, unes formules aritmeétiques ben sofisticades
en el calcul d’arees i volums i, sobretot, una técnica de reso-
luci6 de I’equacié de segon grau amb una possibilitat tan
gran com es desitgés d’aproximar les solucions.

Pero Doriginalitat dels problemes geomeétrics que es planteja
Tales, de les especulacions numeériques dels pitagorics, i so-
bretot la profunditat de I’analisi filosofica i epistemologica
que en sorgeix, potser com a conseqiiéncia de la crisi provo-
cada per la descoberta dels incommensurables, fins a reeixir
a construir un sistema axiomatic genétic de geometria que ha
perdurat més de dos mil anys, justifiquen amplament ’eleccié
del segle VI aC com el de la naixenga de les matematiques ac-
tuals.

Els Elements d’Euclides son una acurada exposicid de tota
la tasca realitzada i acumulada durant els segles VI-IV aC.




Conseqlientment, en aquesta primera part tractaré primer
del naixement de les matematiques modernes fins a Euclides,
exclustvament. Després faré un estudi dels Elements, fixant-
me en particular en la seva epistemologia. Finalment, del
que hagi dit anteriorment en trauré unes conseqii€éncies
sobre la naturalesa de les matematiques d’aquest periode i so-
bre les seves relacions amb la fisica.

1.1. Els «teoremes» matematics més antics que coneixem
son deguts a Tales i, exceptuant petites variants, son els se-
giients:

a) Tot diametre d’un cercle el divideix en dues parts
iguals.

b) Els angles oposats pel vertex son iguals.

¢) Tot angle inscrit en un cercle i que subtendeix un dia-
metre d’aquest és recte.

d) Els angles a la base d’un triangle isosceles son iguals!.

No sabem com els va demostrar, excepte I’Gltim, la de-
mostracié del qual és molt probable que sigui la suggerida
per Aristotil2. Es una demostracié curta que es fonamenta en
un axioma comu i en 'evidéncia de dues premisses.

Entre les multiples preguntes que suggereixen aquests teo-
remes, n’hi ha dues d’especialment importants i, per altra
banda, forga obvies.

La primera és: écom fou que Tales i Pitagores arribaren a
plantejar-se tal tipus de qiiestions, segons sembla absoluta-
ment per primera vegada en la historia?

La segona és: équé entenem per demostracio?

M. Martinez Pérez intenta contestar ambdues preguntes.
Pel que toca a la primera assenyala una crisi de creences i la
subsegiient motivacié per a una recerca de veritats «demos-
trades». Quant a qué entenien per «demostracio», assenyala,
seguint el filoleg A. Szabo, que el seu «significat arcaic era el
de “mostrar”, “fer veure”, no d’una manera intel-lectual i




abstracta, sind6 amb els ulls, “fer concretament visuali-
zable™». '

Obviament, el concepte de demostracié ira evolucionant
des de Tales fins a Euclides, pero sembla que des del primer
moment hi trobem el constituent més caracteristic, que és el
d’una série concatenada de raonaments, de manera que cada
nova proposicié que s’afegeixi a la série sigui evidentment
certa. També el contingut de aritmetica i de la geometria ira
augmentant, i atenyera resultats molt interessants, com els
relatius a nombres primers, a la quadratura de les ldnules
d’Hipocrates i al teorema de Pitagores, per exemple. Al vol-
tant del 430 aC, Hipocrates de Quios escrigué el primer text
d’Elements de Geometria, que desgraciadament no ha arribat
fins a nosaltres.

Una sacsejada important en aquesta evolucié fou la pro-
duida probablement pel pitagoric Hipasos de Metapont
(finals del segle V aC) amb el descobriment de segments in-
commensurables, com de la diagonal del pentagon regular
respecte del seu costat, o de la diagonal del quadrat respecte
del seu; és a dir, la impossibilitat que diagonal i costat respec-
tiu puguin tenir una mesura comuna ni que sigui molt petita.
Aquest resultat, extraordinari de debod i que creava serioses
dificultats als pitagorics, hagué de contribuir poderosament a
una desconfianga de la intuicid geomeétrica i a un refinament
del metode matematic.

Abans d’entrar en I'estudi dels Elements d’Euclides, men-
cionem que després d’Hipocrates hi hagué encara dos mate-
matics més, Leont (segle 1Iv aC) i Teudi de Magnésia
(membre de 1’Académia de Platd), que escrigueren sengles
Elements de geometria. Desgraciadament, aquests textos
tampoc s’han conservat. L’ultim mencionat, el de Teudi, fou
probablement com un llibre de text dintre de ’Académia, i
sembla que va servir a Euclides com a punt de partida dels
seus famosos Elements.




1.2. Exposaré primer, i necessariament amb molta brevetat,
el contingut dels Elements; i després, més detingudament,
analitzaré la seva epistemologia.

1.21. Els Elements sén una obra que consta de 13 llibres
que es poden agrupar, pel que toca a la seva tematica, en
tres grups:

El primer el formen els Llibres I, III, IV, XI, XII i XIII, i trac-
ten de geometria. Els tres primers i part del XII son de geo-
metria plana, i la resta de geometria de I’espai.

El segon grup conté I’Aritmetica, i estd format pels llibres
VII, VIII i IX.

b a
TEOREMA DE PITAGORES

Finalment, els quatre llibres restants —II, V, VI i X— son
d’allo que avui en diriem algebra.

Cada un d’aquests grups té el seu conjunt propi de defini-
cions i un contingut substancialment lineal i progressiu de
proposicions amb sengles demostracions, de forma que cada
grup resulta dotat d’'una gran unitat.




Des del punt de vista historic, els quatre primers, I-IV, sOn
deguts principalment als pitagorics, i sembla que hi ha una
important contribucié d’Hipocrates en els llibres M1 i IV, dedi-
cats al cercle. Els v i VI son deguts a Eudox (segle 1v aC).
Els d’aritmética, VIIIX, son també dels pitagorics. Els X i X1II
son de Tectet (mort el 368). L'XT és obra de I’Escola jonica i
el XII té& diversos precursors, pero el métode d’exhaustio és
d’Eudox.

Els Elements contenen un total de 131 definicions ben dis-
tribuides, generalment al comengament de cada llibre o de
cada grup, cinc postulats i cinc axiomes, i un total de 465
proposicions rigorosament demostrades.

Naturalment, no entraré en detalls sobre el contingut
d’aquestes 465 proposicions, que avui en diriem teoremes?.
Com a aconseguiments més impressionants es poden citar: la
consecucid per Eudox d’una estructura de magnituds que
resol la crisis plantejada pel descobriment de segments incom-
mensurables; la resolucio exacta de I’equacid de segon grau;
el metode d’exhaustio i la construcci6 dels poliedres regulars.
Crida l'atenci6 el fet que, endemés de la regla per tragar
rectes que passin per dos punts donats i per prolongar rectes
donades, s’admeti també emprar el compas, perd en canvi
s’exclogui emprar la regla per resoldre el problema de trobar
la inclinaci6 (vevots) que ha de tenir una recta perque passi
per un punt donat i perqué el segment de la recta intercep-
tat per dues linies corbes donades (per exemple, una recta i
una circumferéncia) tingui una longitud donada. L’operacio
era la de fixar un punt de la regla en el punt donat i després
fer-la girar fins a trobar la inclinacid que oferis la solucié del
problema®. Aquest maneig de la regla sembla que és emprat
per Hipocrates®, perd és exclos en els Elements. A part de
raons de simplicitat i de simetria, i que recta i cercle repre-
sentessin trajectories naturals, podria ser que una rad més
profunda per excloure la construccié d’inclinacions fos que el
cercle permetia de resoldre exactament ’equacié de segon
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grau, objectiu extraordinari en la linia de la recerca babildnica
i que aconseguia una bella i rodona complecié d’un problema
historic; en canvi, ’admissié de la vevots no donava lloc a
unes conclusions parangonables.

1.22. L’epistemologia dels Elements ve donada pel tipus de
demostracio que es fa de cada proposicio i per la naturalesa
de les definicions, postulats i axiomes que s’hi empren.

1.221. El tipus de demostraci6 és perfecte. Cada proposicio
comenga amb un enunciat, en el qual s’expliciten suficient-
ment les dades, i s’estableix un resultat que s’ha de demos-
trar. A continuacié de I’enunciat, i apel-lant a un dibuix o dia-
grama, que és una interpretacié o exemplificacié geomeétrica
dels conceptes, funcions i relacions de ’enunciat, es repeteix
el contingut d’aquest. A continuacié es fa la demostracio,
apel-lant al diagrama en el qual també s’han dibuixat o
construit les linies auxiliars que representen els conceptes,
funcions i relacions pertinents a la demostracié. La demostra-
cid és un raonament estrictament formal, per la qual cosa de-
dueix la conclusio a partir de les dades. Repetida la conclusid
de forma que coincideixi amb el resultat establert en I’enun-
ciat, es conclou generalment amb les paraules «tal com
voliem demostrar». Es important observar que en la deduccio
de la conclusi6 a partir de les dades, només es poden emprar
les definicions, els postulats, les nocions comunes i els resul-
tats de les proposicions ja demostrades, perd no es pot apel-
lar a altres propietats que potser es verifiquin en el diagrama.
Aquesta apel-lacidé incorrecta a un diagrama pot €sser molt
subtil i constitueix, per tant, un veritable perill; aquest queda
generalment compensat per la gran ajuda que el diagrama
presta a ’argumentacio.

Es obvi que amb demostracions aixi, si les premisses em-
prades son veres, la proposicié o conclusié6 ha de ser també
vera. Aquestes demostracions, tant dintre de cada proposicio
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com en el seu conjunt, satisfan evidentment, i d’'una manera
admirable, aquella caracteristica fonamental, i la més original
d’una cadena rigorosa de raonaments, que varem indicar ja
en el naixement de les matematiques amb Tales i Pitagores,
i que son la condicié més important de ’estructura de la cien-
cia.

1.222. Ja hem dit que hi ha 131 definicions al llarg de tots
els Elements. Heus-ne aqui algunes de les més importants i
significatives. Els FElements s’inicien amb el primer Llibre, el
qual comenga amb 23 definicions, de les quals les quatre pri-
meres son:

«Definicions:

1. Un punt és alldo que no té parts.

2. Una linia és una longitud sense amplada.

3. Els extrems d’una linia sén punts.

4. Una recta és una linia que jau per igual respecte de tots
els’seus punts.»

La definicio 15 és:

«Un cercle és una figura plana limitada per una linia tal
que totes les linies rectes que cauen sobre aquesta des d’un
cert punt interior a la figura son iguals entre si.»

Les dues ultimes son:

«22. De les figures quadrilateres, un quadrat és aquella
que és a I’ensems equilateral i d’angles rectes. Un rectangle
és aquella que té els angles rectes, pero no és equilateral. Un
rombe és aquella que és equilateral, perd6 no té els angles
rectes. Un rectangle és aquella que té els costats i els angles
oposats iguals entre si, perd no és ni equilateral ni d’angles
rectes. I dels altres quadrilaters en direm quadrilaters ge-
nerics.

23. Rectes paral-leles sén aquelles que, estant en un
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mateix pla, per més que es prolonguin en ambdos sentits no
es troben mai.»

Al comengament del Llibre Vv, les definicions tercera i
quarta son:

«3. Una rad és una relaci6 de mida entre dues magnituds
d’una mateixa classe.

4. Es diu que dues magnituds formen rad, quan cada una
admet un multiple que és major que l’altre.»

En el primer Llibre, després de les 23 definicions hi ha im-
mediatament els Unics cinc postulats i els unics cinc axiomes
o0 nocions comunes de tots els Elements. Son els segiients:

«Postulats

1. Es pot tragar una recta des de qualsevol punt a qualsevol
punt.

2. Una linia recta delimitada es pot prolongar continuament
restant recta.

Cinque postulat d’Euclides
geometria euclidiana.

Sia +8 < 2 rectes,
llavors ri ses tallen

3. Es pot tragar un cercle amb qualsevol centre i radi.

4. Tots els angles rectes son iguals entre si.

5. Si una secant talla dues rectes formant en un costat
angles interiors menors que dos rectes, les dues rectes pro-
longades indefinidament es tallaran en aquest mateix costat.
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»Nocions comunes.

1. Coses iguals a una tercera son també iguals entre si.

2. Si a coses iguals s’afegeixen coses iguals, els totals son
iguals.

3. Si de coses iguals se sostreuen coses iguals, les restes
son iguals.

4. Les coses que sOn congruents entre si, sén iguals.

5. El tot és major que la part.»

1.223. Per ra6 de les dificultats que presenten, examinarem
primer les nocions comunes, després els postulats i finalment
les definicions. També ens ajudara a comprendre tota aquesta
tematica tenir present la teoria de la ciéncia elaborada per
Aristotil, principalment els Analitics Posteriors. Sembla segur
que Euclides, que és de la generacio segiient a la d’Aristotil,
tingué present la teoria de la ciéncia de I’estagirita. I tant Eu-
clides com Aristotil és clar que coneixen els Elements perduts
escrits per Teudi de Magneésia. A aquests efectes, em sembla
que val la pena, malgrat que sigui una mica llarg, de repro-
duir el text més significatiu d’Aristotil, on es diu:

«§ 3. Entre els principis de qué ens servim en les ciéncies
~demostratives, uns son especials i altres sén comuns.» «Per
exemple, son principis especials les definicions de linia i de
linia recta; mentre que el principi “si de coses iguals se sos-
treuen coses iguals les restes son iguals”, és un principi
comu.»

«§ 4. També s’anomenen principis propis, P’existéncia dels
quals s’admet sense demostracid, aquelles coses en qué la
ciencia troba les propietats essencials que estudia. Aixi, I’arit-
metica admet sense demostracié les unitats, i la geometria
els punts i les linies; perqué ambdues admeten sense demos-
tracio D'existéncia i la definicid d’aquestes. Demés, respecte
de les modificacions essencials d’aquestes coses, s’admeten
també sense demostracio els noms de cada una d’elles. Per
exemple, Paritmetica admet també el sentit de les paraules
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parell o senar, quadrat, cub, etc.; i la geometria els dels
termes incommensurable, linia trencada, obliqua, etcctera.
Perd quant a l’existéncia d’aquestes propietats, s’ha de de-
mostrar per mitja de principis comuns i de proposicions ja de-
mostrades. El mateix métode se segueix en Astronomia.

»3 5. En efecte, tota ciéncia adquirida mitjan¢ant demos-
tracio .es refereix a tres coses: primer, a tot allo de que
s’admet l’existéncia sense demostracio; és a dir, el genere,
les modificacions essencials del qual estudia la ciéncia; segon,
a aquells principis comuns que anomenem axiomes, d’on
surten primitivament les demostracions; i per ultim i en
tercer lloc, a les modificacions d’aquest mateix genere, el
nom de cada una de les quals cal admetre també sense de-
mostracio.

»¥ 6. Perd, pot molt ben succeir que certes ciencies pres-
cindeixin d’algunes d’aquestes tres coses». Es a saber, quan
resulten evidents. «Tanmateix, sempre es pot dir que natu-
ralment es donen aquestes tres coses: allo de que es demostra
quelcom, ¢o que es demostra, i alld per qué es demostra’.»

En aquest text es distingeixen termes primitius d’una cien-
cia (en la primera de les tres coses); termes derivats, propie-
tats i predicats (en la tercera); i els axiomes, o sigui, els prin-
cipis especials (o axiomes propis) i els principis comuns )
axiomes logics). Aristotil inclou entre els principis tant els
conceptes del subjecte (matéria o objecte) de la ciéncia, com
els axiomes. Observi’s que, dels conceptes primitius d’una
ciéncia, s’han d’admetre sense demostracio tant el seu signifi-
cat com la seva existéncia; mentre que de les propietats,
només s’ha d’admetre sense demostracié el seu significat,
pero cal demostrar la seva existencia.

Observi’s .també que, per a Aristotil, aquestes considera-
cions valen no sols per a laritmética i geometria, sind tambeé
ijgualment per a lastronomia, i sembla que per a totes les
ciéncies.
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a) Tornem ara a la con§ideracié dels axiomes, postulats i
definicions dels Elements. Es clar que les «nocions comunes»
equivalen als principis comuns en el sentit d’Aristotil, qui
suposa que els coneixem amb certesa a través d’una induccio
intuitiva. Des del punt de vista de la Logica matematica
actual, diriem que les nocions comunes dels Elements corres-
ponen als axiomes logics d’una teoria de primer ordre (amb
igualtat).

b) Sembla també clar que tots cinc postulats son principis
especials en el sentit d’Aristotil. Tots tenen un sentit clar8, i
els tres primers afirmen explicitament I’existencia de certes
entitats; el quart potser equivalgui a negar Pexistencia de
punts singulars; i el cinqué afirma tambg, sota una condicio,
I’existéncia d’un punt. Pot semblar que aquesta corresponden-
cia dels postulats amb principis especials aristotélics resulta
forgada, ja que els postulats no semblen definicions i el text
aristotélic sembla que afirma que els principis especials son
definicions i afirmacions d’existéncia del génere de que tracti
la ciencia. Sembla, efectivament, que aqui hi ha alguna confu-
si6, que potser quedi una mica aclarida quan, a continuacio,
parlarem de les definicions. Amb la terminologia de la
Logica matematica actual, diriem que aquests postulats d’Eu-
clides corresponen als axiomes propis o no logics d’una
teoria de primer ordre.

¢) Considerem finalment les definicions dels Elements.
Sembla clar que el concepte que Euclides empra de definicié
coincideix amb el mateix que té Aristotil; aixi ho afirma ex-
plicitament H.D.P. Lee® i també W.D. Ross!0. Perd quan
volem analitzar el contingut de les definicions quedem una
mica perplexos. Sembla que amb I'inic nom de definicio es
parla de tres conceptes forga diferents.

Considerem primer les definicions V.3 i V.4 que hem
transcrit més amunt. La V.3 no aporta res més que un nou
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terme, el de rad, que en principi se’n podria prescindir, puix
és com un nou simbol del «definiens», és un terme derivat
del terme primitiu fonamental que és «magnitud». La causa
per la qual es dona aquesta definicié és que la paraula «rad»
ja figura en el llenguatge ordinari i aixi contribueix a simplifi-
car i aclarir Pargumentacio. De fet, aquesta definicid no és
mai invocada explicitament en cap de les demostracions dels
Elements. Molt diferent és el cas de la definicio v.4. Aqui
tenim un veritable principi en el sentit aristotelic. La definicio
déna efectivament una «propietat essenciab» del concepte de
magnitud, un terme primitiu, fonamental, que pertany al
«génere» de qué s’ocupa la geometria. Es també obvi, en
contrast amb la definicid V.3, el caracter operatiu d’aquesta
definicio. De fet és emprada en la demostracié de la moderna
i elegant proposicio X,1; la qual és indispensable per a la de-
mostracié de XI1,2, on per primera vegada s’aplica el profund
meétode d’exhaucio.

Considerem ara la definicio 1,15 del concepte de cercle.
Com en el cas de la definicié V.4 es dona una propietat essen-
cial del cercle i conseqiientment aquesta definicié €és un prin-
cipi en el sentit aristotélic. De fet s’aplica a dojo. Segons Aris-
totil D’existéncia d’aquests principis s’ha d’admetre també
sense demostracio; i em sembla que Euclides entén tam-
bé obviament que Pexisténcia d’aquests principis s’ha de pos-
tular i que son «indemostrables». En efecte, Euclides, en el
postulat 3, postula P’existéncia o construccio de cercles. Pero
enlloc hi ha un postulat d’existéncia correlatiu del postulat
v,4. Sembla efectivament un lapsus d’Euclides la manca de
tal postulat. Seria més clar si, per exemple, després de les de-
finicions del llibre Vv, hagués postulat explicitament que les
longituds dels segments de recta, les arees de certes figures
planes i el volum de certes figures solides son magnituds que
formen rao. Per altra part, tal postulat sembla veritablement
evident quan es tracta, com és el cas dels Elements, de figures
molt elementals. Es podria argiiir que Euclides, precisament
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perque és evident, el va ometre d’acord amb el que diu Aris-
totil en la § 6 del text transcrit.

Des del punt de vista de les teories formals de l’actual
logica matematica, semblaria que no hi hagués diferéncia
entre un postulat explicit com el tercer o el cinque, per
exemple, i el postulat implicitament definit per la definicio
v.4 (el postulat implicitament definit és el «postulat d’Arqui-
medes»). Perd aquesta diferéncia es fa patent si considerem
el postulat tercer d’Euclides juntament amb la definici6 1.15.
La definicié 1.15 expressa una propietat essencial del cercle,
per0 només nominalment; mentre que el postulat 3 afirma
I’existéncia dels cercles. En una teoria formal de primer
ordre que formalitzés la geometria del cercle, hi hauria un
sol axioma propi que a ’ensems tindria el caracter essencial
de I',15 i Pexistencial del postulat 3. Sembla, en efecte, que
els cinc postulats d’Euclides s’han d’entendre com a posseint
un caracter existencial, del qual es veuen mancades les defini-
cions. Notem també que els postulats 1, 2 i 5 d’Euclides
tenen clarament un contingut simultaniament essencial i exis-
tencial.

La definicid de quadrat continguda en la definicié 1.22 és
del mateix tipus que la definicidé v.3. Evidentment €s una de-
finicié convenient, tant per al llenguatge ordinari com per al
cientific, ja que permet poder emprar €l terme derivat «qua-
drat». Ara bé, Aristotil ens diu que hem d’entendre el que
signifiquen aquestes definicions, perd que la seva existéncia
s’ha de demostrar. Es obvi que Euclides considera la seva de-
finici6 de quadrat de 1,22 com a nominal i t¢ bon compte de
demostrar rigorosament la seva existéncia en la proposicio
1.46. També la definicidé 1.23 de paral-leles és nominal i d’un
terme derivat, i Euclides demostra I'existéncia de paral-lela
per un punt a una recta que no passi pel punt. (El postulat 5
equival a postular que aquesta paral-lela sigui Unica).

Les tres primeres definicions 1,1-1,3 dels Elements, per a
molts matematics actuals resulten dificils d’acceptar perque
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son vagues o fins i tot ambigiies. Em sembla que tenen
només un caracter descriptiu i han de ser necessariament
vagues. Serveixen per determinar el genere, del qual els Ele-
ments sén una ciéncia, i que consta de punts, rectes, plans i
cercles. En les teories formals actuals de primer ordre, el
génere, concret, en el sentit aristotelic, ha desaparegut; pero
la unitat dels objectes, les seves funcions i relacions, queden
determinades en els simbols no logics del llenguatge formal
propi de la teoria formal i en la seva estructurall.

M. Pasch (1843-1930)12 i D. Hilbert (1862-1943) han fet
palés com es pot prescindir de les definicions primitives me-
rament descriptives, substituint-les per definicions implicites
mitjangant axiomes propis. Pero llavors, la geometria es con-
verteix en una pura teoria o ciéncia exclusivament formal, i
no és possible saber de queé tracta. Les definicions primitives
descriptives son representacions o il-lustracions, quelcom aixi
com els diagrames geometrics que dibuixem!3, i que ens per-
meten connectar els llenguatges ordinari i cientific. Es obvi
que en els Elements els termes tenen una referéncia imme-
diata o mediata en el mon de la realitat fisica.

1.3. La demarcacié entre la matematica i la fisica és clara
segons Aristotil, si més no en primera aproximaci6. Aristotil
divideix les ciéncies en teoriques, practiques i productives,
segons que el seu fi ultim sigui el coneixement, la conducta
o la produccid d’objectes artificials, utils o artistics. Les cien-
cies teoriques es divideixen en matematiques, fisica i filosofia
primera o teologia. Les obres de I’Organon, o de logica, no
son propiament ciéncia, sind instrument de totes les ciencies.

Ara bé, «la fisica estudia les coses que tenen una existencia
separada, perd que estan subjectes al canvi (o sigui, coses
amb “cossos naturals”, que tenen en elles un principi de mo-
viment i de repds); les matematiques estudien coses que no
estan subjectes al canvi, pero que no tenen existéncia sepa-
rada (o sigui, nombres i figures espacials que nomeés tenen
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una existéncia objectiva, en tant que qualifiquen substancies);
la teologia estudia coses que simultaniament tenen existencia
separada i no estan subjectes a canvi (o sigui, les substancies
que existeixen lliures de qualsevol connexié amb la mate-
ria)»i4,

Els objectes de les matematiques tenen existencia real.
Aixi, els solids tenen existéncia material i son mentalment di-
visibles per superficies. Les superficies i linies no tenen exis-
téncia material, perd existeixen per la seva extensio i posicio.
El punt existeix només per la seva posici6. De fet, no els
podem concebre com a existint separats de la materia, pero
son intel-ligibles i es poden estudiar considerant-los mental-
ment separats de la matéria. Aixo es fa mitjangant una
abstraccid que prescindeix de tot moviment i de tot allo que
és mutable. En contrast, els objectes de la fisica aristotelica
tenen en si un principi intrinsec de moviment o de canvi, de
la consideracio del qual la fisica no en pot fer abstraccio. El
matematic fa abstracci6 de totes les qualitats sensibles, com
calor, gravetat,... Considera unicament allo que és quantitatiu:
l’aritmeética, la quantitat discreta o sense extensio; la geome-
tria, la quantitat extensa o continua.

«Fisics, astrobnoms i matematics, tots han de considerar
linies, figures i la resta. Pero els matematics prescindeixen
del fet que siguin contorns de cossos naturals i de les propie-
tats d’aquests cossos. Per tant, els abstreuen de les condicions
fisiques, puix es poden considerar mentalment separats dels
cossos als quals pertanyen, i aquesta abstraccié no afecta la
validesa del raonament ni porta a cap falsa conclusio!l5.»

Remarguem que els raonaments amb les entitats matemati-
ques son completament valids'6. M’atreviria a dir que les pro-
posicions dels Elements no solament eren necessaries i univer-
sals, sin6 també absolutament certes, o almenys aixi varen
ser considerades per tothom durant més de dos mil anys.

Encara hi ha una altra relacid entre les matematiques i la
fisica aristotéliques. Em sembla que per a Aristotil és la ma-
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teixa facultat, la rad, i la mateixa intuici6 inductiva, les que
ens fan conéixer els postulats o axiomes especials de les ma-
tematiques i les lleis de la fisical’.

Des del punt de vista de les matematiques i la fisica ac-
tuals, els FElements tenen un caracter doble: segueixen essent
matematiques, sobretot perqué les matematiques actuals es
caracteritzen per emprar una metodologia amb el mateix
tipus de demostracié rigorosa que crearen els grecs en els
segles VI-IvV aC. I son també fisica en el sentit actual d’aquesta
disciplina. Per exemple, la geometria dels Elements és una
geometria que avui seria geometria fisica, perqué per a Eu-
clides i Aristotil els termes de les proposicions dels Elements
es refereixen amb tota exactitud als cossos naturals de la rea-
litat del mon fisic, amb una referéncia Unica que €s simulta-
niament immediata i ultima. Es una geometria que pretén es-
tudiar I’estructura. de 1’espai fisic. Els objectes de la fisica
actual, obtinguts per tematitzacio o idealitzaci6, sén molt ana-
legs o els mateixos que els de les matematiques, perod ¢o que
caracteritza la fisica de sempre és que la referéncia ultima
dels termes emprats ha d’ésser als cossos naturals de la reali-
tat fisica.

La fisica matematica actual tingué ja un germen en el
‘temps d’Aristotil en les denominades ciéncies mixtes o inter-
médies, com ’astronomia i I'0ptica. Heus aqui un text in-
teressant amb el qual acabem aquesta part:

«Les relacions entre aquelles [les ciéncies que son més fisi-
ques que matematiques, malgrat que combinen les dues disci-
plines, tals com I’dptica, la musica i astronomial i la geome-
tria son, per dir-ho aixi, reciproques; puix el geometra consi-
dera les linies fisiques pero no en tant que son fisiques,
mentre que ’Optica considera linies matematiques, pero en
tant que sori fisiques i no en tant que son matematiques!8.»
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NOTES

1. Pres de Becker, p. 24.

2. Anal. Prim. I, 24; 41b 13-15. També es pot veure en el text citat en la
nota 1; i també en Heath, Book 1, prop. 5.

3. Cf. M. Martinez Pérez, p. 45.

4. Es poden consultar els llibres d’Historia de les matematiques, per
exemple de C. Boyer o de M. Kline amb les seves bibliografies. Per a una
seleccié Cf. A. Dou, 1986.

5. Cf. Heath, vol 1, pp. 150-151.

6. Cf. Hipocrates de Quios, pp. 243-349.

7. Anal. Post. 1, 10; 76a37-76b23. Per a més estudis i referéncies sobre
aquesta qiiestio, cf. W.D. Ross, 1923, pp. 41-55; H.D.P. Lee; i A. Dou,
1986.

8. Millor dit, tenien un sentit clar en temps d’Euclides. Ara, el primer
s’interpreta incloent que la recta és Unica. El segon ara resulta ambigu: éim-
plica que la longitud de la recta sigui potencialment infinita?, éexclou que
la recta pugui retornar sobre si mateixa? El quart sembla que imposa una
homogeneitat per a tots els punts del pla, quant als angles que tinguin
aquests punts per vertexs.

9. Lee, p. 117.

10. Ross, 1923, p. 45.

11. Vegeu per exemple, Schoenfield.

12. Vegeu Becker, pp. 200 ss.

13. Vegeu Anal. Post. 1,10; 77a 1-4.

14. Ross, 1923, p. 62. Per a la redaccid d’aquesta seccid m’he valgut de
I’obra de Ross, 1923, pp. 62-71; de la «Introduccio» de Wicksteed a The
Physics d’Aristotil, 1v ss. i LXXX-LXXXIX; de Fisica 112, 193b 22-194b 15,
Anal. Post. 19, 76a23-25; Meraf. 13.3, 1078a 14-17; i alguns dels textos
citats per Ross en el lloc citat.

15. Fisica, 1.2, 193b31-36.

16. Vegeu Metaf. 13.3, 1078a14-20.

17. Vegeu Anal. Post. 11.19,99b15-100b17. També Ross, 1923, pp. 38-41
i 54-55.

18. Fisica 11, 194a7-13. Vegeu també Meraf. 13.3, 1078a14-20.
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2. Les geometries no euclidianes

Voldria mostrar breument en aquesta segona part com i
per que fan crisi els Elements d’Euclides. No oblidem que els
Elements encarnaven I’ideal del que, segons Aristotil, havia
de ser una ciéncia, i que les seves proposicions eren tingudes
com a universals, necessaries i absolutament certes. Aixi
foren considerades unanimement per savis i cientifics durant
vint-i-un segles. La crisi es produeix en I’estudi del cinque
postulat. La creacié d’una nova geometria elemental no eucli-
diana, la de 'angle agut o hiperbolica, mostra que ni la nega-
ci6 del cinqué postulat és logicament impossible, ni Iafir-
macidé del mateix postulat consta que sigui un principi de la
fisica. També mostra la fal-libilitat de la intuicié aristotelica i
assesta un cop fort a la doctrina del realisme de les entitats
matematiques.

Seré molt breu, limitant-me a alld que sigui indispensable
per mostrar ¢o que acabo de dir. També perque no penso dir
res de nou, i a qui vulgui una exposicié més amplia el puc re-
metre a diversos articles meus sobre aquest temal®.

Després d’una introduccid, faré una exposicidé historica
limitant-me a explicar les més importants contribucions i les
significatives posicions dels tres matematics Saccheri, Tau-
rinus i Gauss; acabaré aquesta part amb unes conseqiiencies
d’allo exposat. En la introduccié que segueix explicaré quin
era Destat de la qiiestio; pel que es pretén em puc limitar a
considerar la geometria del pla; i aixi ho faré, de manera
que, quan parli dels Elements, s’ha d’entendre la geometria
plana dels Elements.

2.1. El cinqué postulat d’Euclides, I’'anomenarem {Q}. El
conjunt de tots els altres axiomes i postulats (incloent-hi els
que no es mencionen explicitament, perque se suposa que
son evidents) en qué es basen els FElements, 'anomenarem
{G}. Qualsevol geometria plana que satisfaci el conjunt d’axio-
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mes {G}, 'anomenarem geometria plana elemental per defi-
nici6. La geometria d’Euclides en els Elements, o equivalent-
ment la geometria plana euclidiana, és aquella que satisfa els
axiomes {G,Q}.

Ningu dubtava que el postulat o axioma Q fos vertader,
per6 almenys des del primer segle aC hi hagué matematics
que intentaren demostrar Q a partir de G. Es tracta de saber,
dit en termes moderns, si I'axioma Q és o no independent
dels axiomes G. L’axioma Q estableix que, donada una recta
riun punt A4 fora de la recta, no hi pot haver més d’una pa-
ral-lela a r que pasi per A4; o sigui, Paxioma Q estableix 1’uni-
citat de la paral-lela. Es tracta de saber si aquesta unicitat de
la paral-lela es pot demostrar; o sigui, si és un teorema de la
geometria elemental, és a dir, la que parteix del conjunt
d’axiomes {G}. Si no es pot demostrar, o sigui, si Q és inde-
pendent de G, aleshores, fins i tot admetent que la geometria
elemental €s vertadera, es podria dubtar de la veracitat de Q,
o sigui, de P'afirmacié que no hi pugui haver més d’una pa-
ral-lela. Ara bé, de fet no hi ha hagut cap filosof ni cientific,
durant vint-i-un segles, que hagi dubtat de la veracitat de Q.

A continuacié exposaré com es va arribar a la conclusid
que una geometria amb els axiomes {G,~Q}, o sigui, una
geometria plana elemental en la qual per un punt A4 fora de
la recta r es pot tragar més d’una parallela a r, és tan consis-
tent com la geometria elemental euclidiana. Aixd resol la
qiiestié plantejada.

2.2. Es coneixen més d’una dotzena de pseudodemostra-
cions del cinqué postulat, degudes a altres tants matematics
importants.

Un dels ualtims fou Girolamo Saccheri (1667-1733) en el
seu llibre Euclides ab omni naevo vindicatus (1733).

El métode de Saccheri consisteix a construir una geometria
partint dels axiomes {G,~Q}; i pretén trobar una contradic-
ci6 0, més concretament, pretén demostrar Q. D’una demos-
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traci6 de Q se’n seguiria, mitjangant la llei de Clavius,
(—pDp)Dp, que Q és un teorema de les geometries elemen-
tals {G}. Saccheri aconsegueix desenvolupar extraordinaria-
ment la seva geometria, demostrant rigorosament més de
trenta teoremes, alguns molt xocants i profunds. Heus-en
aqui un:

Dues rectes en el pla, o bé es tallen, o bé tenen una per-
pendicular comuna, o bé son asimptotiques entre si; i cada
un dels tres casos es dona.

geometria hiperbolica:

rises tallen ri sson paral-leles ri s tenen una
asimptotiques perpendicular comuna

En la Proposicié XXXIlI, Saccheri comet un complicat para-
logisme i obté finalment una contradiccié que li permet con-
cloure que Q és una conseqiiéncia logica de G. En realitat,
I’ Euclides de Saccheri és, contra la voluntat del seu autor, el
primer text de geometria no euclidiana.

Es clar que Saccheri hauria subscrit les tres tesis segiients:

1. «Les uniques geometries possibles son [I’euclidiana
{G,Q} i l’elemental de I'angle agut {G,~Q}.»

II. «Les construccions geomeétriques corresponen exacta-
ment a la realitat del mon fisic, quan aquest és considerat en
la seva quantitat i es prescindeix de les qualitats sensibles»
(tesi tomista).

1. «La geometria dels Elements d’Euclides és vertadera.»
D’aix0, n’estava convengut abans de comengar a escriure el
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llibre, puix era practicament impossible que es deslliurés de
la situaci6 filosofica i cientifica contemporania.

De les tres tesis se’n dedueix que la geometria {G,~Q} és
fisicament falsa.

El que és extraordinari en Saccheri, no és gue cregués que
la geometria {G,~Q} era fisicament falsa, sind gue també
creia (abans de pseudodemostrar el teorema XXXIII) que la
geometria {G,~Q} era logicament impossible. I per aixo
estava convencut que amb el seu metode acabaria per trobar
una contradiccié. Ara veiem que el seu métode i la seva con-
tribucié havien de portar, efectivament i definitiva, a resoldre
la gliesti6 plantejada, maigrat que la solucié seria la que ell
no s’havia ni imaginat.

2.3. Franz Adolph Taurinus (1794-1874) desenrotila extra-
ordinariament la geometria de P'angle agut, i sense cometre
cap paralogisme. Arriba, doncs, a la conclusid que la geome-
tria {G,~Q} és logicament possibie20.

Ara bé, Taurinus subscriu també la tesi I de Saccheri. En
lloc de la tesi 1I subscriu la tesi:

Il. «Els teoremes de la geometria euclidiana s6n judicis sin-
tetics a priori, i estableixen les condicions de possibilitat ob-
jectiva» (tesi kantiana). Aquesta tesi 1I* és equivalent a la i a
efectes de la conclusié que en tréiem.

També subscriu la tesi M1, tant per P'autoritat dels Elements
com per la de Kant.

La conclusio és que, malgrat que la geometria {G,~Q} és
iogicament possible, resulta fisicament falsa.

2.4. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) és el primer que
crea la geometria {G,~Q}, que creu que és logicament pos-
sible i que entra en concurrencia amb la geometria euclidiana
sobre quina de les dues és fisicament vertadera.
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Gauss coneix I’Estética transcendental kantiana, i al principi
no s’atreveix a contradir-la. Pero ja en 1824, en una impor-
tant carta a Taurinus, expressa el seu rebuig de la tesi kan-
tiana de l’aprioritat de la geometria. En una carta ben cone-
guda a F.W. Bessel, de 1829, escriu: «... i la meva conviccié
que no podem fonamentar completament a priori la geome-
tria s’ha fet, si fos possible, encara més forta. Mentrestant,
tardaré encara for¢a temps a publicar les meves molt extenses
recerques sobre aixd, i potser no ho faci en tota la meva
vida, perque temo la cridoria dels beocis si volgués manifes-
tar clarament el meu parer?l.»

Sembla que els beocis aqui al-ludits son els fildsofs kan-
tians.

Gauss, segons que sembla, en aquesta epoca encara subs-
criu la tesi I: només una geometria, i aquesta elemental —o
sigui, la geometria euclidiana {G,Q} o la no euclidiana
{G,~Q} —, pot ser la geometria fisicament vertadera.

No pensa que ambdues puguin ésser vigents en diferents
llocs o en diferents temps. Una generalitzacié i ramificacié de
geometries no arribara en matematiques fins a B. Riemann
(1854), i en fisica fins a A. Einstein amb la teoria de la relati-
vitat general.

2.5. De la creaci6 de la geometria no euclidiana en podem
treure algunes conseqiiencies pel que fa als fonaments de la
matematica. La primera, i potser la més important, és que
s’ha de distingir entre geometria matematica, que estudia en-
titats matematiques, i geometria fisica, que estudia ’espai del
mon fisic.

Conseqiientment, ara podem analitzar els Elements d’Eu-
clides des del punt de vista matematic i des del fisic. Els Fle-
ments, considerats com a text de geometria matematica, son
gairebé els mateixos d’abans i de sempre. Em sembla que el
canvi meés important és que ara, per a la veritat de les propo-
sicions, és irrellevant el que passi en el mon fisic. Les uniques
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dues coses que fan al cas son que el conjunt de principis
(axiomes, postulats i definicions equivalents a postulats)
sigui consistent (és a dir, que sigui impossible que se’n
puguin deduir dues proposicions contradictories), i que les
demostracions siguin correctes. Respecte de la primera, Hil-
bert va demostrar (1899) que la geometria euclidiana és con-
sistent si la recta real és consistent; i quant a les demostra-
cions, son gairebé perfectes. Els Elements segueixen essent
un text excel-lent?2.

Des del punt de vista fisic, avui els Elements no sén un
bon text de fisica; certament que no sén un text de geome-
tria relativista, pero si que em sembla que es poden conside-
rar com un text de la geometria de dintre dels sistemes ter-
restres, i que tracta d’entitats idealitzades, que sén les ma-
teixes de que tracta la geometria euclidiana matematica.

Respecte del cinqué postulat d’Euclides, s’ha repetit molt,
i és ben cert, que el fet que Euclides «postulés», i no ens
donés una pseudodemostracio, és d’un valor extraordinari.
Per6 també sembla que el va donar com a absolutament
cert, i per tant li falla 'intuicio.

Per ultim, que hi hagi infinites geometries elementals, de-
pendents d’un parametre real, fa més inversemblant la doc-
trina d’un realisme matematic.
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NOTES

19. Cf. Dou 1967, 1969, 1970, 1972, 1985. Per una exposicié sistematica
i amplia, ¢/ R. Bonola. Aquesta segona part és com un resum dels articles
dels anys 1969, 1972 i del de Dou-Guzman.

20. Cf. les obres de Taurinus en els articles citats en la nota 19.

21. Cf. qualsevol dels tres articles citats al final de la nota 19.

22. Hem suposat implicitament que el postulat 2 i les proposicions I, 12 i
16 impliquen que la recta sigui de longitud potencialment infinita. (L’alter-
nativa seria que la recta tornés sobre si mateixa; alternativa interpretable,
perque el postulat 2 i la proposicié 1, 12 no son convincents, i I, 16 potser
sigui un paralogisme). En els Elements hi ha defectes que es poden veure
en les Histories de les Matematiques, per exemple la de C. Boyer. Al dir que
és «excel-lent», naturalment, prescindim d’aspectes didactics i de posada
al dia.
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3. La crisi del segle XX

No pot causar estranyesa que de la creaci6 de les geome-
tries no euclidianes se’n segueixin greus conseqiiencies. No
és infreqiient que la resolucié d’un problema que ha preocu-
pat molt doni lloc a dos problemes tan o més dificils que el
primer. Concretament, em refereixo als dos temes seglients:
les noves relacions que sorgeixen entre la matematica i la
fisica, i el nou problema de la consisténcia de les matemati-
ques. Naturalment, no és exclusivament la resoluci6 de la
gilesti6 de les paral-leles la causa dels temes esmentats, sind
que també hi contribueixen de manera important, per
exemple, el gran desenvolupament de l’analisi, Iaritmetica
dels nombres imaginaris, l'algebra dels quaternions, els
espais n-dimensionals, etc.

El segle XIX presencia la independitzacié de la matematica
respecte de la fisica. A Papartat 1.3 déiem que els Elements
tenien un caracter doble, que eren a I’ensems matematiques
i fisica segons les concepcions actuals. Es obvi, en la hipote-
si que tacitament és admesa durant bona part del segle XIX,
que la geometria del mon fisic és una geometria elemental i,
per tant, homogenia en tot I’espai, que nomeés hi pot haver
una geometria fisica mentre que hi ha tres o infinites geome-
tries matematiques, totes relativament equiconsistents entre
si. L’antiga geometria dels Elements s’ha desdoblat, doncs, de-
finitivament, en una geometria matematica i una geometria
fisica, com ja hem indicat.

Ara bé, per a Aristotil i en els Elements, els principis espe-
cials o postulats son fruit d’'una inducci6 intuitiva que s’aplica
al mon fisic. Aquesta intuicio pot ésser equivocada, pero si
és certera, no es pot ni plantejar la inconsistencia del sistema,
llevat que es qiiestioni el principi de no contradiccié. Pero en
rebutjar la intuicio aristotélica o en esdevenir incerta, resulta
que no hi ha cap garantia de certesa dels primers principis
propis de la geometria matematica. Aquests principis no
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poden justificar-se per mera inducci® (enumerativa), ni per
demostracio deductiva. Sorgeix el problema de la consisténcia
de les matematiques; és a dir, {com sabem que no es poden
donar teoremes matematics contradictoris? Aquesta giiestio
planteja una crisi de tota la matematica.

Els matematics del segle XIX tindran un especial interes
pel rigor de les matematiques. Es necessari recuperar el more
geometrico dels grecs. I al final del segle XIX, aquest interés,
convergent amb una preocupacidé pels fonaments, produira
tres escoles o teories epistemologiques per assegurar la incon-
trovertibilitat de les matematiques: el logicisme de Frege,
Whitehead i Russell, I'intuicionisme de Brouwer i el forma-
lisme de Hilbert. Totes tres resulten ben aviat clarament insa-
tisfactories?3. La que més perdura i amb molts adeptes, la
del formalisme, resulta també insatisfactoria per a la majoria
dels matematics, quan en 1931 Godel publica el teorema
d’incompletesa?4.

En la resta d’aquesta tercera i ultima part Voldrla en
primer lloc, continuar amb unes observacions que em duen
a formular una actual demarcacid de la matematica que em
sembla acceptable, i a discernir dues tendéncies en la manera
com avui els matematics emprenen la seva tasca. Després,
no sense forga risc d’equivocar-me?’, explicaré la nocié de
veritat dintre d’una doctrina conceptualista de la matematica.
I en tercer i Gltim lloc faré unes consideracions sobre les rela-
cions entre la matematica i la fisica.

3.1. A partir de la data mencionada, 1931, s’accentua la
crisi de la matematica. Aquesta es manifesta principalment
en les diverses doctrines sobre 'ontologia de les entitats ma-
tematiques, sobre el sentit de la veritat i de la perdua de cer-
tesa i sobre la facultat humana i la manera d’aprehendre els
principis; i també en la diferent manera de concebre quina és
la finalitat de les matematiques, o potser millor, perqué les
matematiques resulten tan utils per a la fisica i per a totes
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les ciéncies en general. Naturalment, tots aquests aspectes
estan estretament relacionats entre si. I tots configuren
també les relacions i la dependéncia mutua entre matemati-
ques i fisica.

Fins i tot deixant a part les doctrines empiristes sobre el
coneixement matematic, que actualment tenen pocs
adeptes?6, el nombre i varietat de les doctrines vigents sobre
qué son les matematiques és notable. S’explica aquesta diver-
sitat per la intrinseca mal-leabilitat del coneixement matema-
tic i per la riquesa d’aspectes fonamentals que s’hi poden con-
siderar. Totes admeten I’existéncia d’una intuicié matematica
que permet, almenys teoricament, coneixer els primers prin-
cipis matematics, i també totes exigeixen un gran rigor
formal i donen molta importancia a aspectes formals. Malgrat
tot, aquesta gran varietat no atempta contra la forta unitat
epistemologica de les disciplines matematiques.

En efecte, la matematica es distingeix de la logica perque
aquesta és una disciplina purament formal sense contingut
material. Aix0 es transparenta, per exemple, en els axiomes.
Aixi, les teories formals de primer ordre de la logica no
tenen axiomes propis, aquests axiomes s’anomenen també
no logics, precisament perqué cauen fora de la logica. Als
efectes de precisar la demarcacidé de la matematica, em
sembla bé definir la matematica com I’estudi dels sistemes
formals que continguin axiomes propis?’. Els axiomes d’un
sistema formal logic no defineixen cap propietat, no determi-
nen cap entitat; en canvi, si que ho fan els axiomes no
logics, suposant que siguin consistents. Per aixo, en logica es
parla de validesa, i en matematica de veritat.

La matematica també es distingeix avui for¢a netament de
la fisica. En efecte, cap resultat d’un experiment fisic pot ser
principi ni premissa intermédia en la cadena de raonaments
que constitueixin una demostracio d’una proposicié matema-
tica (teorema). Dintre d’una teoria matematica, la veritat
recau sobre entitats matematiques (individus d’un model,
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que només tenen existéncia matematica), sense necessi-
tat que aquestes entitats tinguin una referencia ulterior i di-
recta a la realitat del moén actual?8. Contrariament, per a la
demostracié d’una proposicié fisica (llei) és necessari que en
algun lloc o d’alguna manera intervingui algun resultat d’un
experiment fisic. També, dintre d’una teoria fisica, €s neces-
sari que els individus del model tinguin, d’alguna manera,
una ulterior referéncia a la realitat del mon fisic actual.

Tornant a la situacid present de les matematiques, em
sembla que hi podem distingir dues tendencies. Una que,
malgrat el teorema de Godel, continua considerant les mate-
matiques com una disciplina substancialment formal, com a
un joc, valorant altament la motivacio estetica i buscant-la en
la mateixa dinamica interna de les matematiques; hi ha poca
preocupacié per la utilitat de les matematiques; la veritat ma-
tematica és quasi una mera validesa, per0 en canvi pretén
una certesa gairebé absoluta. Per altra banda, el fracas de les
tres escoles mencionades sobre els fonaments de la matema-
tica, la critica de Brouwer, alguns resultats paradoxals que es
deriven del postulat d’eleccio de Zermelo i d’alguns altres
possibles postulats d’una ampliada teoria de conjunts, i, so-
bretot, ’esmentat teorema d’incompletesa de Godel, han pro-
vocat una tendéncia cap a unes matematiques menys formals,
més intuitives, i amb poca preocupacid per la manca de de-
mostracié de la consisténcia, més vinculades a la fisica i amb
una explicita intencionalitat d’instrumentalitat per a totes les
ciéncies; i també amb una pretensié de veritat forta, encara
que reconeixent una clara pérdua de certesa.

3.2. Voldria ara fer una analisi de la nocié de veritat de les
proposicions matematiques (teoremes) en una doctrina con-
ceptualista.

Per conceptualisme matematic entenc una doctrina que
admet una intuicid matematica que crea, a partir dels resul-
tats de I’experiéncia sensitiva, unes entitats matematiques,
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que son conceptes mentals. Conseqiientment, és una doctrina
entre 'empirisme i el realisme matematics. Aquesta intuicié
no és la intuici6 pura Kantiana, perque, encara que la ment
deixi la seva empremta en els objectes que crea, i aixo im-
plica un cert apriorisme, no s’admet que sigui una facultat
que en la matematica produeixi judicis sintétics a priori. Ja
hem vist que Gauss no admet que les proposicions de la ge0-
metria siguin sintétiques a priori?%, i Frege també rebutja que
les proposicions de ’aritmética siguin sintétiques a priori30;
i encara que Gauss concedeix que I’aritmética pugui ser sinte-
tica a priori, i Frege ho concedeix de la geometria, tots dos
ho neguen quan tracten de la seva disciplina, que coneixen
molt bé, i de la qual estudien els fonaments.

Sembla que la nocid de veritat s’ha d’entendre sempre
dintre d’un cert univers, que s’ha d’especificar o sobreen-
tendre. En concret, la veritat matematica s’ha d’entendre
dintre d’una teoria matematica. Suposarem que es tracta
d’una teoria formal de primer ordre.

En una ontologia de les matematiques realista, per exemple
platonica o aristotélica, la veritat d’una proposicié matematica
recau sobre els mateixos objectes o entitats matematiques.
Hi ha d’haver una correspondéncia i una adequacié entre la
ment i la cosa. En la doctrina conceptualista, les entitats ma-
tematiques existeixen en la ment humana; sén conceptes
cientifics (idealitzacions) que tenen un origen ultim en el
llenguatge ordinari i una creixent complicacié per acumulacid
de notes o condicions. Aixi, per exemple, els termes funcio,
espai funcional, conjunt de solucions d'una equacié diferencial,
etc. Analogament per a les entitats matematiques funcionals
que transformen termes en termes, com derivar una funcio,
sumar dues funcions, etc; i el mateix per als predicats i rela-
cions com continuitat, compacitat, igualtat, ordre, etc. També
tenen existéncia mental les formules, problemes, demostra-
cions, teories, etc. O sigui, totes les entitats matematiques.
Quan el matematic crea o aprén aquests conceptes d’entitats
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matematiques, els diposita en la memoria, i és en tant que di-
positats en la memoria que hi recau de manera directa i im-
mediata la veritat d’una proposicid0 matematica. Hi ha
d’haver una correspondéncia i adequacid (una identitat de
contingut reconeguda) entre les entitats mentals sorgides
com a conseqiiéncia del coneixement, per demostracio, d’un
teorema i les préviament concebudes i dipositades en la me-
moria.

Pero ara, a diferencia del cas d’una ontologia realista,
aquesta adequaci6 no és suficient perque hi hagi veritat. Es a
dir, ara cal exigir que aquestes entitats matematiques exis-
tents en la ment i que serveixen per a establir la correspon-
déncia i adequacio, no siguin incompatibles entre si. Aixo im-
plica que hi hagi una teoria formal de primer ordre o, en ge-
neral, un sistema formal en el qual es pugui portar a terme
la demostracio del teorema i que sigui consistent.

Ara bé, la consisténcia d’una teoria és equivalent a ’exis-
téncia d’'un model amb un univers d’individus que tinguin
una existéncia possible. Per tant, sembla que I’exigéncia de
consisténcia coincideix amb una exigencia de possibilitat
de realitat fisica. Resulta, doncs, que les condicions d’existén-
cia i la veritat matematiques son satisfetes només quan re-
sulta possible per a les entitats matematiques que tinguin un
referent en un mon fisic possible.

Si d’'una deduccié formal dintre d’un sistema formal en
diem que és valida quan és correcta, i no vera perqué és
quelcom purament formal, llavors la veritat matematica no
es redueix a una mera validesa, sind que exigeix una realitat
dintre del mén real del possible, on possible s’entén en rela-
ci6 amb el moén de la fisica.

Aquesta interpretacié de la nocio de veritat en les matema-
tiques explica el diferent grau de certesa de les proposicions
matematiques. Aixi, per exemple, els teoremes de la teoria
elemental RCF de cossos closos reals (suma, multiplicacio,
ordre i arrel quadrada de nombres positius) séon vers amb
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una certesa absoluta, perqué es demostra matematicament
que aquesta teoria és completa i per tant consistent3!. També
els teoremes de l'aritmeética de Peano, formalitzada per la
teoria S de Mendelson o la P de Shoenfield3? obtenen una
certesa gairebé absoluta gracies a extraordindria evidéncia
dels seus postulats. Pero no es pot dir el mateix dels teo-
remes, de la teoria de conjunts ZF o NBG, formalitzada com
es pot veure en els autors esmentats33, perqué alguns dels
seus axiomes no obtenen el mateix grau d’evidéncia intuitiva
que en el cas de I’aritmetica de Peano.

També en resulta, de la interpretacié donada, que sota la
hipotesi que la teoria de conjunts (sense ’axioma d’eleccio)
sigui consistent, tant la hipotesi del continu com la de la seva
negacié, ambdues tenen existéncia matematica, encara que
naturalment no a ’ensems, dintre d’un mateix sistema. La si-
tuacié és semblant a la que hem vist del cinqué postulat
d’Euclides i el de la seva negacid, que ambdds tenen existén-
cia matematica, el primer en la geometria euclidiana i ’altre
en la geometria hiperbolica34.

Sembla, també, que de la interpretaci6 donada se’n pot
deduir d’on poden provenir les pérdues de certesa d’una pre-
sumpta veritat matematica. Aqui, contrariament al que suc-
ceeix en fisica, no hi pot haver pérdua de certesa en virtut
d’una confrontaci6 experimental amb la realitat fisica, perque
aquesta no queda implicada en la veritat matematica, sino
nomeés que com a possible.

3.3. Tot i apreciant molt la bellesa de les demostracions
matematiques i valorant altament el seu caracter ladic, i
havent-los fruit intensament, em sembla, malgrat tot, que és
encertada la tendéncia actual d’una majoria de matematics
d’atansar-se a la fisica, buscant-hi motivacions i linies de re-
cerca. Ajudara a tocar de peus a terra.

a) Recentment s6n nombrosos els articles o comentaris
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sobre la increible aplicabilitat de les matematiques a la
fisica35. En aquest context son remarcables dos fets que son
a l’arrel de la fisica. Em refereixo, en primer lloc, al fet que
en la natura, malgrat la seva gran complexitat, s’hi descobrei-
xen fenomens de gran regularitat i ordre objectius, que cons-
tituiran ’element material o simplement el contingut empiric
de les lleis de la fisica, o més generalment de les lleis natu-
rals; aixi ho expressen, per exemple, Einstein, Schrodinger i
Wigner36.

El segon fet és que, segons sembla, el gran llibre de I'uni-
vers estd escrit en el llenguatge de les matematiques’’. Si
amb aquesta frase només es vol expressar la utilitat de les
matematiques per a la fisica, sembla que no hi ha res a objec-
tar. Per6 si s’entén en sentit pitagoric, com d’un misteri de la
natura, aleshores em sembla que no hi ha tal. No es tracta
propiament d’un segon misteri de la natura, sin6 del misteri
de la ra6 humana que és capa¢ de donar forma a les dades
empiriques i de descobrir les lleis de la fisica.

Admesa aquesta facultat humana, no sembla tan misterios
que el llenguatge en qué s’expressin les lleis de la fisica sigui
el de les matematiques. Senzillament és que no n’hi ha
d’altre, almenys que sigui tan apte per a créixer i
desenvolupar-se com a instrument per al coneixement de la
natura. Wigner assenyala «que les lleis de la natura han
d’ésser ja formulades en el llenguatge de les matematiques
perqueé siguin un objecte al qual es puguin aplicar les matema-
tiques aplicades». «Certament, només una fraccié de tots els
conceptes matematics és emprada en la fisica»; i a continua-
ci6: «L’observacio, que jo conegui, que més bé explica que
els conceptes matematics sorgeixen inesperadament en la
fisica, és I’afirmacio d’Einstein que les Gniques teories fisiques
que acceptem de bona gana son les que son belles’3.» Em
sembla que el sorprenent gran nombre d’experiéncies fisiques
que en aquest segle troben rapidament una estructura mate-
matica adequada, en la qual aquelles experiéncies encaixen,
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€s degut a D’extraordinari desenvolupament exponencial de
les matematiques en els dltims tres segles. Com en un pais
on tothom anés nu, la decisié de vestir els animals del parc
zoologic crearia dificultats per manca de vestits; perd en un
pais com el nostre, o sigui, en la fisica actual, el problema no
€és la manca, sind la sobra de vestits i teories matematiques.
Aquesta extraordinaria creixenca de les matematiques passa
desapercebuda. Dieudonné compara la teoria de cohomologia
de feixos, creada el 1946, amb el descobriment quasi contem-
porani de la doble hélix; ambdues han permeés un progrés
comparable, per0 tothom coneix el segon, mentre que
tothom desconeix el primer, perqué no és ni facil ni interes-
sant donar-lo a conéixer3d.

Com més les matematiques s’allunyen de la realitat, cal
també més que ens aferrissem a atansar-les a la fisica, que és
el mitja que les lliga a la realitat del mon.

b) Per acabar, voldria indicar dues coses en les relacions ac-
tuals entre les matematiques i la fisica que, després de tantes
vicissituds des d’Aristotil, fan recordar, em sembla, la teoria
aristotelica de la ciencia. Em refereixo a la intuicié cientifica i
a la naturalesa dels objectes de la fisica.

La intuici6 matematica, i també la fisica, en la curta
mesura en que ha quedat reflectida en aquestes pagines, s’a-
costa, em sembla, a la inducci6 intuitiva o intuicid descrita
per Aristotil en 'ultim capitol, el 11,19, dels Analitics Poste-
riors. La rad és que lapriorisme que imposaria la ment no
tindria propiament contingut, siné que es reduiria a una apre-
hensi6 de la realitat, de I’ens amb els seus atributs transcen-
dentals*). Naturalment, aquesta intuicié és fal-lible. Pel que
es refereix a la intuici6 fisica, em sembla que un cas paradig-
matic €s la intuici6 del cinqué postulat d’Euclides. Ni que ara
sapiguem que és erronia, no deixa de ser extraordinariament
acurada i cientifica.

La fisica tracta de les coses del mon fisic. Ara bé, els con-
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ceptes directament implicats en les lleis fisiques i en qualsevol
text de fisica teorica o fisica matematica evidentment no sén
els conceptes de les coses del mon fisic.

Conseqiientment, a la fisica hem de distingir, almenys,
uns objectes immediats, dels quals tracten les lleis fisiques, i
una objectes Ultims, que son les coses d’aquest mén en que
vivim. Els objectes immediats s6n conceptes mentals tematit-
zats, o millor idealitzats. Aquesta idealitzacié no afecta unica-
ment el context o 'ambient, com quan Galileo prescindeix
de la resisténcia de I’aire, sin6 que en general sera molt més
intrinseca.

Per exemple, considerem com a objecte fisic immediat el
conjunt de moviments d’una membrana vibrant, que incial-
ment estd plana i quieta [en un domini D acotat de R2], i
que esta subjecta, durant tot el temps de I’experiment, a un
contorn regular [per exemple, pertanyent a C! (3D)] i tal
que només considerem moviments regulars [per exemple,
pertanyents a C2 (D) N C (D)] provocats per forces conti-
nues aplicades a la membrana. Aquest conjunt de moviments
s’identificara freqiientment, en un text de fisica matematica
dels medis continus, amb el conjunt de solucions de 1’equacio
canonica d’ones [52u/8t2 - Au=f], en un espai i amb unes
condicions auxiliars Obvies. Ara bé, aquest objecte de la
fisica matematica descriu moviments absolutament rever-
sibles, i aix0 no pot succeir en els moviments de les mem-
branes fisiques, perqué no podem eliminar ’entropia.

La relacio entre I’objecte immediat i I'objecte ultim de la
fisica és una relacié de referéncia i ha -de ser necessariament
establerta per un procés empiric, o sigui, una experiencia ob-
jectiva, com una experimentacid, observacio, fet historic o,
d’una manera més remota i indirecta, adhuc potser mitjangant
un experiment ideal (thought experiment).

Els objectes immediats de la fisica (o de I’economia teo-
rica) son els mateixos que els de les matematiques. Aixi,
«moviment d’una membrana» és un terme fisic i un terme
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matematic, sense que en el concepte mateix hi puguem
trobar, em sembla, cap diferéncia. El mateix podem dir de
recta, espai rimania, conducci6 de calor, funcié de control,
funcié de cost (per exemple, en un sistema economic regit
per una equacio en derivades parcials i en el qual s’ha de mi-
nimitzar la «funci6 de cost»). El matematic considera els
«moviments d’'una membrana» fisics, per0 no en tant que
son fisics; mentre que el fisic considera els «moviments
d’una membrana» matematics, pero en tant que son fisics i
no en tant que sé6n matematics. Tot igual que en el text aris-
totelic que hem citat al final de la primera part. Naturalment,
«en tant que son fisics» vol dir que implica necessariament
una referencia a quelcom del mén fisic nostre; mentre que
«en tant que soOn matematics» vol dir que no implica necessa-
riament tal referencia.

Finalment, una propietat interessant dels termes matema-
tics és la seva possible plurivaléncia. Es ben conegut que els
moviments o solucions de ’equacié d’ones (amb una sola va-
riable espacial) es poden referir indistintament al moviment
d’aigua en un canal, a les vibracions d’un tub sonor o a les
vibracions d’una corda vibrant. Matematicament només hi
ha un terme, perod fisicament sén almenys tres, que es dife-
rencien entre si Unicament pel context de la referéncia
ultima a fenomens del mon fisic*!. He dit.
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NOTES

23. L’arrel de la dificultat d’una fonamentacié de les matematiques esta
ben exposada per M. de Guzman en Dou-Guzman, al final de la ponéncia.

24. Hi ha, naturalment, una extensissima bibliografia sobre aquests resul-
tats «negatius». Per a una exposici6 competent vegeu P. Benacerraf -
H. Putnam. Per a una breu explicacié vegeu Dou 1970 i Dou 1969.

25. Encara que el que dic no és improvisat, ja que ho vinc pensant de fa
anys, és ben possible que algunes afirmacions concretes delatin la pressa
amb qué m’he vist obligat a escriure aquesta 1li¢o.

26. Ph. Kitcher ha escrit recentment un llibre en qué elabora un empi-
risme, al qual dona el titol de teoria evolucionaria del coneixement mate-
matic.

27. Perd aquesta definicid no em sembla bona per a definir el que son les
matematiques, perqué no va a alld que n’és el cos. ¢Qui es recorda de cap
sistema formal quan fa matematiques?

28. No s’exclou que hi sigui aquesta referéncia ulterior, perd encara que
hi sigui no és constitutiva de la veritat matematica. Em sembla que és ne-
cessari, i aixo constitueix el sentit de la veritat matematica, que hi hagi una
possible referéncia ulterior a la realitat d’un mon possible (Cf. 3.2).

29. Cf. lapartat 2.4.

30. Dins Grundlagen der Arithmetik. Cf. Benacerraf - Putnam, pp.
107-112.

31. Cf. Shoenfield, §§ 5.5i 5.6, pp. 87-88.

32. Cf. Mendelson, cap. 3; i Shoenfield, cap. 8.

33. Cf. Mendelson, cap. 4; i Shoenfield, cap. 9.

34. Una qiiesti6 diferent és si el progrés de les matematiques, entes
potser en termes d’aplicabilitat, farad que una de les dues hipotesis quedi in-
corporada a una teoria de conjunts més potent, i ’altra abandonada. Cf.
per exemple, K. Godel, especialment el suplement a la segona edicio,
pp. 269-273. Remarquem que I’argumentacié donada suposa la consisténcia
de la teoria de conjunts ZF.

35. Vegeu per exemple, els articles de E. Wigner i de J.M. Lévy-Leblond.

36. Cf. Wigner, lLc., p. 4, qui cita Schrodinger. Heus aqui un text d’Eins-
tein en carta a M. Solovine (1952): «Trobes estrany que concebi la intel-li-
gibilitat del moén (en la mesura en qué ens és licit parlar-ne) com un mi-
racle o misteri etern. Doncs bé, a priori hauria d’esperar-se un mon caotic,
captable només a nivell superior pel pensament. Es podria, millor caldria es-
perar que el mon es mostrés sotmeés a llei, inicament gracies a la nostra in-
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tervencid posant-hi ordre. Seria un tipus d’ordenacié com I’ordre alfabétic
per a les paraules d’una llengua. Pero el tipus d’ordenacié que produeix,
per exemple, la teoria de la gravitacio de Newton, és d’un caracter total-
ment diferent. Ni que els axiomes de la teoria fossin posats per I'home,
I’éxit de tal empresa pressuposa un alt grau d’ordenacio en el mon objectiu,
que a priori no tenim cap dret d’esperar. Aqui hi ha “el miracle” que creix
continuament amb el desenvolupament del nostre coneixement.»

37. La frase és de Galileo en 1! Saggiatore, v1, p. 232. Es citada per Lévy-
Leblond, lLc. p. 75; i en Losee, p. 27.

38. E. Wigner, l.c. pp. 6-7.

39. Dieudonné, p. 16.

40. Heus aqui un text de Godel sobre aquest tema, que reprodueixo en
la seva versio revisada i augmentada: «It should be noted that mathematical
intuition need not be conceived of as a faculty giving an immediate know-
ledge of the objects concerned. Rather it seems that, as in the case of physi-
cal experience, we form our ideas also of those objects on the basis of
something else which is immediately given. Only this something else here
is mot, or not primarily, the sensations. That something besides the sensa-
tions actually is immediately given follows (independently of mathematics)
from the fact that even our ideas referring to physical objects contain cons-
tituents qualitatively different from sensations or mere combinations of sen-
sations, e.g., the idea of object itself, whereas, on the other hand, by our
thinking we cannot create any qualitatively new elements, but only repro-
duce and combine those that are given. Evidently the “given” underlying
mathematics is closely related to the abstract elements contained in our
empirical ideas (...). It by no means follows, however, that the data of this
second kind, because they cannot be associated with actions of certain
things upon our sense organs, are something purely subjective, as Kant as-
serted. Rather, they, too, may represent an aspect of objective reality, but,
as opposed to the sensations, their presence in us may be due to another
kind of relationship between ourselves and reality.» Suplement a la segona
edici6 de What is Cantor’s continuum problem?. Cf Benacerraf-Putnam,
pp. 271-272.

41. Lévy-Leblond, dins l.c., pp. 80-82, indica un polimorfisme matematic
de la fisica, que fa joc, diu, amb la plurivaléncia fisica dels termes matema-
tics. Escriu: «Les lleis i els conceptes fisics tenen la propietat de posseir di-
verses matematitzacions possibles.» I segueix: «Naturalment, les diverses
formulacions d’una mateixa llei son rigorosament equivalents en sentit ma-
tematic. No ho son en el sentit de la fisica.» No trobo I’argument convin-
cent. Em sembla que diferents formulacions fisiques donen lloc a formula-
cions matematiques que no sén «rigorosament equivalents». Les diferéncies
entre les corresponents formulacions matematiques pot fer-se patent, per
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exemple, en comparar les diverses teories matematiques a qué pertanyen
les diferents formulacions. Per exemple, I'axioma 4 dels Elements, geome-
tria {G,Q}, els axiomes de congruéncia de Hilbert per a la geometria {G}, i
la curvatura constant en les geometries rimanianes, totes responen al fet
que les figures es puguin moure sense deformar-se; pero els tres conceptes
matematics no son equivalents si es prenen en el seu context essencial.

47




Referéncies bibliografiques

ARISTOTIL, Prior Analytics, Posterior Analytics, Physics, Metaphysics.
Loeb Classical Library.

BECKER, Oskar, Grundlagen der Arithmetik, Freiburg 1964.

BENACERRAF, Paul, and Hilary PUTNAM, Philosophy of Mathematics.
Selected Readings, Prentice-Hall 1964,

BoNoOLA, Roberto, La geometria non euclidea. Esposizione storico-
critica del suo sviluppo, Bologna 1906. N’hi ha una traduccid an-
glesa per H.S. CARSLAW, Dover Publications, 1955.

BOYER, Carl B., 4 History of Mathematics, Wiley, New York 1968.

DIEUDONNE, Jean, Pour l'honneur de l'esprit humain. Les mathémati-
ques ayjourd hui, Hachette, 1987.

Dou, Alberto, 1967, «Los paralogismos de Euclides y Saccheri en
la teoria de las paralelas», Revista de la Real Academia de Ciencias
61 (1967) 155-174.

—, 1969, «Logical and historical remarks on Saccheri’s geometry»,
Notre Dame J. For. Log. 10 (1970) 385-415.

—, 1970, Fundamentos de la Matematica, Labor (Nueva coleccion
Labor), Barcelona 1970. 142 pp. (id. 19742).

—, 1972, «De la verdad a la validez en Geometria (1733-1871)».
Pensamiento 28 (1972) 413-429,

—, 1986, «Euclides». Dins Historia de las matematicas hasta el siglo
XV, Real Academia de Ciencias, Madrid 1986.

Dou, Alberto y Miguel de GUZMAN, «Grandeza v miseria de las
matematicas». Dins Fragmentariedad de las ciencias, editat per
A. Dou, Ediciones Mensajero, Bilbao 1985, pp. 179-213.

EUCLIDES, X7ouxeta. Edicié critica en grec i traducci6 al llati per
LL. HEIBERG, Teubner, Leipzig 1883. N’hi ha una traduccié a
Panglés: Cf. HEATH.

GAUSS, Carl Friedrich, Werke, vol. 8, p. 200.

GODEL, Kurt, «What is Cantor’s continuum problem?», dins BENA-
CERRAF - PUTNAM, pp. 258-273.

Greek Mathematical Works. Vol. 1. Thales 1o Fuclid. Vol 11: Aris-
tarchus to Pappus of Alexandria, Loeb Classical Library.

GUZMAN, Miguei de. Cf. DOU-GUZMAN.

HEATH, Thomas L., The Elemenss of Euclid, Dover, New York
1956.

48




HILBERT, David, Grundlagen der Geometrie, 1899. Novena edicio,
Teubner, Stuttgart 1962,

HIPOCRATES de Quios. Dins Greek Mathematical Works. Cf. les
cites que figuren en les entrades vefewv i vevous, 11, 672-673.
KITCHER, Philip, The Nature of Mathematical Knowledge, Oxford

University Press, New York 1983.

KLINE, Morris, Mathematical Thought from Ancient to Modern
Times, Oxford University Press, Nova York 1972.

LEE, H.D.P., «Geometrical method and Aristotle’s account of first
principles». The Classical Quarterly 29 (1955) 113-124.

LEVY-LEBLOND, Jean-Marc, «Fisica y matematicas». Dins Pensar la
matemdtica, traduit per Carlos BIDON-CHANAL del frances Penser
les mathématiques, Editions du Seuil, 1982. Tusquets editores,
Barcelona 1984, pp. 75-92.

LoskeE, John, 1972, Introduccion histérica a la filosofia de la ciencia.
Traduccion del inglés por A. MONTESINOS. Alianza Universidad,
1976.

MARTINEZ PEREZ, Mariano, «Los origenes del método axiomatico-
deductivo», dins Historia de la matematica hasta el siglo xviI, Real
Academia de Ciencias, Madrid 1986.

MENDELSON, Elliot, Introduction to Mathematical Logic, Van Nos-
trand, Princeton NJ 1964, segona edicio 1979.

PUTNAM, Hilary. Cf. BENACERRAF-PUTNAM.

Ross, W.D., Aristotle, Methuen, London 1923. Cinquena edicio re-
visada 1949.

SACCHERI, Girolamo, FEuclides ab omni naevo vindicatus, Milano
1733.

TAURINUS, Franz Adolph, Theorie der Parallellinien, 1825. Textos
reproduits a Oskar BECKER.

WICKSTEED, Philip H., «Introduction» a ARISTOTLE'S The Physics,
vol. 1. Loeb Classical Library.

WIGNER, Eugene P., «The Unreasonable Effectiveness of Mathe-
matics in the Natural Sciences», Communications on P. and
A. Mathematics, 13 (1960) 1-14.

49




	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



