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Excmo. Sr. Rector Magnifico;

Excmos., limos., Sefiores;

Queridos comparieros estudiantes y P.A.S.U.
Seforas y Sefores:

El Protocolo de la Universidad de Zaragoza, segin una norma iniciada en
1.845, establece que, siguiendo un orden, el Rectorado designe la Facultad y el
facultativo que debe impartir la leccién inaugural de cada curso académico. Este
es el motivo que, hoy, me lleva a actuar como padrino o paraninfo de la apertura
del curso 1.988-89.

La Unica razon, en consecuencia, que me autoriza a tener el inmerecido
honor de dirigirme a todos ustedes, desde esta prestigiosa tribuna, se halla en la
notoria magnitud que a este acto imprime una universidad con la historia y valer
como la de Zaragoza, asi como el permitirme disponer de una inigualable
oportunidad de ejercer de modo extraordinario mi deseo de servicio al pueblo
aragonés que me vio nacer bajo el cobijo de la parroquia de Ntra. Sra. del Pilar de
Zaragoza.

Es bien conocido que superada la oposicion que me promociond a la funcién
de Catedratico de Geometria 5° (Diferencial), tuve la opcion de elegir entre dos
plazas en Universidades distintas. La decision fue inmediata y a sabiendas de que

“nadie es profeta en su tierra”.

Pero si no exige su cumplimiento particular el citado protocolo, la aceptacion
de tal designacion, por mi parte, puede parecer que pone en tela de juicio, tanto mi
deseo de servicio, como la citada frase biblica. Pero no; la validez de cuanto
precede es compatible con el hecho de ser el paraninfo de la apertura de curso, ya
gue no soblo supone un doble honor y ocasion de perpetuarme de modo distinguido
en los anales de nuestra Universidad, sino que, asi mismo, es uno de los mas
globales servicios que se puede prestar al pueblo que la acoge.

Por ello, la leccion que pretendo impartir, en un momento en que Espafa
accede de pleno derecho a la Comunidad Europea, creo que no puede ser otra
que la de ofrecer mi experiencia docente e investigadora ante la rapida evolucién

de la matematica. Experiencia profundamente marcada y enriquecida por los seis



cursos de docencia en la Universidad de Paris y los siete de labor investigadora
en I'Ecole Normale Superieure y el Instituto Henri Poincaré, amen de unas mas
breves estancias en universidades de Dinamarca, Gran Bretafla e lItalia,
principalmente. Asi esta leccién inaugural, la centésima cuadragésima segunda,
desde la implantacion de la correspondiente normativa en 1845, quiere
presentarles algunas de las referencias y consideraciones que me conducen a
establecer lo que entiendo es un notable paralelismo histérico en la evolucién de

la matematica y principales consecuencias que implica en su ensefianza, hoy.



LA MATEMATICA, LA SOCIEDAD Y LA COMUNIDAD EUROPEA

PREAMBULO

A las razones que anteceden, pretendiendo justificar la eleccién del tema de
esta leccién inaugural del curso 1988-89, se suma la razén pedagdgica académica
de estimar que puede ser de mayor interés y utilidad general, en lugar de haber
elegido el desarrollo de un tema especifico de la catedra de Geometria 5°

(Diferencial) de la que soy titular.

Este mayor interés y utilidad aludidos se hallan trivialmente en que con su
exposicion comprenderemos mejor el inmenso valor socio-cultural (que no
metafisico) que a la Matematica® corresponde en la Historia de la Humanidad.
Desde la codificacion de ritos religiosos en las civilizaciones primitivas a los
actuales problemas que plantea la tecnologia punta. Pretendemos, también, hacer
ver el gran interés de la Matematica —en particular de la Geometria- y el de los
estudios filoséfico-matematicos que abordan hoy, su evolucion y su ensefianza,
ante la creciente incidencia de la Matematica en todos los ambitos de la vida
humana. La exposicion que sigue, con sus limitaciones, no puede ser considerada
como la de un especialista en historia, filosofia y didactica de la matemética —si es
gue un tal especialista pudiera existir- sino como el fruto de un perseguido
encuadre historico y filoséfico-mateméatico de mi especialidad y de mis cuarenta y
dos afios de experiencia docente en matematicas a distintos niveles y

especialidades.

El aludido paralelismo surge al observar que, en el siglo XIX y, precisamente
hacia 1.845, tuvo lugar: primero, de la mano de F. Bolyay, C. F. Gauss, N. .
Lobatchevski y G. F. B. Riemann? la aparicion de las geometrias no euclideas;

') Matematica = wa®nua = “instruccién”, “aquello que puede ser pensado” segln Pitagoras.
%) Lobatchevski entre 1.835 y 1.838 publicé su Foundations of Geometry.
Riemann en 1854 en su Habilitationschrift establece la mas amplia y profunda visién de la geometria como estudio de



segundo el desarrollo de la revolucion industrial; y tercero la apariciéon del
profesional de la ciencia. Mientras que en este siglo y en torno a 1955 aparecen:
primero los trabajos en teoria de conjuntos de K. Godel y P. J. Cohen,
esencialmente, mas la irrupcién del ordenador con H. Wang®, para “demostrar”
teoremas, con la consiguiente multiplicidad de planteamientos en toda la
matematica -que no pérdida de certidumbre-; segundo, el desarrollo de la
revolucién informética; y tercero ante la, adn, no bien apreciada profunda
influencia en la informatica en la ciencia, técnica y valores culturales, la aparicién
de una nueva figura de hombre culto, numéricamente muy superior a la del actual
profesional, cuya actividad social absorbera la de éste, centrandola en una accién
esencialmente docente y creadora, como gerente en una sociedad altamente
robotizada.

Paralelismo que, en cuanto a la Matemética se refiere, se confirma por el
hecho de que, como sucedi6 a fines del siglo XIX, hoy también se vuelven los ojos
hacia la filosofia de la matemética. La diferencia, en este recurrir a la filosofia, se
halla en que, en lugar de buscar una fundamentacion de la Matemética, se busca
responder a la pregunta de ¢qué es la Matemética?; determinar la verdadera
naturaleza de la Matematica y con ella el método o métodos que permitan su
Optima docencia a todos los niveles. En cierto sentido se trata de comprender y
actualizar correctamente las ideas que expuso Platén en su obra “Leccién sobre el
Bien”. La interpretacion que de tal obra dio Aristoteles (y sus seguidores), para los
gue “Platén resolvié el problema de los fundamentos del Bien y de la Matemética
identificando ambos”, condujo a considerar la Matemética como un “sistema
Euclideo de eternas verdades”, modelo de ciencia poseedora de la verdad
absoluta superior a todas las demas, y filosoficamente base de la certeza del
conocimiento humano.

Pero, como es sabido, a esta interpretacion aristotélica de Platon, también
se debe la crisis del pensamiento que ocasioné la aparicién de las geometrias no
Euclideas iniciales (hiperbdlica, eliptica y esférica) y su rechazo por el
pensamiento de la primera mitad del siglo XIX.

variedades de cualquier dimension. Las llamadas hoy variedades diferenciables riemannianas.
%) Godel de 1930 a 1956, ver Heijenoort, edit. “From Frege to Godel”, Harvard Univ. Press, 1967.
Cohen de 1963 a 1975, ver “The Independence of the Continuun Hypothesis”, Proc. N. A. S., 50y 51, y referencias en
Bibliografia.
Con Hersch: “Non-Cantorian Set Theory”, 1968, en “Mathematics in Modern World”, Freeman and C°.
Wang: “Toward Mechanical Mathematics”, en Sayre & Cooson, ed. , The Modeling of the Mind (Notre Dame, Ind.:
Univ. Press, 1963).
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Hecho que se interpreta por algunos* como “la pérdida de certidumbre en
la Matematica”. Hoy, tal crisis no sélo se halla superada, sino que se conoce el
recto pensamiento de Platén. Por ejemplo, unos dos mil trescientos afios después,
A. N. Whitehead, en la introduccion a la edicion de sus obras completas en 1948,
escribia: “La nocién de la importancia del modelo es tan vieja como la civilizacion.
Cada arte se funda sobre el estudio del modelo. La cohesién de los sistemas
sociales depende del mantenimiento de modelos de comportamiento, y los
avances en las civilizaciones dependen de la afortunada modificacion de tales
modelos de comportamiento. Asi, la infusibn de modelos en los acontecimientos
naturales, la estabilidad y/o codificacion de tales modelos es la condicién
necesaria para la realizacion del Bien. La Matemética es la més potente técnica
para el entendimiento del modelo y para el andlisis de las relaciones entre
modelos. Aqui, encontramos la justificacion fundamental para el topico de la
leccién de Platon. Ante la inmensidad de la materia de su sujeto, la Matematica,
incluso la matemética actual es una ciencia en sus balbuceos. Si la civilizacién
continla avanzando, en los dos mil afios proximos, la novedad sobresaliente del
pensamiento humano seré el dominio del pensamiento mateméatico.”

Pero nuestra eleccibn es consecuencia, también, de la reciente
incorporacion de Espafia al Mercado Comun Europeo. Al hacernos solidarios del
nivel de investigacion y desarrollo tecnolégico europeo, nuestra aportacion debe
sumarse a la, ya, iniciada realizacion de la “Europa de la investigacion y de la
Tecnologia”, de modo que pueda superarse el handicap que supone la excesiva
fragmentacion, aislamiento, mala circulacion de informacion y falta de
coordinacién que presentan los distintos paises de la Comunidad. Si en los
campos investigador y tecnolégico, Espafia interviene, hoy, a través del “Programa
Marco” en su segundo periodo (1987-1991), la incorporacion, a través de los
programas ERASMUS (encauzando la movilidad de estudiantes) y el COMET (en
cuanto a intercambio de profesores) apenas se estan aprovechando por la
comunidad matematica espafiola. Sin embargo, estos programas son
precisamente los que mayor interés y beneficio pueden reportar a los matematicos
y a su actividad en la sociedad europea, y, en particular, en la espafola. Ahora
bien, si estos programas ERASMUS y COMET pueden ser, hoy, del mayor
interés para la actualizacion y futura coordinacion de la docencia e investigacion

en matematicas, entre los distintos paises de la comunidad, entendemos que sélo

*)R. Kline: Mateméticas. La perdida de la certidumbre. 1983.



lo son de modo puntual, transitorio y de refuerzo de una estructura, ya establecida.
Es esta estructura y sobre todo la docente en matematicas, ya establecida, la que
debe actualizarse en mas de un campo o dominio, la que debe orientarse hacia la
atencion de las necesidades que hoy nos presenta la sociedad, y ello no puede (ni
debe) esperarse llegue a ser resuelto por programas comunitarios. Se necesita la
elaboracion e implantacién de unos nuevos y adecuados planes de estudios en
matematicas. ¢Es ésta la labor que se pretende efectuar con los casi, ya,
elaborados nuevos planes de estudio que disponga la L. R. U., a nivel
universitario, y, con la L. O. D. E., a nivel secundario?. El proceso es recurrente
¢se coordinan entre si con la E. G. B.? y todos con los demas paises de la
Comunidad Europea? Cuando se esta operando un proceso descentralizador de

competencias en Educacion y Ciencia, esto es ain mas relevante.
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No existe rama de la matematica, por
abstracta que sea, que no pueda
algin dia ser aplicada a los
fendmenos del mundo real.
Lobatchevsky

Matematica y su incidencia social.

Los que recibimos una educcién secundaria previa a la introduccién de la
llamada “Matematica Moderna”, en el bachillerato y la ensefianza primaria, y
seguimos una formacién universitaria de tipo marcadamente formalista en unas
asignaturas, sintética en otras y en algunas memoristica, sin haber tenido ocasion |,
con posterioridad, de participar en la elaboracion ni implantacion de ninguno de los
planes de estudio que pusieron en practica en Espafa tal Matematica Moderna, creo
tenemos la obligaciébn moral de hacer publica nuestra opinion, fruto de la experiencia
vivida. Maxime cuando, como sucedié en mi caso, tuvimos ocasion de contrastarla
en labores de investigacién y docencia en la universidad de Paris, proximos al célebre
grupo Bourbaki. Ver también el articulo “Research Mathemaricians in Mathematics
Education” en el Vol. 35, (6), 1988 del Notices of the A. M. S.

Y esta opinion, creo es tanto mas interesante cuanto que, internacionalmente,
hoy, empiezan a detectarse fallos y descontento en el movimiento educacional
denominado “Vuelta a lo basico” (back-to-basikcs) que surgid hacia 1978, como

reaccion al movimiento “Matematica Moderna” y de los que hablaremos mas adelante.

Una de las principales razones que motivaron el movimiento “Mateméatica
Moderna”, fue, sin duda, el aumento de rigor que el pensamiento matematico
experimentd desde finales del siglo XIX, concretamente desde unos afios antes de la
consagracion oficial de la teoria de los conjuntos en el primer Congreso Internacional
de Mateméticas, (Zurich 1.897), hasta 1950. El desarrollo de la “Légica matematica” y
la “Teoria de la demostracién” como subproductos de las escuelas logicista y
formalista, mas los trabajos de Godel —particularmente, los que condujeron a la nocién
de funcién recursiva general y su equivalencia a la computabilidad teérica de
funciones numéricas (maquinas de Turing), abriendo paso a la demostracion de
teoremas por computadora que inici6 H. Wang en 1950 sobre sencillos teoremas de
los Principia de Russell y Whitehead, pusieron en evidencia la necesidad de una

mayor precision y y rigor matematico.
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LOS SISTEMAS AXIOMATICOS

La pérdida de confianza en la geometria —al aparecer las no euclideas- como
sistema de verdades absolutas y modelo del razonamiento, llevé a fundamentar la
Matematica en la teoria de nimeros, es decir, reducir el continuo a la aritmética, que
condujo, naturalmente, a la teoria de conjuntos. Este paso de fundamentar la
Matematica sobre el continuo a fundamentarla sobre la aritmética —lo discreto- llevo al
algebrista Kronecker a exclamar: “Dios cred los enteros y el resto es obra del
hombre”.

El primer intento de rigorizacién del pensamiento matematico lo realizaron los
griegos mediante la axiomatizacion de las bases de una teoria, ejemplo de este
proceso lo proporcionan los “Elementos de Euclides”, método que se halla al origen
de los “sistemas axiomaticos formales” actuales. Para Euclides, los axiomas son
“enunciados o principios inteligibles por la razén mas alla de toda duda. A partir de los
cuales, “mediante razonamiento légico deductivo, se obtienen las conclusiones
caracteristicas de los conceptos de la teoria”. Segun Aristételes, “mediante nuestra
infalible intuicién, en un analisis posterior, se conocia que los axiomas eran ciertos”.
Entre los axiomas, Aristoteles distinguid las nociones comunes y los postulados. Las
nociones comunes eran aquellos enunciados o principios que no podian ser
establecidos por razonamiento de previos enunciados previos de la teoria. Los
postulados eran proposiciones que, dadas por ciertas, se tenia alguna esperanza de

poder demostrar algun dia. Su utilizacion fue casi exclusiva de la Geometria.

El mayor rigor que permitid la aproximacion axiomatica puso en evidencia la
necesidad de utilizar “términos indefinidos” como se les llamé en el siglo XIX (el
término definido no puede entrar en la definicion o circulo vicioso y se evita la
regresion infinita). Los axiomas, en cualquier lenguaje formal, hacen afirmaciones
sobre conceptos indefinidos (y definiciones), o sea, nos muestran lo que puede ser
afirmado. Como dice Lakatos se “inyecta” en ellos la verdad de la teoria. El “mas alla
de toda duda” o auto-evidencia de los axiomas, fue algo que, exigido inicialmente, con
la aparicion de las geometrias no euclideas, dejé de considerarse como condicion
gue tendria que satisfacerse en un “sistema axiomatico formal”. En definitiva, un
“sistema axiomatico formal” esta constituido por:

Primero: ................... términos indefinidos.
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Segundo: ............... definiciones.
Tercero: .......covvvens axiomas.

Cuarto ........cceuennes Conclusiones (lemas, teoremas y corolarios).

A las leyes del razonamiento logico-deductivo consideradas por Aristoteles,
(silogismos, la del tercio excluso, etc.), los sistemas axiomaticos actuales afiaden
reglas de inferencia explicitas, y mas destacadamente la l6gica proposicional: y el uso
de cuantificadores.

Los axiomas de un sistema formal no pueden ser arbitrarios sino que el

correspondiente sistema ha de satisfacer las condiciones de ser:

a) Consistente. ............. (no encerrar contradiccion).

b) Completo ................. (todo enunciado cierto del sistema se deduce de los
axiomas).

c) Independiente ......... (ningun axioma del sistema puede deducirse de los
demas).

La caracterizacién de los sistemas axiomaticos formales, particularmente el de
los Grundlagen der Geometrie de Hilbert, puso en evidencia las limitaciones del
sistema del pensamiento euclideo: utilizacion de hechos no establecidos ni como
axiomas (intuiciones espaciales, . . .), redundancia de axiomas, falta de
autoevidencia, demostraciones de construcciones geomeétricas, etc. Ahora bien,
independientemente de los fallos originados por la insercién de la teoria de conjuntos
en la ensefianza en los distintos niveles, hoy se sabe que no toda deduccién posee su
modelo en una manipulacion en la teoria de conjuntos, como pensaron los
neopositivistas. De hecho, se necesita, al menos, considerar la existencia de
universos de definicién de categorias no pequefias, es decir no modeladas sobre una
categoria de conjuntos. Esta limitada y relativa utilidad de los sistemas axiomaticos
formales, exige una reflexibn sobre su amplio uso practicado por la Matematica
Moderna y concluir con R. Thom que: “la axiomatizacion es un trabajo de
especialistas y no tiene cabida ni en la ensefianza secundaria, ni en la de primer ciclo
de licenciatura, excepto para aquellos profesionales especializados en el estudio de
los fundamentos”. Filosoficamente el proceso de axiomatizacién puede considerarse

encuadrado en el conceptualismo.
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LA MATEMATICA MODERNA

Para introducir en la docencia esta superior necesidad de rigor de la
matematica, entre otras razones, en 1952, el Comittée of School of Mathematics de la
Universidad de lllinois redacté un plan de estudios para la ensefianza de la
Matematica en EE. UU. Que si, de momento, no tuvo mayor atencion, fue la base del

movimiento “Matemaéatica Moderna”.

Curiosamente, no fueron las razones “técnicas” ni didacticas las que llevaron a
implantar los planes de estudios de la “Matematica Moderna”, sino unas paraddjicas
razones sociales o publicas. Segun René Thom, en el segundo Congreso
Internacional sobre Educacion Matematica (ICMI), de 1972, en Exeter (G.B.), los
hechos sucedieron asi: “Existia, sin duda, un sentimiento de relativa frustracioén en la
comunidad matematica, durante los afios 1950-1960; inquietud respecto a los fisicos,
favorecidos financieramente por los resultados en la energia nuclear (y aparatos);
inquietud respecto a los biélogos famosos por el descubrimiento del D. N. A. vy el
codigo genético. Durante estos mismos afios las matematicas hicieron grandes e
importantes avances en Geometria Algebraica y Topologia Algebraica, pero estos
avances no despertaron el interés del publico en general.

El lanzamiento de satélites (1957-60) atrajo la atencion publica sobre las
teorias mateméticas (y notablemente sobre las de la computacion). Para reavivar su

interés, se recurrié a la “Mateméatica Moderna”.

Debo afadir que del mismo periodo provienen nuevas y fecundas disciplinas
matematicas (como el “Algebra Homoldgica” y la “Teoria de Categorias”) con su
incidencia en la estructuracion de la “Teoria de Automatas y Lenguajes Formales”, o
la teoria de “Topos de Grothendieck” cuyo contenido, interés y aplicaciones no ha

cesado aun.

Hemos dicho que unas paraddjicas razones sociales fueron las que condujeron
a la implantacion de los planes de estudios basados en la “Matematica Moderna”. Y
en efecto asi fue: el lanzamiento del primer sputnik en 1957 no tuvo relacién alguna
con la Matematica Moderna, los planes de estudios en la URSS seguian planes
docentes distintos de los occidentales y los de aquella época en nada se parecian a

los inspirados en la llamada Mateméatica Moderna.
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Si la comunidad matematica considerd que era imprescindible un mayor rigor y
desarrollo de la capacidad de abstraccion, y el didacta de la matemética se pregunto:
¢,qué ensefiar para alcanzar tal fin? -lo que casi consiguié responder- las
circunstancias que atravesaba la sociedad, (buscando poseer lo mas rapidamente
posible una educacién y formacion cientifica que permitiera atender las necesidades
de la acelerada tecnologia y crecimiento econémico que siguié a los afios 1945 y
sucesivos), impidieron reflexionar sobre el cdmo ensefiar, limitando y dando lugar, en
general, a que degenerasen los métodos docentes. A nivel universitario también
ocurrié lo mismo, debido principalmente a la masificacidbn. Estas circunstancias
deterioraron dramaticamente la calidad pedagdgica del docente, particularmente del
de la ensefianza primaria, en general mas necesitada en su nivel de una consistente y
actualizada formacién matematica, y eso pese a los cursillos intensivos que se
impartieron. Y tengamos en cuenta que este nivel es, precisamente, el que estd mas

dirigido y resulta més patente a los padres.

Con el movimiento Matematica Moderna se consigui6 alertar a la sociedad y se
favorecié, indirectamente, la creacién de nuevas secciones de Matematicas: en Gran
Bretafia de catorce, pasaron a cuarenta y cinco; practicamente sucedid o mismo en
Francia y Alemania (D. F. R.). En Espafa de las tres existentes en 1955, se ha
pasado a las veintiuna actuales. Esto esta permitiendo atender la superior demanda
de profesionales de la matematica por parte de la sociedad.

Todos conocemos, sin embargo, como fracasé el Movimiento Matematica
Moderna. Desde luego, no soélo por razones técnicas objetivas, sino por las
subsidiarias de su puesta en practica (rapidez en la elaboracion de planes sin
evaluacion posible, textos incorrectos, profesores sin preparacion suficiente pese a los
cursillos de reciclaje, etc. . . .) que, con el tiempo, podrian haberse superado
facilmente. Por ejemplo, mediante una preparacion suplementaria para la adquisicién
de habilidades de calculo en aritmética; eliminacion del formalismo conjuntista, a
cambio de una nueva reinsercion de la geometria en los curriculums -como ya se
venia recomendando desde afios atras y que, con ambito internacional, fue recogido
en el Segundo Congreso Internacional sobre Educacién Matematica (ICMI) de 1972-
referido todo ello a la problematica social que rodea al alumno y a la de su vida
habitual.
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Otros de los fines perseguidos por los planes de estudio basados en la
Matematica Moderna fueron: que con ellos se iba a permitir un mejor desarrollo de la
capacidad de razonamiento; que el alumno adquiriria un mejor “saber hacer”; un
mayor y mas cuidado desarrollo de su entendimiento, liberandole de la agobiante y
esterilizadora ensefianza repetitiva o memoristica. Con el transcurso de los afios, esto
fue motivo de otro de los cargos que se hicieron a la Matematica Moderna. Los padres
y docentes se quejaban de haber pasado de un extremo a otro, de haber descuidado
el cultivo de la memoria. Particularmente creo que, en realidad, lo sucedido fue que
se dejo de cultivar la memoria sin, mejorar por ello el desarrollo del entendimiento -al
menos en los niveles primario y secundario- a lo que no fueron ajenas las razones
subsidiarias que indicamos mas arriba. Este descuido en el cultivo de la memoria fue

otro de los cargos contra la Matematica Moderna.

Asimismo, la aparicion, hacia fines de 1965, de la calculadora de bolsillo de
modo masivo, a nivel tecnolégico y superior fue algo positivo, al sustituir eficazmente
el uso de abacos y reglas de calculo. En la ensefianza secundaria y primaria supuso
un nuevo factor en detrimento del cultivo de la adecuada practica y desarrollo de la

agilidad de calculo mental en el alumno.

Mas de un especialista en didactica de la matematica dedujo de todo lo anterior
gue era imposible hacer entender la matematica al alumno medio, si su exposicién se
efectuaba lejos de la actividad diaria. Esto era cierto respecto al formalismo
conjuntista, pero no lo era, sin embargo, respecto a la incorporaciéon de la calculadora
de bolsillo.

EL TOPICO “VUELTA A LO BASICO”

Las deficiencias citadas hicieron patente la necesidad de corregir la ensefianza
de la matematica que se practicaba, particularmente al matematico y al especialista
de su didactica, al observar que, pese a los reciclajes del profesorados, no mejoraba

su docencia.

Lakatos publicaba una obra en 1976 en la que, después de un vigoro ataque al
logicismo y al formalismo, sentaba las bases de una nueva filosofia de la matematica:

la escuela “casi-empirista” o “falibilista”, de la que hablaremos mas adelante.
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Los especialistas en didactica de la matematica, que habian llegado a la
conclusién de que era imposible hacer entender la matemética al alumno medio,
creyeron ver en esta nueva escuela la fundamentacion de una nueva y necesaria
pedagogia de la matematica. ¢ Como realizar el cambio de los planes de estudio que
con tanta esperanza se habian introducido con el apoyo de las fuerzas vivas y de toda
la sociedad?

Fue de nuevo la opinién publica la que favorecié el cambio: padres incbmodos
ante su incapacidad para ayudar a sus hijos en el estudio de la llamada matematica
moderna; creencia de que lo se ensefiaba no era matemética; supuesta confirmacion
de tal creencia al observar la decreciente capacidad de calculo numérico de sus hijos;
el convencimiento de que la enseflanza primaria de la mateméatica no capacitaba a los
alumnos para utilizarla en el mundo que les rodea (su ensefianza degenero, en
muchos lugares, en la practica de una serie de juegos cerrados en si mismos: fichas,
regletas, colores, etc.), etc. Estos lamentables hechos aglutinaron una opinion
contraria a la indebida docencia y equivoco modo de fijar el contenido tedrico del
tépico Matematica Moderna”. Este ultimo aspecto habia sido puesto ya en evidencia,
principalmente respecto a la geometria, por gran nimero de matematicos desde hacia

afos: (24, a) y referencia al ICMI de 1972 ya citada.

Hacia 1978, en Francia, surgié la idea de designar esta reaccion al topico
Matematica Moderna con otro tépico. En aquellas momentos, en la ensefianza
inglesa, se buscaba corregir las deficiencias que en la escritura del alumnado se
venian observando y surgié un movimiento publico bajo el slogan “vuelta a lo basico”
(back-to-basics). Se sugiri6 que este mismo slogan podia también representar el
tépico que, basado tedricamente en ideas que figuraban en la escuela casi-empirista
de Lakatos, recogiera la nueva orientacion de la ensefianza de la matematica, que se
buscd como reaccién a la desarrollada sobre el topico “Matematica Moderna”. En
1980, en Cuarto Congreso Internacional sobre Educacion Matemética, este topico se
adopt6 por unanimidad. Basandose en la escuela casi-empirista, también en 1980,
surgio el “The Mathematics in Society Project” (MISP) para el intercambio de ideas
en la ensefianza de la Matematica. Proyecto al que contribuyé Espafia desde su

fundacién y que, hoy, reane unos treinta paises.
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Lo anterior condujo, hacia 1981, a un paulatino, pero decidido cambio de los
planes de estudios basados en la “Matematica Moderna” por los basados en “volver a
lo basico”, mediante la introduccion de lo que se denomind “método de definicion
extensiva”, apoyado en la experiencia, no en el analisis. El cambio no ha sido
simultaneo, sino que ha estado condicionado por el caracter centralista, o no, de las
autoridades docentes de cada pais, y la mayor o menor consciencia de la sociedad de
la posible solucién que al problema planteado podia ofrecer el tépico “vuelta a lo
bésico”.

Este movimiento trata de basar la pedagogia de la Matematica sobre conceptos
mas relacionados con la vida diaria, orientandola de modo mas practico, centrando su
atencion en responder a la cuestion ¢coémo ensefar?, mas que ¢qué ensefar?
Precisemos que si la Matematica Moderna fue adoptada con el apoyo del publico, y
con él se evidencid su fracaso y rechazo, asi mismo la adopcion de los planes de
estudio del movimiento “vuelta a lo basico” se efectla con el beneplacito y apoyo de
los padres de los alumnos que veian que podian volver a asumir su papel de creida
competencia matematica, junto a la interior satisfaccion de mas de un profesor que
habia “rebotado” sobre la Matematica Moderna. Cuando se esta hablando de
educaciéon permanente , de la necesidad de reciclaje periddico del especialista, ¢qué
sentido tienen tales posturas?

Socialmente, pues, la adopcion del movimiento “vuelta a lo basico” en
matematicas aparece asi con un marcado caracter de reaccion frente a la
“Matematica Moderna”. Salvo los especialistas en didactica de la matematica que
inventaron el topico “vuelta a lo basico”, ningln matematico puntero o de vanguardia
emitio informe alguno, contrariamente a lo que sucedid con el estudio realizado por lka
Universidad de lllinois respecto al movimiento “Matematica Moderna”. Lo que aparece
claro es que la postura de los especialistas en didactica que introdujeron el
movimiento “vuelta a lo basico” fue opuesta al proceso de gestacion del movimiento

“Matematica Moderna”, y ello debe tenerse muy en cuenta.

Por otra parte no ha habido tiempo suficiente para contrastar los resultados de
una buena ensefianza basada en el correcto planteamiento de la Matematica
Moderna. Entre otras razones -como las relativas a su contenido- por falta de

suficiente profesorado debidamente formado en los niveles primario y secundario.
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Después de unos quince afios de experimentacidbn de equivoco y defectuoso
planteamiento, ¢cémo puede afirmarse la bondad o inferioridad de un método?
Supuesta una igualdad de nivel de formacién, de aptitudes y mediasen los que dirigen
las experiencias, no es el numero de casos, independientemente del tiempo y del
corpus, lo que permite decidir con alguna seguridad de criterio. Sin embargo, las
limitaciones y fallos del movimiento “vuelta a lo basico” se hacen ya patentes.
Destaca notoriamente, la paraddjica exclusibn de la geometria de los planes
docentes, coincidiendo en ello con uno de los defectos de la Matematica Moderna, y

la vuelta a una ensefianza memoristica.

Es fundamental desarrollar la estructura légica del pensamiento humano o
reglas del razonamiento correcto, respetando la imaginacion y potenciando la intuicion
del individuo. La Logica es esencial para la Matematica, aunque no sea toda la
Matematica. A. Weil lo expresa si: “Si la Logica es la higiene de la Matematica, ella
no es su alimento”. Yo creo que, ademas de una higiene de la Matematica, es un
potente medio de comunicacion social. Mas alla de un idioma, la Ldgica es el medio
del razonamiento en el pensamiento indoeuropeo. Si no se considera este
imprescindible desarrollo de la estructura logica de la Matematica en la elaboracion de
cualquier plan de estudios, en cualquier nivel que se proyecte, mucho me temo que
bajo el pretexto del caracter social y de la insercién de la Matematica en la vida diaria
etc., que se alega como razén esencial de la ensefianza basada en el topico “vuelta a
lo basico”, lo que se conseguira es detener el desarrollo matematico y, con él, el de la

clarificacion epistemoldgica de la ciencia y la técnica.

El hombre, ademas de falible, sera incapaz de progresar, de abordar nuevos
problemas que la natural evolucion de la humanidad no dejard de plantearse. La
formacion que se conseguird sera la de un “saber”, en lugar de un “saber hacer”,
objetivo prioritario de una buena formacion. La educacién se limitara a la transmisién
del resultado sin consideracién alguna al proceso de su obtencion. El aprendizaje se
reduce, asi, al acopio de habilidades y estrategias (numéricas, etc.), mas que al
desarrollo del entendimiento y de la capacidad de reflexién y analisis sobre cualquier
otro problema. Se vuelve, asi, a la tan criticada ensefianza memoristica de
acumulacion de recetas para resolver problemas -—siempre analogos o Vviejos

problemas- que tanto rechazaban la sociedad, los universitarios y los estudiosos de
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mi juventud. Hecho que pude experimentar durante los afios en que practiqué la

docencia, en Madrid, con jovenes futuros ingenieros superiores.

El efecto socio-cultural de tal orientacién, “vuelta a lo basico” de la ensefianza
de la Matematica, por desgracia, no se hara esperar colectivamente. Gracias, en gran
parte, a la multiplicacion de secciones de matematicas, antes aludida que de modo
indirecto provocé la Matematica Moderna, y a que es mas facil, mucho mas comodo,
desarrollar la memoria del individuo que su entendimiento. Sin embargo, estoy
convencido de que la realidad acabara imponiéndose y se hallar4 una didactica de la
Matematica que, basada en la orientacién formal que el rigor y la estructura l6gica de
la Matematica exige, se haga compatible con la visién de su incidencia en la actividad

humana de cada dia.

Diversas experiencias se estan siguiendo, hoy, proximas a este orden de ideas:
Las Clinicas matematicas en EE. UU., el Ingeniero matematico en Francia, Suiza y
Alemania o el Magisterio matematico en Francia, que no acaban de satisfacer, como
se puso en evidencia en el citado coloquio “Mathematiques a venir. Quels
mathematiciens pour I'an 2000? (27, b) Personalmente, creo que toda aproximacion
a una docencia de la matematica que, en cada persona respete su imaginacion,
potencie su intuicidn, desarrolle su entendimiento y capacidad de razonamiento
analdgico, légico y plausible, vigorice su memoria y facilite su real insercion en la
actividad humana de cada dia debe recurrir al vehiculo natural que supone la
Geometria. Como lo evidencia el desarrollo histdrico genético del pensamiento
matematico al que, trivialmente, se le puede aplicar la ley de recapitulacién de Haecke
que establece que: “en su desarrollo el individuo pasa a través de todos los estadios
de la especie”. De hecho todos sabemos que las matematicas mas antiguas y las mas
recientes se completan de modo analogo a como lo hacen los 6rganos de todo ser
vivo. La Ciencia ignora lo que son las llamadas matematicas modernas o las basadas

en la vuelta a lo basico.

EPISTEMOLOGIA DE LA MATEMATICA HOY.

Hemos indicado, mas arriba, que un resultado positivo indirectamente debido a
la Matematica Moderna fue el aumento de secciones de matematicas en las

universidades. En Espafia también ha originado un aumento de Escuelas de
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Ingenieria, Institutos de EE. MM. Y Centros de Formacion Profesional. Con estas
medidas se puede atender mejor la demanda de profesionales de la Matematica que
hace la sociedad. Téngase en cuenta que (10) el denominado “milagro aleman”,
posterior a la Il Guerra Mundial, se debid, principalmente, a la existencia de un
numeroso y bien instruido grupo de técnicos medios (Formacion Profesional e

Ingenieria Técnica).

Hoy esta demanda, no s6lo no ha cesado, multiplicandose en el técnico medio,
sino que presenta, ademas, una serie de destacadas y profundas exigencias —para
cuya atencion se ha podido verificar (27, b) que son mas aptos los llamados
matematicos puros que son sustraidos a la Universidad por la industria punta- que
parece quieren ser atendidas con los nuevos planes de estudios en gestacion. No
sabemos si en su elaboracion se tiene en cuenta, junto a los fallos del movimiento
“vuelta a lo basico”, que con la entrada en vigor del Acta Unica Europea, en 1992,
existird un libre mercado de profesionales entre los distintos miembros de la
Comunidad Europea, junto con la posibilidad para el estudiante de cursar los estudios
superiores en cualquier universidad europea 0 escuela de ingenieria de la
Comunidad, en las condiciones que fijara la futura reglamentacion de la Carta Magna

de las Universidades Europeas.

Andlogamente, (27, b) ante este 1992 y teniendo en cuenta otros problemas
particulares de la docencia e investigacion de la matematica en Francia, en diciembre
de 1987, en L’Ecole Polytéchnique (Palaisseau, Paris) tuvo lugar un coloquio titulado
“Mathematiques a venir. Quels mathematiciens pour I'an 2000? (citado en lo que
sigue MVQM) que facilitdé un encuentro entre las fuerzas vivas de la sociedad francesa
(poder ejecutivo y directores de gabinetes de investigacion de industrias tales como
M. D’Assault, Thomson, Elf-Aquitaine, etc.) y mas de un millar de matematicos,
investigadores y docentes de los distintos niveles. Con el coloquio se inicidé un estudio
que pretende determinar el tipo de curriculum, (en los niveles secundario y superior,
preciso para la formacion matematica de los profesionales que deben hacer frente a la
problematica que en su campo plantea la competitividad industrial y comercial, en el
previsible y perseguido desarrollo tecnoldgico y cientifico de los préximos tres lustros.
Se vuelve asi a resaltar el aspecto utilitario que durante los cuatro o seis lustros
primeros de este siglo domind en la matematica y su educacién y llevo a centrarlas en

las habilidades aritméticas y de calculo geométrico basico. Se repiten hoy,
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centrdndose principalmente en las exigencias mateméticas de una modelizacion y
simulacién sobre ordenador. En su conferencia en el MVQM , el Prof. Lions, un
destacado matematico especializado en las aplicaciones de la matematica dijo: “hoy
no se trata de matematicas puras y aplicadas sino de matematicas Utiles e
interesantes”. Destaca de nuevo el paralelismo entre las dos épocas de la
Matematica indicadas al principio de mi leccién. Creo que seria muy conveniente para
la mejor elaboracién de los nuevos planes de estudios en matematicas en Espafa, -
tanto en la ensefianza secundaria como profesional y universitaria- aunque su puesta
en practica tuviera que demorarse, el estar informados de las consideraciones y
conclusiones que vayan alcanzandose en Francia en los estudios iniciados con el
citado coloquio MVQM sobre el curriculum, hoy, mas idéneo para la docencia de la
Matematica de cara al afio 2000. Desde luego, no para copiarlos sino para
analizandolos frente a nuestra realidad cultural, ver qué pueden aportarnos a fin de
gue nuestra integracion en la Comunidad Europea en este campo, se facilite y nos
permita ser de la mayor utilidad. Como dice Ortega y Gasset: “Busquese en el

extranjero informacion pero no modelo”.

Por lo dicho se evidencia que la matematica, que para Gauss era la “reina de
las Ciencias”, y para B. Russell podia ser definida como “el sujeto sobre el que nunca
sabemos de lo que hablamos, ni si lo que decimos es cierto”, frase que aclaré
afadiendo: “Si nuestra hipétesis es sobre algo y no sobre una o mas cosas
particulares, entonces nuestras conclusiones constituyen matematicas”, aparece
como mucho mas que una serie de relaciones, axiomas, conceptos, reglas, férmulas,
teoremas, métodos o teorias”. Como toda actividad humana, presenta o posee una
gran carga social. Son las distintas actividades del ser humano en la sociedad las que
generan, mas o menos directamente, las distintas partes de la Matematica. Es decir,
la matematica parte de las diversas actividades del ser humano, lo que sugiere
objetos y operaciones (suma, multiplicacién, comparacion de formas y dimensiones,
etc.) que estan contenidas en el edificio matematico construido a partir de un sistema
axiomatico formal o dentro de una adecuada categoria y universo matematico.
Presenta asi codificadas gran niumero de profundas y no obvias propiedades de las
distintas actividades humanas.

Vemos, pues, que las disciplinas matematicas vienen determinadas por las

actividades del ser humano en el que podemos llamar universo existencial de la
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humanidad, nocidon que debe entenderse comprendiendo junto al concepto del
modelo matematico de la légica o modelos formales de aspectos del mundo y
experiencias humanas (en el que se hallan codificados los objetos del mundo fisico,
experiencias de la humanidad y relaciones entre ellos) las construcciones mentales
como las de una teoria de K-mddulos, de Haces, de Categorias, de los Topos o de los
NUumeros, aun cuando esta dltima junto con la Aritmética pueden considerarse
originadas por la accion de contar. Otros conceptos de disciplina y concepto
matematico, y actividad humana que la genera son: el de nimero real y la Teoria de
Funciones originados por la accion de medir en sentido amplio, o la Geometria y
Topologia que lo son por la accion de configurar y comparar formas; o la teoria de
Grupos que lo es por la simetria de las figuras y composicion de transformaciones; o
bien la Probabilidad, Teoria de la Medida y Estadistica originadas por los problemas
aleatorios. Asi mismo, el Algebra y Analisis Numérico aparecen originados por la
accion de calcular; la Combinatoria por la accion de agrupar y establecer
correspondencias entre conjuntos finitos, etc. Resumiendo, resulta clara la interaccién
entre Matematica, Ciencia, Tecnologia y Sociedad. En particular ante la revolucion
informatica, desde la década de los 60, se exige entender la Matematica en su
relacion con los problemas que le plantean aquellas, y nos vemos asi conducidos a
considerar la epistemologia de la Matematica como un intento de entenderla como

una actividad humana.

Todas las partes de la Matematica, como las actividades del ser humano que
las originan, interactian entre si con gran complejidad. Esta implicacion de la
complejidad de la actividad del ser humano en la Matematica, es la que nos permite
afirmar que el estudio de la actividad matematica precisa de la ayuda de la filosofia, y
s6lo en este orden podremos alcanzar una nocion de la Naturaleza de la Matematica,
de su contenido y, asi, preguntarnos: ¢Qué es la Matematica? Cuestion que desde el
punto de vista de la filosofia de la matematica es de caracter ontoldgico. Este caracter
junto al epistemoldgico, intento de entender la Matematica como una actividad
humana, aparecen asi como complementarios y, de hecho, sélo seremos capaces de
atender debidamente las superiores exigencias, cada dia mas profundas, que nos
plantea la sociedad, hoy, si somos capaces de aproximar mejor la solucion del doble
problema que supone:

a) Conocer mejor la naturaleza de la Matematica

b) Saber adaptar la docencia de la Matemética a la sociedad actual y la
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previsible evolucion de la misma en los proximos 15 6 20 afios.
¢, Qué situacién nos ofrecen en la actualidad, cada uno de estos problemas?
¢Qué medidas u orientaciones seria prudente o aconsejable aplicar para

aproximar su solucion?

Nuestra exposicion trata de presentar una actual vision general del punto a). En
cuanto el b), nos limitaremos a esbozarlo con algunas sugerencias y
reflexiones adjuntando al final el estudio demogréafico por quinquenios del
profesorado de la universidad espafiola en los diferentes estudios y areaas
matematicas. En posterior trabajo, en elaboracion, presentaremos un estudio
detallado y el analisis de las conclusiones mas importantes que de él se

desprenden.
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Es méas facil de conseguir la

cuadratura del circulo que hacer

variar de opinién a un matematico.
Augusto de Morgan

Naturaleza de la Mateméatica

Cualquiera que sea nuestro campo de actividad, debemos coincidir con la
opinidbn de Tymozcko al afirmar que “Los resultados matematicos parecen ser los
paradigmas de precision, rigor y certeza. Los resultados y métodos matematicos son,
con frecuencia, sorprendentes y elegantes, ocasionalmente revelan una austera,
abstracta belleza més tipicamente encontrada en las artes. La Matematica invade
nuestra vida social y ha ayudado a formar la sociedad moderna. La ciencia es
inconcebible separada de la matematica y frecuentemente medimos el rigor o
dificultad de una ciencia por la cantidad de mateméatica que emplea. Dependemos de
las matematicas cuando construimos puentes, aviones, utilizamos ordenadores u

obtenemos dinero de cajeros automaticos”.

La filosofia de la mateméatica comienza cuando preguntamos por un contenido
general de la Matematica, una visidn sinOptica de la disciplina que revela sus
caracteres esenciales y explique exactamente cémo es que los seres humanos son

capaces de hacer matematicas y que estas sean tan eficaces en la vida.

Cuando se abordan textos como el Courant-Robbins que, con el titulo “¢, Qué es
la Matematica?”, presenta una coleccion de problemas y teorias matemaéticas,
dejando (¢ para el lector?) la labor de sintesis que le permita establecer una definicion
de la Matemética, o cuando se leen o escuchan afirmaciones de matematicos
reconocidos, como la ya citada anteriormente de Russell, o aquella de M. Kline para el
que “La Matematica es un cuerpo del conocimiento que no tiene verdades”, nos
invade la perplejidad si se las compara con la diaria aplicacion de las distintas partes
de las matematicas a las actividades humanas. Es esta implicacion constante de la
actividad matematica en la sociedad la que nos lleva a afirmar que la Matematica
posee un caracter de ciencia objetiva con las circunstancias conceptuales que ello

comporta.
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Es claro que alcanzar tal caracter rigurosamente es muy delicado y sutil, pues
dimana de la filosofia de la matematica, del concepto de demostracion, verificacion,
rigor y verdad cuyo mas preciso establecimiento se debe a la escuela formalista.
Hace sélo unos ocho o diez afios que el interés por la filosofia de la matematica ha
vuelto a resurgir, después de los cincuenta afios de letargo ante el fracaso de su
fundamentacion por las distintas doctrinas filoséficas, fracaso del que no fue ajeno el
trabajo de K. Godel, particularmente el que se refiere al principio de indecidibilidad en
la Matemética publicado en 1931.

Es de sefialar que , ante el mejor conocimiento de la matematica que el
desarrollo de tales doctrinas ha permitido, las modernas Logica matematica, Teoria de
conjuntos e intuicionismo (con sus variantes constructivistas) han pasado a ser
consideradas como nuevas ramas especificas de la Matematica como lo son el
Algebra y la Topologia. El estudio de estas nuevas ramas aunque aparecen
englobadas en lo que se ha dado en llamar “Fundamentos de la Matematica”, no
supone hacer avanzar la filosofia de la matematica: Precisamente como evidencia la
Légica matematica, mientras so6lo estudiemos el conjunto de teoremas matematicos y
nos alejemos de estudiar la actividad matematica, los problemas que tratan de los
fundamentos de la matematica no podran ser resueltos. Ahora bien, el estudio de la
actividad matematica, como ejercicio del individuo en la sociedad, reposa fuertemente
sobre la filosofia, de ahi que una buena definicion de la Matematica, de la naturaleza
de la Matematica, debe buscarse con ayuda de la filosofia. Es ella la que podra
proporcionar una prueba de su consistencia l6gica y, a la vez, el reconocimiento de su

utilidad social.

Esta utilidad, por ejemplo, es la que se persigue hoy con el tratamiento y
busqueda de la solucién del gran numero de problemas que plantea la tecnologia
punta (lanzadoras espaciales, robots elasticos, etc.). Las ciencias medioambientales,
biolégicas, sociales y psicologicas (teorias de simulacion y de modelizacion), la
complejidad de sistemas, la elaboracion de lenguajes de programacion y teoria de
codigos a implementar sobre ordenador (con su analisis y verificacion), o aquellos de
la teoria de la demostracion (con la variante originada por la “demostracion por

ordenador”) o la construccion de algoritmos, etc.
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Es bien sabido que el mejor conocimiento de la matematica que las distintas
escuelas filosofico-matematicas permitieron, pese a que ninguna pudo resolver el
problema que se plantearon, se halla en la base del enorme desarrollo que la
matematica ha experimentado, desde la década de los 30 hasta nuestros dias.
¢Puede extrafarnos, ahora, que haya resurgido el interés por la filosofia de la

matematica?

Para mejor orientar y comprender qué debemos hoy entender por matematica
conviene realicemos una breve y actual revision de las principales doctrinas o
escuelas filosofico-matematicas surgidas a finales del siglo pasado o a principios del
actual, buscando su fundamentacion, asi como la reciente vision de Lakatos con la

escuela Casi-empirista o Falibilista.

Entre las doctrinas o escuelas que, de un modo u otro, han destacado en el
andlisis de la naturaleza de la Matematica, hay que citar: el Empirismo, el Logicismo,
el Intuicionismo, el Formalismo, el Estructuralismo, el Platonismo y el Casi-empirismo.
Sus origenes, aun cuando para algunos historiadores sea anterior, hay que buscarlos
en los cambios experimentados por el pensamiento matematico durante el siglo XIX
para las cuatro primeras mas aquellos alcanzados en el primer tercio del siglo XX para
el Platonismo, y la inadaptada y abortada experiencia docente de la Matematica
Moderna junto al rechazo del Formalismo por el Casi-empirismo.

De Jacobi se dice que proviene la frase “Dios hace siempre Aritmética”. Frase
que actualizé el clasico pensamiento de Platon: “Dios hace siempre Geometria”, pero
gue lo volvemos a encontrar en el orden de ideas del pensamiento de Gauss antes
citado. Esta frase de hecho refleja el sentimiento del pensamiento matematico de la
segunda mitad del siglo XIX en su relacién con el pensamiento filosofico de Aristételes
a Kant. Resume la tendencia surgida con la aparicion de las geometrias no
euclideas, que pretendid perpetuar el papel de seguridad y fundamentalidad, de
consistencia e inmutabilidad que gozaba la geometria en las ciencias por el de un
Andlisis no apoyado en la Geometria. Surgié asi la obra iniciada por B. Bolzano, N. H.
Abel y A. L. Cauchy buscando la rigorizacion de los fundamentos drel Andlisis en la
Aritmética y que concluy6 K. Weierstrass con su definicibn de niamero real hacia 1870.
Este dltimo publico en 1872 el primer ejemplo de funcion continua sin derivada en
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punto alguno que permitié conocer mejor el Calculo Infinitesimal creado por Newton y

Leibniz.

Si para el Analisis se alcanz6 una rigorizacion independiente de la geometria,
gue parecié afianzar su seguridad e inmutabilidad como parcela de la Matematica, no
ocurrié lo mismo con la Geometria que, desde mediados del siglo XIX, experimentd
profundas crisis: primero con el descubrimiento de las geometrias no euclideas,
después con su algebraizacién por Descartes al introducir en ella las coordenadas.
Surgen de este modo, junto al concepto de numero real, toda una serie de nuevas
estructuras conceptuales como la nocién de espacio vectorial de dimensién finita o
infinita (tan querida por los fisicos) y que permite codificar alguno de los métodos del
Andlisis Funcional o las nociones que subtiende la introduccién de una Teoria de

Conjuntos por Peano, etc.

Un efecto de estos cambios fue constatar lo que se dio en llamar falta de
fundamentacion de la Matematica. Es decir, los matematicos se encontraron sin un
repertorio sistematico de la naturaleza de las estructuras sobre las que operaban,
viendo dificultado su trabajo con una constante aparicién de paradojas, cuando aquel

vacio traté de ser colmado por la Teoria de Conjuntos.

Para salvar esta situacion se recurrié a la filosofia de la matematica, es decir,
se procedio: “a estudiar la Matematica mediante analisis, aumentando gradualmente
su abstraccion y simplicidad l6gica, vy, al seguirla, en lugar de averiguar qué es lo que
podemos concluir o deducir de las nociones primeras que se dan por admitidas,
preguntarnos cuales son las ideas y los principios generales que permiten definir lo
gue tomamos como punto de partida” (Russell, 22).

La presentacion de las escuelas que se citan a continuacién se efectla con la
Optica actual de busqueda de la correcta y completa definicién de la Matematica y no

se tiene en cuenta la motivacion de fundamentacion que origind la mayoria de ellas.

EL EMPIRISMO

Fue en el siglo XIX cuando, por primera vez, se habl6 de utilidad de las

matematicas y cuando se introdujo la distincion entre matemética pura y aplicada. La
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primera comprendia el tratamiento del Algebra, Geometria y Andlisis o0 Combinatoria
en cuanto a sus leyes o reglas, definiciones y teoremas, que incluia las geometrias no
euclideas; mientras que la segunda comprendia toda el area en que la Matemética se
aplica a conjuntos de objetos, o elementos del mundo externo que la revolucion
industrial hizo destacar y que en Inglaterra se denomind Fisica Tedrica, es decir, el
sistema de conceptos, teoremas y leyes reunidos por Newton en sus Principia en
1.687.

Quizas la distincion encubrié un aspecto mas sutil propio de la concepcién
filosofica reinante a que ya hemos aludido. En aquella época, para el pensamiento
filosofico, desde Aristoteles (no segun Platon) hasta Kant, la geometria euclidea fue
considerada como incuestionable ejemplo de conocimiento aprioristico no trivial, un
sistema de absoluta certeza. La adscripcién hoy aun a esta filosofia explicaria la frase
de R. Hersch (26, b) de que tal significado de la geometria fuese admitida “incluso por
los mateméaticos”. Evidentemente, si ello hubiera sido asi, los matematicos no
hubieran descubierto las geometrias no euclideas. Para salvaguardar —por encima de
todo- tal filosofia no se les ocurrié analizar los origenes de las ideas de Aristételes.
Fue mas comodo conservar socialmente el pensamiento filoséfico introduciendo la
distincién entre matematica pura y matematica aplicada, respaldada por otra parte,
por ser la dltima practicamente la Unica conocida por la sociedad. La segunda se
desarroll6 ampliamente y de modo falible en contacto con la actividad industrial,
dando lugar a lo que hoy se llama una matematica producto. La primera queds en
manos de una minoria que, no sintiendo la necesidad de considerar aplicaciones
salvo, quizas, a la fisica teorica, hizo cuanto pudo por confirmar su supremacia
intelectual dogmética, buscando, como veremos en el logicismo, una adecuada
fundamentacion de su infalible saber. Hoy la postura de todo verdadero matematico —
qgue no distingue entre puro y aplicado- es mas humilde y admite que puede
equivocarse, sin ningun prejuicio al tener la seguridad que la Matematica esta
desligada de toda metafisica, y de que como dice Thom: “No existe caso en la historia
de la Matematica en que el error de un hombre haya arrojado el campo entero sobre

el camino equivoco” ( 24, a).

Obsérvese que, en el caracter empirista que se atribuye a la matematica del
siglo XIX, la geometria se incluy6 entre las disciplinas puras, lo que, quizas, explique

el por qué de no haber sido jamas sometidas sus proposiciones al chequeo empirico,
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aunque, ciertamente, los primeros conocimientos de la geometria euclidea fueron
empiricos. Ello se debidé a la presentacion que de la misma dio Euclides, quien al
axiomatizarla elimino su caracter figural o particular concreto.

En un acercamiento social, el aspecto mas llamativo que, en consecuencia,
ofrecia la Matemaética era el producido por aquellos mas numerosos profesionales de
la matematica que en contacto con la industria o la docencia, elaboraban tablas,
efectuaban calculos, y utilizaban formularios o practicaban una ensefianza recetaria y
memoristica de caracteres dogmaticos, si bien trata de desarrollar la habilidad de
calculo numérico y geométrico en el estudiante. Este aspecto hacia la Matematica tan
falible como las experiencias fisicas que trataba de describir 0 la ensefianza que se
practicaba, desplazando su razon de ser de los tradicionales valores formativos y
estéticos a aquel del utilitarismo (entre ambas tendencias se situa la obra, de fines del
siglo XIX, “Cours de Mathématiques Elémentaires, por F. G. M. seudénimo con el que
se presentaba un grupo de docentes francés afines a G. Darboux). La minoria,
determinada por los “puros”, constituia un mundo lejano y limitado, cuya actividad de
busqueda de la fundamentacion de la matematica era curiosamente estimulada,
principalmente, por razones extramatematicas, y, desde luego, ajenas a la actividad

humana ordinaria o general.

Como confirma por otra parte la frase de Hersch antes citada, el desarrollo de
la Matemética se considera no tanto como la labor de esta minoria sino,
principalmente, como la del profesional de la Matematica aplicada que codificaba la
creciente actividad industrial. Es decir como un “proceso descubridor”. Ahora bien,
¢qué es lo que se descubre?. Existe una enorme diferencia entre el habitual proceso
material de descubrir algo fisico (el nuevo mundo, la penicilina, ...) y el que se diga
“Newton ha descubierto el teorema del binomio”, o “Leibniz descubrié el calculo
infinitesimal” , etc. Mas generalmente, ¢existen verdades matematicas en algun tipo
de absoluto sentido de las mentes humanas, o por el contrario son invencién del

hombre?. Este invencién, ¢se puede comparar con la creacion musical o artistica?.

La respuesta del empirismo a estas cuestiones nos la da G. Hardy al decir:
“creo que la realidad matemética yace fuera de nosotros, y que nuestra funcion es
descubrirla, observarla, y que los teoremas que probamos y que describimos

grandilocuentemente como nuestras creaciones son simplemente notas sobre
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nuestras observaciones”, o que puede considerarse también como una teorizacién de

alguna realidad platénica subyacente.

La vision que el empirismo tiene de la Matemética es coterminal con el de la

Fisica Teorica en un caracter fenomenoldgico.

LOGICISMO

Una de las primeras consecuencias de la crisis del conocimiento que provocé
la aparicion de las geometrias no euclideas, como hemos dicho, fue el que se
buscase (Dedekin, Weierstrass, etc.) la fundamentacion de la Matematica en la
Aritmética, en lugar de en la Geometria. El matematico del siglo XIX, en general, no
podia admitir que no fuese poseedor de la verdad absoluta, de la certeza que desde
Aristételes a Kant habia gozado su ciencia.

Este paso, que llevaba a reducir el continuo a la Aritmética, condujo
naturalmente a la teoria de conjuntos, que ante los trabajos de Boole, hizo que se
creyera, con Frege, que la fundamentacion de la Matematica se podia efectuar con la
Légica en la Teoria de Conjuntos mas esencialmente que sobre la Aritmética. Esta
esperanza fue destruida por Russell con su paradoja “el conjunto de todos los
conjuntos”, quien junto a Whitehead buscé una reformulacién de la teoria de conjuntos
que, evitando las paradojas hasta entonces observadas, permitiera la fundamentacion
buscada. La reformulacion la efectuaron introduciendo un sistema de axiomas que
respetaba el “principio del circulo vicioso”, pero su sistema axiomatico formal est4,
aun, impregnado de un cierto sentido intuitivo y atrajo mas a los légicos que a los
matematicos. Como anécdota se dice que Russell, al no poder probar el axioma de
eleccion, lo miré escépticamente, busc6d contradicciones y, en una conferencia
pronunciada en la Sociedad Matemética de Francia en 1911, animé a los demas a

gue los buscasen también.

Se puede, pues, decir que, aunque fue iniciada por el filosofo Frege en 1884, y
entre sus predecesores debe contarse con George Boole con su obra “The
Mathematical Analysis of Logic”, la escuela no fue lo suficientemente conocida hasta
principios del siglo XX en que se incorporan Russel (con su afirmacion de que la
matematica pura habia sido descubierta por Boole) y Whitehead que ya en 1898

habia publicado su Algebra Universal. Los dos ultimos publicaron en 1910 sus
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“Principia Matematica” que aunque, inicialmente sélo atrajo a los filosofos logicos,
constituye una presentacion formal de la teoria de conjuntos, sin que llegase a ser

“completa”. Sin olvidar el destacado y mas reciente logicista Carnap.

El propésito de los logicistas fue demostrar que la matemética era parte de la
Légica. Con este fin desarrollaron su Principia Matematica Russell y Whitehead, y
demostraron que la matematica clasica (conocida en su tiempo) podia deducirse de la
teoria de conjuntos y, por tanto, de su Principia. El programa de los logicistas quedaba
de este modo reducido a probar que tales axiomas del Principia pertenecian a la
l6gica, o bien los de cualquier otra teoria de conjuntos como la de aquella mas
conocida de Zermelo-Frenkel® (1908 y 1922, respectivamente) cuyo sistema es,
hoy, el mas utilizado y conocido, aungque no sea lo suficientemente rico para contener

todos los conjuntos.

Entonces segun Russell y Whitehead la Matemética puede definirse asi: “La
Matematica consta de todo lo que puede ser formulado y probado a partir de los
axiomas de Zermelo-Frenkel”. Esta definicion podemos considerarla, incluso hoy, casi
aceptable en el sentido de que, salvo alguna cuestion de la teoria de categorias, toda
la matematica clasica puede deducirse de ella. Pero esta definicion ¢ es util desde el
punto de vista de la filosofia de la matematica?, ello equivale a preguntarnos si ¢esta
libre de contradiccion el sistema de Zermelo-Frankel?. Ahora bien, puesto que no se
sabe como probar la consistencia de los axiomas de Zermelo-Frankel, esta definicién
no es muy util y menos adn si se observa que niega todo intuicionismo. Obsérvese
gue si se probase que los axiomas de Zermelo-Frankel pertenecen a la logica, aunque
el programa de los logicistas quedaria probado o satisfecho, se encontrarian con el
problema de la existencia, o no, de contradiccion en la Logica.

° ) 1.- Axioma de extensionalidad: Todo conjunto esta determinado por sus elementos.
2.- Axioma del conjunto vacio: Existe el conjunto vacio.
3.- Axioma de los pares no ordenados: Existe un elemento a = (X, y) paratodo x e .
4.- Axioma de la unién de conjuntos: La unién de un conjunto de conjuntos es un conjunto.
5.- Axioma del infinito: Existen conjuntos infinitos (este axioma permite existan cardinales transfinitos).
6.- Axioma de sustitucion: Toda propiedad que puede ser formalizada en la teoria puede utilizarse para
definir un conjunto.
7.- Axioma de la potencia de un conjunto: Para cada conjunto x existe el conjunto y de todos los
subconjuntos de x.
8.- Axioma de eleccién: Dado un conjunto y, entoda parte x de y se puede elegir un elemento.
9.- Axioma de regularidad: Cada conjunto no vacio x contiene un elemento minimal respecto a la
relacion de pertenencia. Brevemente se puede enunciar diciendo que “X
no pertenece a X".
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De todos modos, el programa de los logicistas esta condicionado por su
concepto de Ldgica. El significado que le atribuyen es mas amplio que el atribuido a la
Légica clasica, a la que se supone constituida por todos aquellos teoremas que
pueden ser probados (sin la utilizacion de axiomas no ldgicos) en un lenguaje de
primer orden (o calculo de predicados de primer orden), es decir, en un sistema légico
gue incluye funciones proposicionales, conexiones y cuantificadores (que no es la
Légica aristotélica, pues su defecto, precisamente, estd en la I6gica de las relaciones,
no le es posible operar con funciones proposicionales). La légica clasica, asi
considerada, nos limita al uso de las reglas de deduccion y axiomas de esta Ldgica.
Un ejemplo de tales reglas lo constituye la Ley del t