DIVERTIMENTOS MATEMATICOS CON
PAPEL

(Un camino hacia

la geometria)

BREVES APUNTES HISTORICOS.

Papiroflexia es una palabra de origen latino que deriva de
papiro (papel) y flectere (doblar) que significa doblar el papel y por
extension darle la figura de determinodos seres u objetos. Por 1o
tanto el término define tanto el objeto resultante como la acddn de
doblar.

La papiroflexia u origami (término original de la disciplind) tiene
una historia milenaria que se funde con la tradiddn y la cultura
joponesa. Fue en China donde se infrodujo el papel en los primeros
siglos de la era cristiona y llega a Jopdn en el siglo VI d.C. Y con €l
papel hizo su agpariddn el  origomi: jarte?  idenda?
ientretenimiento?... podriamos dedr que la papiroflexia nos permite
una conexion entre el cerebro, la mano y el ojo, y de ahi su
importanda en el aprendizagje de las matemdticas como estimulante
del cerebro.

Los joponeses inventaron j i

la paopiroflexia hace mas de mil anos.

Le dieron el nombre de Origomi y #ﬁ‘
la dotaron de prindpios estéticos [
ligados asu cultura.

Para la sensibilidad joponesa, el éxito de una figura de Origomi
depende de su estructura vy proporcddn. Se plantean varios
inferrogantes onte una figura de papel ¢Llega a expresar la forma
verdadera del objeto? ; en el caso de fratarse de un onimal: ¢Sugiere
su forma de moverse, su paso, deslizamiento o galope? Y findmente,
$€s una mera reproducaon del origindl o chonda mds profundamente
en su oaracter esenddad?

Para el matemdtico, la belleza de la paopiroflexia estd en su
simple geometria. En cada trozo de papel hay patrones geométricos,



combinadones de dngulos y rectaos que permiten a la hoja llegar @
tener variados e interesontes formas. EI matemdtico se pregunta:
joonsigue el diseno find una buena utilizaddn de la geometria
existente?, ¢es elegante el procedimiento de doblado, con lineas
daros, dobleces compactos y proporcdones sendllas y regulares? ise
desperdida papel o hay dobleces arbitrarios ? ¢coda paso es Util y
necesario?.

Los modelos tradicdonadles derivan de cuafro boses
fundomentales, llomondo bose a término que se utiliza para
denominar los formas geométricaos que don lugar a gran variedad de
modelos.

Los japoneses desarrollaron cuatro, conocidos como |la base de
de larana.

la

Cada bose ofrece una configuracdn diferente de pliegues que
pueden utilizarse para representar partes de un onimal: cabeza,
cuellos, brozos, piernas, adlos, cuernos, aontenas, cola. La bose de
cometa tiene un pliegue, la del pez dos, la del pdaro cuatro, y la de
la rana anco.

La mejor monera de entender un modelo de origami es dibujar
lo que se suele llamar un pafron de doblado. Para obtener el patfrén
de doblado de un modelo hay que desdoblar el papel, dejarlo liso, y
dibujar sus dobleces mds importantes; solo los que contienen su
geometria esendal, no los detalles.

El patron de doblodo es, por necesidad, una abstracddn, la
reducddn de una forma complicada a su estructurainterna.



Dibujondo los pafrones de doblaodo de los cuatro baoses
fundamentales descubrimos una notable progresion. La mds simple,
la bose de la cometa, esta formada por seis tfridngulos, dos de un tipo
y cuatro de otro. Un trigngulo pequeno y dos grandes forman un
modelo repetitivo. Al desdoblar el modelo, reconocemos |os mMismos
elementos simples unay otra vez. Dos modulos forman una bose
de cometa; cuatro una de pez; ocho, una de pdjaro; diedséis una de

Repetir el modulo en escalas mds y mds pequencs lleva de
forma “fatidica” de la bose de la cometa ala de pez, de la de pez ala

de pdjaro, de lade pdjaro alade rana.....
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Pero no hay ninguna roazdn para detenerse en este punto. La
operacdn para reprodudr boses se convierte en un bude de
readimentaddn 1o que nos lleva a reladonar |a popiroflexia con otro
compo matemdtico gpasiononte: los métodos iterativos y  los
teselodones.

MATEMATICAS, PAPEL Y JUEGO.

Una manera de abordar las matemdticas desde un punto de
vista lUdico es a partir de los rompecabezas muchos de los cuales son
daramente “juegos matemdticos”, que a través del tiempo se han
popularizado y perdido ese apellido: “matemdtico” que asusta a un
gran segmento de la pobladdn que experimenta desde los primeros
pPasos en su educadodn infantil, un rechozo, d que en ningln coso le
podemos asignar un origen “genético” sino sodal.

Vamos a intentar en lo que sigue dar unos téconicos para el
aprendizgje de las matemdticos ayudados por |a papiroflexia que nos
lleven a una oceptaddn naturd de su belleza y sean fadlmente
tronsmisibles desde el punto de vista educativo.



DIVISION DE UN CUADRADO
Dividir una hoja en dos partes es muy fadl:

I R T

P e N o

En cuatro partes tampoco nos plantea ninguna dificultad:

———

¢COmMo hacer la division en 3 partes?
Tampoco plantea mayores dificultades utilizando las téonicas
origami que nos proporcona el primer teorema de Hoga:

la demostraddn es simple:

A P B




Si la longitud del lado es 1, AP=BP=%.

Sea AS=x, y SP=1-x. Si aplicamos el teorema de Pitagoras al triangulo ASP
(1-x )2 =x2+%, = ng. Los triangulos ASP y BPT son semejantes y
AP=BP= l, AS= E, luego BT= %
2 8 3

Hoga nos proporcona otros dos teoremas para dividir en fres
partes una hoja de popel cuadrada.

Ofros autores se han ocupado también de estos problemaos:
Método de Fumiaki KAWAHAT A

Tomoko FUSE nos ensena un Nuevo camino en su libro "Unit Origomi*
(1983).

Llegados a este punto la pregunta [6gica que se nos plontea es:
(podemos dividir un popel cuodrado en 5, 7, 9,...... partes iguales
utilizando Unicomente dobleces ?

Larespuesta es obvia: si.

Veamos por ejemplo la division en 5 partes:



Generdlizaddn del teorema de Haga

A P B
AP/ AB BT/AB
S 1/2 2/3
T 1/4 2/5
3/4 6/7
1/8 2/9
3/8 6/11
5/8 10/13
7/8 14/15
n/2' 2n/(2"+n)

C

Las demostradones siguen la misma via que en los ©osos
anteriores.

Ofros n-divisiones:



AP/AC AT/AB

1/2 2/3

1/4 2/5

3/4 6/7

1/8 2/9

3/8 6/11

5/8 10/13
7/8 14/15
n/2' 2n/(2"+n)

PC/AC TC/AB

1/4 1/3

3/8 3/5

1/8 1/7
7/16 7/9
5/16 5/11
3/16 3/13
1/16 1/15
n/2' n/(2"-n)

AP/ AB TC/BC

3/4 2/3
5/8 4/5
7/8 4/7
9/16 8/9
11/16 8/11
13/16 8/13
15/16 8/15

* *

n/2" 2"'/n



EL ROMPECABEZAS DE H. VERRILL

LA DISECCION DEL CUBO

Los juegos matemdticos constructivos nos van a permitir:

e Estudiar y andlizar los propiedades de algunaos figuras geométricos
planas, fal como el rectdngulo, el cuodrado y el fridngulo equildtero.
En estas propiedades se induyeron la identificaddn de sus partes y
de propiedades que permitieran su construcdon.

e Construir poliedros regulares y estudiar sus propiedodes bdsicos,
particularmente sobre la forma y nimero de sus caras, asi como la
contidod de vértices y de aristos.

e Haocer un estudio sobre los simetrias de dgunos de los sdlidos
platénicos y sobre los reladones que existen entre la forma de lcs
caras de coda uno de ellos y el nUmero de aristas que concurren en
cada vértice.

Vamos a redlizar la diseccdn del cubo utilizando unicomente en
la construcddn de los figuras popel de formato cuadrado, ningdn
corte ni unidén con pegamento serdn necesarios.

Seguiremos los diagramas de H. Verril.

En la eldboraddn utilizaremos 10 hojos de papel cuadrado todas
de idéntico tamano. Los figuros que vamos a redlizar son los
siguientes:

- Tetraedro de base cuodrada. 1

- Pirdmides. 4

- Un cubo que nos servird de coja contenedora del resto de los

piezaos.



¢es posible insertar estas dnco piezcs....

En esta cgja taon pequena?

La redizaddn de los figuras que componen el puzzle nos irdn
sirviendo para frabgjar ocon  los  conceptos  matemdticos
correspondientes. Encontraremos en esta oconstrucddn graondes
recursos diddacticos que iremos acoplando a nivel de formadon
adecuodo en cada caso.

Desde el punto de vista constructivo estas redlizaciones son de
gran interés para el estudio de los estructuras, hablomos por gjemplo
de edifidos de muy distinto tipo en el compo de |la arquitectura.

También llevan osododos de forma latente problemaos de
optimizaddn de espadio lo que nos daria pie a un estudio de mdximos
y minimos de fundones con una ligadura.

PIRAMIDE
En la elaboraddn de cada pirdmide, 4 en totdl, utilizamos una
dnica hoja de papel cuadrado.
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Los dngulos construidos en este Ultimo poso son de %:15°

e
g d

Siguiendo el orden dfdbético se van redlizondo los pliegues
hasta obtener la pirdmide

c

Si partimos de un cuodrado de lado L, podemos hacer un
estudio bostante completo de todos los elementos geométricos
referentes a poligonos de tres lados : dngulos, perimetros, baricentro,
ortfocentro, incentro y drcuncentro.....




TETRAEDRO

Vamos a necssitar para su redlizaddn dos hojos de popel
cuadrado. La técnica de doblado y unidon de los piezas la exponemaos

a continuaddén
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obtenemos aosi un dngulo de 60° que nos
hace intuir la formoddn de los fridngulos equildteros que van a ser
las caros de nuestro tetraedro. De manera andloga construimos el
otro lado del trigngulo

b

damos |la vuelta d paopel:




12




13

El empleo de oolores nos puede ayuda mucho en la
identificaddn de los distintos elementos geométricos.

CUBO

En la redizaddn del cubo o cgja contenedora del resto de los
piezas vamos a ufilizar 4 hojos de popel cuadrado en los que
procederemos a idéntficos pliegues para redlizar findmente el
ensaomblado.

L

Readlizamos 4 piezos idénticos y 1os unimos.

La téonica de construcddn de la cgja la hemos tomado del libro
"Fabulous Origomi Boxes" de Tomoko Fuse.

Una vez construidos las piezas del rompecabezas y compr obado
que efectivamente la respuesta a nuestra pregunta inica es
afirmativa procedemos a hacer |la demostracddn matemdtica medionte
el cdlculo de los volumenes de los piezas que se puede enfocar
fambién como un juego a partir del caso construido y generdlizar
para cualquier cuadrado de papel de lodo de longitud arbitraria.
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DISECCION DEL CUBO

Demostraddn matemdtica

Cdlculo de volumenes |
Consideremos un cubo de lado 1

Volumen del cubo=V, =1

Base tetraedro = base pirdmide

Area de la base

NG

60°

A, =area IM: \/E(ﬁsen60°) :ﬁ[@]lzﬁ

i 2 2 2 2
Volumen de la pirdmide:
Ah
VP:%
A

Altura de la piradmide = h,
Q = baricentro del tridngulo de la base

1 Q
1
Volumen pirdmide: V; A’

y oA 3111 1
T3 T2 33 6 /

Volumen del tetraedro:
y = Ay
3

Altura del tetraedro hr:
A, B, C, D, vértices del tetroedro.
A, B, C, bose del tetraedro
RD = hy
RB 2 V2

sen30°  120° NE)




> +(RB) =(BD)' = h,’ +(

Volumen del tetraedro: V, =

v oAk B3
=T
3 2
1 1
szg, VT=§’
4V +V, =V, =1

211
33 3
1%

C=1

5y

e

[ =2y -

Ay
3
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