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Dravid Hilbery (1896-194%) nacid en
un pueblo cerca de Konigsberg, In
capital de la Prusia del Este enaquel-
ta época (hoy Kaliningrado, Rusia),
Lz ciudad de Kdnigsberg es famosa
por ser la ciudad natal de Irnmanue]
Kant, pero también es famosa por
sus siete puentes v por el problema
gue consistia en saber si una persona
podria cruzar todos los puentes una
sola veg,
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Este problerms fue resuelto por Buler, guien demosted gue no tenia solucida.

Hilbert fue catedrdticn en Gotinga, e hogar académico de Gavgs v Ricmann.
Contribuyd de forma sustancisl en oast todses Ias ramas de s Matermbtices. Es
autor dei clisico Fundamenics de I Geometrin (1899) v del Fundamenios de la
Muatemdtica, en coleboracién con otros autores. Eu ls Conferencia Intemmacional de
Materndticos que tevo lugar en Paris en 1900, ks ponencia de Hilbert consisud en
10 repaso 8 23 problomas matemiaticos, los que £ oreds podriam ser las metas de
ia investigacién matemdtica del siglo que empezabs. Estos problemss, de hecho,
han estimulado gran parie de log trabajos matemdticos del siglo XX, v cada vez
que aparecen noticias de que olro de los “problemas de Hilbert” ha sido resuelio, la
comunidad matematica internacionsl espera los detalies con upaciencie,

El que nos interesa on evta charla ¢s el mimero 3, gue por cierto foe resusiio ese
risme gfio por un estadiapts suyo de 22 sfios Bamade Max Dehn. El enunciado es:

Encontrar dog letragdros de misma base y misma altura
gue Bo puedan ser ESCOMPUESIOS
en la mismo famiiia finita de tetroedros congruenies.

Anngue desde los griegos se sabe gue dos tridnguios de igual drea se descom-
ponen en fidngnios congruentes, Hitbert sospechaba gue vste resultado ers falso al
pasar a dimensidn tres. ¥ de ali su tereer problema. De hecho, encontramos en la
correspondencis de Gauss sw malestar con gue cigros teoremas de geometria s6lida
dependiesen del sxioma de continuidad. Ban particular ¢f céleulo del volumen de
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una piramide exige un procedimiento infinito a diferencia del calculo del area de un
triangulo.

Empezamos pues esta charla tratando el caso de dimension dos y después el caso
de dimension tres.

1. Poligonos

Denotaremos por a(P) el drea de un poligono. Todos sabemos que si 7" es un
triangulo de base b y de altura &, se tiene o(T") = &.h. La manera geométrica (“a la
griega”) de demostrar este hecho es la siguiente:

Asi pues, dos triangulos de misma base y misma altura tienen el mismo érea.

Esto da pie a la definicion siguiente: dos poligonos P, y P son equivalentes,
escrito P b2 Py, stpodemos descomponerlos en la misma familia finita de poligonos.

£ Ly 48 D

Obsérvese que esta nocion no cambia si sustituimos “misma familia de poligonos™
por “misma familia de triangulos”. El Teorema de Pitdgoras se demuestra con esta
herramienta de la manera siguiente:



174 10. Areas y Puzzles

La relacién que acabamos de introducir i< es una relacion de equivalencia. En
efecto, las propiedades reflexiva y simétrica son inmediatas. Respecto a la propiedad
transitiva supongamos que tenemos las dos relaciones A i By B 1 C, lo que nos
da dos descomposiciones a) y b). Para demostrar A < C, lo que hacemos es
superponer las dos descomposiciones de B (trazo punteado) y trasladar el resultado

aAyC.
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Es claro que dos poligonos equivalentes tienen la misma area. De hecho, la
figura anterior muestra que dos triangulos son equivalentes si y solo si tienen la
misma area. El resultado es mads general

Teorema de Bolyai-Gerwien Dados dos poligonos P, y P, se tiene la equivalencia
G(P1)=G(P2)<:P1I><]P2.

Demostracion La suficiencia es directa, ya que dos poligonos congruentes tienen
la misma 4rea. Para la necesidad vamos a proceder en varias etapas:

Etapa | Dos paralelogramos de misma base y misma altura son equivalentes:
bastara ver que todo paralelogramo de base b y de altura A es equivalente a un
rectdngulo de base b y altura h y utilizar luego la transitividad de la relacion .

Si el pie de la altura cae en la base, procedemos como indica la figura

L/ L/

En caso contrario, habrd que cortar horizontalmente el paralelogramo un nimero
suficiente de veces. Esto se puede hacer ya que el cuerpo de los mimeros reales es
arquimediano

Etapa 2 Todo paralelogramo es equivalente a un rectangulo de base dada: gracias
a la Etapa 1, podemos suponer que el paralelogramo en cuestion es un rectangulo
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ABCD. Sea EFGH un rectangulo de la misma drea con EF' la base dada. Sila
base A B es mas pequeiia que la base dada E F' entonces subdividimos verticalmente
el rectangulo £EFGH en rectangulos suficientemente pequefios para que cada base
sea mas pequefia que F'F". Entonces estamos en la situacion siguiente, donde hemos
construido el paralelogramo EF LK cuyos lados £L y FK miden lo mismo que
AB

Observemos que a(ABCD) = ao(EFGH) = a(EFLK). Ademds, tenemos
EFLK 1 EFGH ya que tienen la misma base y la misma altura (ver la Etapa
1). Por otra parte, EFLK a1 ABCD por las mismas razones. Por lo tanto,
ABCD = EFGH.

Etapa 3 Todo triangulo es equivalente a un paralelogramo: ya demostrado.

Etapa 4 Todo poligono es equivalente a un rectingulo de base dada: cada poligono
P es descomponible en un nimero finito de triangulos: P T} + ... + T,,. Aqui,
la suma + indica la vnién. Gracias a las Etapas 2 y 3 encontramos una familia de
rectangulos de basedada {R; : i = 1,...,n} conT; < R; paratodoi =1,...,n.

<. |
X,
e SN
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El rectangulo buscado es R = R; + ... + R,.

Etapa Final Dos poligonos de misma drea son equivalentes: sean dos poligonos P
y P con a(P;) = a(P,). Fijemos una base b. La Etapa 4 permite escribir P, b Ry
y Py 1 Ry con Ry y Rj rectangulos de base dada b. Como

a(Ry) = a(P,) = a(Py) = a{Ry),

se tiene que necesariamente los dos rectangulos poseen la misma base y la misma
altura. Por lo tanto R, = R, y finalmente P, 1 P;. |

2. Poliedros

Denotaremos por v( P) el volumen de un poliedro. Todos sabemos que si 7" es un
tetraedro de base B y de altura h, se tiene v(T') = a(B).h. Asi pues, dos tetraedros
de misma base y misma altura tienen el mismo volumen. La manera geomeétrica de
demostrar este hecho exige un proceso infinito (;sabéis hacerlo sin integrar?), con
lo que la situacion es distinta entre la dimensién 2 y la dimension 3, lo que di6 pie
a Hilbert para proponer su conjetura.

Diremos que dos poliedros £, y P, son equivalentes, escrito P, 1 Py, si pode-
mos descomponerlos en la misma familia finita de poliedros. Obsérvese que esta
nocidn no cambia si sustituimos “misma familia de poliedres” por “misma familia
de tetraedros”. Como en el caso de los poligonos, se demuestra que la relacion o<
es una relacion de equivalencia.

Es claro que dos poliedros equivalentes tienen €l mismo volumen. Pero el
reciproco es falso como vamos a ver a continuacion. Para ello introducimos el
invariante de Dehn.

Recordatorio Ei conjunto R de los nimeros reales es un espacio vectorial sobre
el cuerpo de los mimeros racionales Q. Su dimension es infinita. En adelante
fijamos f:IR — R una aplicacion Q-lineal (es decir, una aplicacion verificando
f(n+m) = f(n) + f(m), para todos n,m € Z}, con f(n) = 0. {Hay un nimero
infinito!

Definicion El invariante de Dehn de un poliedro P es el nimero

f(Py= Zf(ai)-lia .
donde la suma se hace sobre las aristas del poliedro, /; denota la longitud de la arista
y «; el angulo diedral.
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Observemos que la condicion f(x) = 0 hace que las aristas virtuales no aporten
nada a este invariante.

Veamos algunos ejemplos.

Cubo: cada angulo diedral del cubo C es 7. Puesto que f es Q-lineal se tendra
0= f(m) = 2f(3), conlo que f(5) = 0. Asipues f(C) = 0.

Prisma: el invariante de Dehn del prisma P contiene dos partes, la que proviene de
las aristas verticales y la que proviene de las horizontales: f(P) = d; + d». Todas
las aristas verticales tienen la misma longitud [. El aporte de estas aristas es pues

dl = l.f(a1 +...+ Cl’n),

donde los «; son los angulos diedrales correspondientes. Ahora bien, esta suma es
7 con lo que d; = 0. Las otras aristas vienen emparejadas: cada arista de la base
tiene una correspondiente en la tapa de la misma longitud. Asi,

dy = El-f(a’nﬂ,base +...+ an+1,tapa) +..+ lq-f(aq,base +...r Oﬁq,tapa)-
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Ahora bien, como &;pase + (jtapa = 7, tendremos dy = 0 y por lo tanto f (Py=0.

Tetraedro regular: por simetria, se tiene que el invariante de Dehn del tetraedro
regular T es (T} = 6f(¢), donde  es el ngulo agudo de coseno 3.

Suma de poliedros: si P es la union de varios poliedros P4, ..., F,, entonces se
tiene f(P) = f(P1)+ ...+ f(P).

El resultado clave para resolver el problema de Hilbert es el siguiente.
Proposicion Dados dos poliedros Py y P, se tiene la relacion
P]DdP2=>f(P1)‘~=f(P2)

Demostracién Podemos obtener P, a partir de P; mediante una serie de descom-
posiciones que consisten en “dar un corte”, es decir, afiadir dos caras y las corres-
pondientes aristas. Los tres casos posibles de aristas estan representados debajo
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Para demostrar el resultado vamos a ver que f(P) es invariante por estos cortes:

Corte en la grista: a arista de origen ! queda subdividida en dos aristas {; y I5. El
angulo diedral « es el mismo. El invariante de Dehn se preserva:

Lf(a)=1.f(a) + 2. f(a).

Corte en el angulo: la arista es la misma antes y después de la descomposicidn,
mientras que el angulo o queda dividido en dos angulos «; y @g. El invariante de
Dehn se preserva:

Lf(a) =1.flo1) +1.f(a2).

Nueva arista: de hecho hay dos nuevas aristas con angulos suplementarios. El
invariante de Dehn se preserva:

0=1f(r) =1Lf(a1) +1f(eg).

Esto termina la demostracion. ]

Gracias a este resultado obtenemos el Teorema sorprendente siguiente.
Teorema E! tetraedro regular y el cubo del mismo valumen no son equivalentes.

Demostracion Vamos a encontrar f: R — R de modo que los invariantes de Dehn
asociados f(C) y f(T) sean distintos. Esto implicard que el cubo C y el tetraedro
regular T no son equivalentes.

Sabemos que f(C) = 0y f(T) = 6l.f(y), donde el dngulo  verifica la
condicién cos{y) = 3. Para demostrar el Teorema bastara encontrar

una aplicacion Q-lineal f:R—R, con f(n) =0y f(p) #0,
lo que es equivalente a mostrar que
oy son Q-linealmente independientes,
o bien que
no existen dos enteros ny m, con nm+mp = 0.
Para ello basta demostrar que

cos(mep) es distinto de 1 y de—1.
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Llegamos a esto demostrando por induccidn sobre m que
a o
cos({mep) = 3—:1 , donde el entero a., no es divisible por 3.

Para m = 1 tenemos directamente cos(ip) = . Supongamos el resultado cierto
para m. Por trigonometria elemental, podemos escribir:

cos((m + 1)) =  cos(mig) — cos((m ~ 1)¢) =

= qm+1 qm-1 qm+1

¥ 2am — 9a,,_1 no es divisible por 3 ya que 2a,, no lo es. |

Estamos en condiciones de responder a la pregunta de Hilbert.

Problema de Hilbert Encontrar dos tetraedros de misma base y misma altura que
no puedan ser descompuestos en la misma familia finita de tetraedros congruentes.

Demostracion A partir del tetraedro regular A, construimos un prisma F° de misma
base y misma altura.

Este prisma se descompone en tres tetraedros: M, Mz y Mz que tienen la misma
base y la misma altura. Sabemos que tenemos

0= f(P) = f(M;)+ (M) + f(Ms),
con f(M;) # 0.
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Forzosamente los tres invariantes de Dehn no pueden ser iguales. Asi pues,
hemos encontrado dos tetracdros de igual base y altura con invariantes de Dehn
distintos y, por consiguiente, no equivalentes. |
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